
EISAGWGH STA QRHMATOIKONOMIKA MAJHMATIKA

A' EXAMHNO

5h enìthta

EPENDUSEIS

Did�skwn: Q. Kountz�khc

1. Mia epèndush eÐnai genik� mia qrhmatoro  X = (X1, X2, ..., Xn) tètoia ¸ste h plhrwm  Xtj
∈ R prag-

matopoieÐtai th qronik  stigm  tj , j = 1, 2, ..., n.

2. H qrhmatoro  aut  sthn perÐptwsh pou apoteleÐ tm ma tou oikonomikoÔ progr�mmatoc enìc atìmou,
enìc noikokurioÔ   miac epiqeÐrhshc èqei diaforetikì nìhma kai idiaÐtero endiafèron. Gi' autì kai oi
qrhmatoroèc autoÔ tou eÐdouc melet¸ntai idiaÐtera.

3. H qrhmatoro  miac epèndushc apoteleÐ to �meso qarakthristkì thc, diìti deÐqnei thn qronik  exèlixh thc
axiopoÐhshc tou kefalaÐou -twn diajèsimwn pos¸n qr matoc pou diatÐjentai gia ènan sugkekrimèno skopì.
Oi ependÔseic diakrÐnontai se paragwgikèc ìtan to oikonomikì prìgramma aposkopeÐ sthn paragwg 
agaj¸n kai uphresi¸n kai se mh paragwgikèc ìtan de mesolabeÐ k�poia paragwg  agajoÔ   uphresÐac
kai apl� up�rqei axiopoÐhsh twn qrhm�twn gia aÔxhsh tou atomikoÔ   tou sullogikoÔ eisod matoc.

4. 'Ena genikì krit rio sÔgkrishc ependÔsewn eÐnai h paroÔsa axÐa. An mac dojeÐ ènac trapezikìc loga-
riasmìc -dhlad  èna mètro sÔgkrishc thc qronik c axÐac tou qr matoc, tìte mporoÔme apeujeÐac na
apofanjoÔme se k�je perÐptwsh an èqoume dÔo ependÔseic X = (X1, X2, ..., Xn) kai Y = (Y1, Y2, ..., Ym)
tètoia ¸ste h plhrwm  Ytk

∈ R pragmatopoieÐtai th qronik  stigm  tk, k = 1, 2, ...,m, sqetik� me th sqèsh
PV (X), PV (Y ), anex�rthta apì ta m,n.

5. H paroÔsa axÐa eÐnai olikì krit rio sÔgkrishc ependÔsewn-qrhmatoro¸n. Dhlad  an mac d¸soun dÔo
ependÔseic p�ntote mporoÔme na apofanjoÔme poia apì tic dÔo eÐnai protimìterh apì thn �llh.

6. 'Ena �llo krit rio an m = n eÐnai h merik  di�taxh. Dhlad  X � Y ⇐⇒ X ≥ Y ìpou X ≥ Y shmaÐnei
ìti X(ti) ≥ Y (ti), i = 1, 2, ..., n.

7. H merik  di�taxh -ìpwc to lèei kai h Ðdia h lèxh- den sugkrÐnei ìlec tic qrhmatoroèc -ependÔseic metaxÔ
touc. Dhlad  up�rqoun ependÔseic gia tic opoÐec den mporoÔme b�sei autoÔ tou krithrÐou na apofanjoÔme
poia apì tic dÔo eÐnai protimìterh apì thn �llh.

8. Sthn Ðdia perÐptwsh �llo krit rio sÔgkrishc ependÔsewn eÐnai h apìdosh (return). Dhlad  X � Y ⇐⇒
X ′ ≥ Y ′ shmaÐnei ìti X ′(ti) = X(ti+1)−X(ti)

X(ti)
≥ Y ′(ti) = Y (ti+1)−Y (ti)

Y (ti)
, i = 1, 2, ..., n− 1.

9. ParadeÐgmata sÔgkrishc ependÔsewn b�sei twn qrhmatoro¸n touc. 'Estw X = (2, 3, 4, 5), Y = (1, 1, 1, 4).
EÐnai X ≥ Y b�sei thc merik c di�taxhc, dhlad  se k�je qronik  stigm  plhrwm c h X èqei megalÔterh
apìdosh apì thn U .

10. Gia tic Ðdiec ependÔseic an p�roume ta dianÔsmata apìdoshc X ′, Y ′ aut� ja eÐnai X ′ = ( 1
2 , 1

3 , 1
4 ), Y ′ =

(0, 0, 3). Ta dÔo aut� dianÔsmata den sugkrÐnontai metaxÔ touc, dhlad  den isqÔei ìti k�je suntetagmènh
tou enìc eÐnai megalÔterh apì thn antÐstoiqh suntetagmènh tou �llou.

11. Kai p�li to krit rio thc apìdoshc den sugkrÐnei ìlec tic ependÔseic giatÐ emplèketai h merik  di�taxh.
H sÔgkrish twn apodìsewn mporeÐ na stamat� se k�poia qronik  perÐodo. Gia par�deigma mporeÐ na
sugkrÐnoume tic ependÔseic b�sei twn apodìse¸n touc b�sei kai thc periìdou i = 2 kai na mh mac endiafèrei
h apìdosh epÐ thc plhrwm c thc periìdou pou anafèretai sthn perÐodo i = 3 sto prohgoÔmeno par�deigma.
'Etsi h pr¸th kai h deÔterh suntetagmènh twn dianusm�twn X ′, Y ′ pou mac endiafèroun sugkrÐnontai me
ton Ðdio trìpo ( 1

2 > 0, 1
3 > 0) all� h trÐth suntetagmènh de mac endiafèrei, opìte mporoÔme na poÔme ìti

h X protim�tai se sqèsh me thn Y b�sei tou krithrÐou thc apìdoshc mèqri kai th qronik  stigm  i = 2.
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12. Gia na katal�boume thn ènnoia thc apìdoshc ac p�roume thn X = (2, 3, 4, 5) kai to di�nusma apodìsewn
X ′ = (1

2 , 1
3 , 1

4 ). To 2 gia na metablhjeÐ se 3 th deÔterh perÐodo apaiteÐ metabol  Ðsh me to 1
2 tou 2 dhlad 

1, to 3 gia na gÐnei 4 th qronik  perÐodo 3 apaiteÐ metabol  Ðsh me to 1
3 tou 3 dhlad  p�li 1 kai tèloc to

4 gia na gÐnei 5 p�li apaiteÐ metabol  Ðsh me to 1
4 tou 4 dhlad  1.

13. An jewr soume to sÔnolo twn ependÔsewn pou eÐnai apl c morf c, dhlad  èna sÔnolo jetik¸n plhrwm¸n
akoloujeÐtai apì èna sÔnolo arnhtik¸n plhrwm¸n, tìte èqoume thn ex c.

14. Prìtash. Gia k�je qrhmatoro  apl c morf c, up�rqei monadikì epitìkio i tètoio ¸ste h sunolik 
paroÔsa axÐa thc na eÐnai Ðsh me mhdèn.

15. Apìdeixh. An upojèsoume ìti X0, X1, X2, ..., Xk < 0, Xk+1, ..., Xn > 0 qwrÐc bl�bh thc genikìthtac (an
up�rqoun mhdenikèc plhrwmèc paraleÐpontai). UpologÐzoume th sunolik  paroÔsa axÐa kai èqoume

npv(i) =
1

(1 + i)n
[

k∑
m=0

Xm(1 + i)n−m +
n∑

m=k+1

Xm(1 + i)n−m].

Gr�fw thn paroÔsa axÐa sth morf 

npv(v) = vn[
k∑

m=0

Xm
1

vn−m
+

n∑
m=k+1

Xm
1

vn−m
],

ìpou v = 1
1+i . To epitìkio emfanÐzetai ed¸ me th genikeumènh ènnoia, enìc 'posostoÔ apìdoshc' thc

epèndushc kat� m koc twn qronik¸n periìdwn, gi�utì epitrèpetai proc stigm n na p�rei kai arnhtikèc
timèc, afoÔ ìtan i → −1+, autì eÐnai isodÔnamo me 1

1+i = v → +∞ kai an i → +∞ tìte 1
1+i = v → 0+.

Ef' ìson
lim

v→0+
npv(v) = X0 < 0,

kai epiplèon
lim

v→+∞
npv(v) = lim

v→+∞
Xnvn = +∞,

�ra apì je¸rhma Bolzano èpetai to sumpèrasma gia thn Ôparxh mÐac toul�qiston rÐzac v0 ∈ (0,+∞). Gia
th monadikìthta thc rÐzac, an up rqan dÔo rÐzec ja up rqan dÔo v1, v2 me npv(v1) = npv(v2) = 0. 'Ara
k�je gia tètoiou tÔpou epèndush isqÔoun oi proÔpojèseic tou Jewr matoc tou Rolle. Epomènwc gia k�je
tètoio polu¸numo

npv(v) = vn[
k∑

m=0

Xm
1

vn−m
+

n∑
m=k+1

Xm
1

vn−m
] =

k∑
m=0

Xmvm,

prèpei na isqÔei ìti h par�gwgìc tou èqei mÐa toul�qiston rÐza sto (0,+∞).

16. Autì ìmwc den isqÔei gia k�je tètoia qrhmatoro . Gia par�deigma p�rte th qrhmatoro  (−1, 4, 0, 2
3 , 0, 1

5 )
pou ikanopoieÐ tic proôpojèseic thc Prìtashc. An upojèsoume ìti èqei dÔo rÐzec sto (0,∞) wc proc v,
tìte h par�gwgoc tou poluwnÔmou −1+4v+ 2

3v3+ 1
5v5 èqei mÐa toul�qiston rÐza sto (0,∞). H par�gwgoc

eÐnai (v2 + 1)(v2 + 4). H sun�rthsh aut  de mhdenÐzetai sto di�sthma autì. 'Ara den isqÔei ìti up�rqoun
perissìterec apì dÔo rÐzec gia k�je tètoia qrhmatoro . Up�rqei epomènwc akrib¸c mÐa.

17. To epitìkio mhdenismoÔ (kai ed¸ mac endiafèroun oi lÔseic -an up�rqoun- sto di�sthma (0, 1) gia to i
pou na antistoiqoÔn sth rÐza thc npv(X, v)) onom�zetai Internal Rate of Return (Eswterik  Apìdosh thc
Epèndushc).

18. To IRR sqetÐzetai me thn apoplhrwm  -apìsbesh miac arqik c dap�nhc apì tic mellontikèc plhrwmèc thc
epèndushc. EÐnai to onomastikì epitìkio pou epitrèpei thn apìsbesh thc arqik c dap�nhc thc epèndushc
mèsw twn mellontik¸n thc eispr�xewn.

19. Dhlad , an o ependut c dapan� s mera èna kef�laio M kai eispr�ttei tic plhrwmèc X1, X2, ..., Xn apì
thn epèndush tou arqikoÔ tou kefalaÐou M , h exÐswsh apìsbeshc tou arqikoÔ kefalaÐou eÐnai

M =
n∑

k=1

Xk
1

(1 + IRR)k
.
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20. Diaforetik� an oi plhrwmèc eÐnai isìposec, h antÐstoiqh exÐswsh apìsbeshc eÐnai

M = Ca(n, IRR),

ìpou C h et sia plhrwm  thc epèndushc.

21. O orismìc tou IRR sqetÐzetai me thn apìsbesh thc arqik c dap�nhc,   an èqoume mia apl  epèndush sthn
opoÐa mia seir� dapan¸n akoloujeÐtai apì mia seir� kajar¸n plhrwm¸n, to IRR ekfr�zei to epitìkio pou
kajist� isodÔnamec oikonomik� tic dap�nec kai tic eispr�xeic.

22. Genikìtera prokÔptei h exÐswsh M
C IRR = 1−( 1

(1+IRR)n ). H sun�rthsh g(x) = M
C x eÐnai gnhsÐwc aÔxousa

kai h 1− ( 1
(1+x)n ) eÐnai gnhsÐwc aÔxousa epÐshc gia jetikèc timèc tou x. 'Ara mporoÔme na deÐxoume ìti oi

grafikèc parast�seic touc tèmnontai se monadikì shmeÐo. Autì ja eÐnai kai to IRR.

23. ParadeÐgmata upologismoÔ tou IRR. An se mia epèndush dapan¸ntai 1000 eur¸ kai oi plhrwmèc thc eÐnai
100 eur¸ kai èqoun di�rkeia 5 èth poio eÐnai to IRR ? Ap�nthsh. EÐnai 100 = 30a(5, IRR). Dhlad 
10
3 = a(5, IRR). Apì thn exÐswsh aut  prokÔptei ìti

10
3

IRR = 1− 1
(1 + IRR)5

.

Gia na broÔme th monadik  lÔsh, eÐte akoloujoÔme th mèjodo thc diqotìmhshc   qrhsimopoioÔme èna
majhmatikì pakèto pq MATHEMATICA.

24. Gia na mhn analwnìmaste se pr�xeic pou sqetÐzontai me th melèth sunart sewn, mporoÔme epÐshc na
qrhsimopoioÔme touc pÐnakec pou èqoun ta biblÐa gia tic r�ntec. P.q. sthn perÐptwsh tou prohgoÔmenou
paradeÐgmatoc, phgaÐnoume sth st lh di�rkeiac n = 5 tou pÐnaka a(n, i) kai y�qnoume poio noÔmero thc
st lhc eÐnai pio kont� sto 10

3 . 'Epeita parathroÔme sto aristerì mèroc se pio epitìkio antistoiqeÐ. Pa-
rathroÔme ìti IRR ∼= 0.15. (Prìkeitai gia touc pÐnakec stic selÐdec 128-131 tou biblÐou tou E.MageÐrou.
An�logoi pÐnakec up�rqoun gia dieukìlunsh se ìla ta biblÐa qrhmatooikonomik c).
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