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A' EXAMHNO

1h enìthta

QRONIKH AXIA TOU QRHMATOS

Did�skwn: Q. Kountz�khc

1. Qr ma eÐnai kat' arq n èna tèleia antall�ximo agajì pou ekfr�zei mia genik  arq  oikonomik c isodu-
namÐac metaxÔ posot twn diaforetik¸n agaj¸n.

2. Mètro aut c thc oikonomik c isodunamÐac eÐnai oi posìthtec twn paragwgik¸n suntelest¸n pou apasqo-
loÔntai se dedomènh perÐodo gia thn paragwg  twn agaj¸n se sugkekrimènec posìthtec.

3. To qr ma eÐnai tautìqrona mètro thc an�ptuxhc miac oikonomÐac. Gi' autì kai suqn� anafèretai upì thn
ènnoia tou kefalaÐou.

4. To kef�laio C orÐsthke arqik� apì touc oikonomolìgouc wc mia posìthta qr matoc diajèsimh gia na
qrhsimopoihjeÐ se k�poia paragwgik  drasthriìthta gia k�poio qronikì di�sthma (di�rkeia). To èsodo
apì aut n th drasthriìthta onom�zetai tìkoc.

5. H genÐkeush twn katanalwtik¸n kai ependutik¸n drasthriot twn stic sÔgqronec oikonomÐec, metèbale ton
arqikì orismì tou kefalaÐou kai tou tìkou. 'Etsi, kef�laio plèon onom�zetai k�je diajèsimh posìthta
qrhm�twn pou axiopoieÐtai gia na apodìsei èna epiplèon qrhmatikì èsodo. To èsodo autì onom�zetai
epÐshc tìkoc.

6. 'Ara upì ton parap�nw orismì, kef�laio mporeÐ na jewrhjeÐ kai oi trapezikèc katajèseic twn idiwt¸n
all� kai ta qrhmatik� pos� pou dapan¸ntai gia epiqeirhmatikèc ependÔseic. Tìkoc mporeÐ na jewrhjeÐ to
èsodo se sugkekrimènh qronik  di�rkeia apì mÐa trapezik  katèjesh, all� kai apì èna ependutikì sqèdio
antÐstoiqa.

7. Epitìkio i eÐnai to (stajerì) èsodo mÐac qrhmatik c mon�dac pou ependÔetai gia mÐa qronik  mon�da
(ètoc).

8. 'Ara gia qronik  perÐodo T et¸n T ∈ R+, o tìkoc kefalaÐou C qrhmatik¸n mon�dwn upì epitìkio i, eÐnai

I = CTi,

kai to telikì kef�laio thn perÐodo T eÐnai C ′ = C(1 + iT ). O par�gontac (1 + iT ) onom�zetai aplìc
suntelest c anatokismoÔ di�rkeiac T kai epitokÐou i. O suntelest c anatokismoÔ ekfr�zei to
posostì aÔxhshc tou telikoÔ kefalaÐou se sqèsh me to arqikì kef�laio.

9. An anoÐxoume ènan trapezikì logariasmì kai h sÔmbash pou afor� sthn kat�jesh twn qrhm�twn eÐnai
mhniaÐa, tìte h parap�nw majhmatik  sqèsh gÐnetai

I = Ci
m

12
,

ìpou m to pl joc twn tokofìrwn mhn¸n, dhlad  oi m nec gia touc opoÐouc h sÔmbash eÐnai energ .

10. An o upologismìc tou tìkou gÐnetai se hmer sia b�sh, tìte h majhmatik  sqèsh upologismoÔ tou tìkou
eÐnai

I = Ci
d

365
,
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jewrhjeÐ ìti to ètoc èqei 365 mèrec, en¸ an to ètoc jewrhjeÐ ìti èqei 12 m nec pou èqoun 30 m nec o
kajènac tìte h antÐstoiqh majhmatik  sqèsh eÐnai

I = Ci
d

360
,

ìpou d eÐnai to pl joc twn tokofìrwn hmer¸n.

11. Sqetik� me ton upologismì tou tìkou ìtan oi upologismoÐ an�gontai se hmèrec, up�rqoun treic Kanìnec.
O Emporikìc Kanìnac sÔmfwna me ton opoÐo tokofìrec hmèrec kai hmèrec tou ètouc upologÐzontai b�-
sei tou emporikoÔ ètouc, o Politikìc Kanìnac b�sei tou opoÐou tokofìrec hmèrec kai hmèrec tou ètouc
upologÐzontai b�sei tou politikoÔ ètouc (hmerologiak�) kai o Miktìc Kanìnac, b�sei tou opoÐou oi to-
kofìrec hmèrec upologÐzontai hmerologiak� kai oi hmèrec tou ètouc b�sei tou emporikoÔ ètouc. Se mÐa
sÔmbash kat�jeshc, to pl joc twn tokofìrwn hmer¸n upologÐzetai wc ex c. H pr¸th tokofìroc hmèra
(Valeur) eÐnai h pr¸th erg�simh hmèra met� thn sÔnayh thc sÔmbashc. Gia thn teleutaÐa hmèra den
up�rqei periorismìc.

12. Oi majhmatikèc sqèseic pou dÐnoun to telikì kef�laio an arqikì kef�laio C tokÐzetai me et sio epitì-
kio i kai h qronik  di�rkeia anatokismoÔ metr�tai se m nec m   se mèrec an�loga me ton Kanìna pou
akoloujeÐtai eÐnai C(1 + m

12 i) kai C(1 + d
360 ), C(1 + d

365 ) antÐstoiqa.

13. Se perÐptwsh mh stajeroÔ epitokÐou, i = i(t), 0 ≤ t ≤ T , h majhmatik  sqèsh upologismoÔ tou tìkou
mÐac qrhmatik c mon�dac sth di�rkeia [0, T ] eÐnai

I =
∫ T

0

i(t)dt,

�ra o antÐstoiqoc suntelest c anatokismoÔ eÐnai Ðsoc me

(1 +
∫ T

0

i(t)dt),

en¸ to telikì kef�laio C ′ met� apì di�rkeia T arqikoÔ kefalaÐou C qrhmatik¸n mon�dwn pou anatokÐ-
zontai me sun�rthsh epitokÐou i = i(t), t ∈ [0, T ], eÐnai

C(1 +
∫ T

0

i(t)dt).

14. Diaisjhtik� h tim  i(t) paramènei Ðdia sto apeirostì di�sthma [t, t + dt], t ∈ [0, T ]. 'Ara o tìkoc mÐac
qrhmatik c mon�dac sto di�sthma autì eÐnai i(t)dt. Gia na upologÐsoume to sunolikì tìko sto di�sthma
[0, T ] prèpei na l�boume to olokl rwma Riemann thc sun�rthshc i(t) sto di�sthma autì.

15. An èna qrhmatikì posì C tokÐzetai me (et sio) epitìkio i1 gia di�rkeia [0, t1] kai to susswreumèno
kef�laio epanatopojeteÐtai kai tokÐzetai me epitìkio i2 gia di�rkeia (t1, t2] k.o.k. kai to susswreumèno
kef�laio epanatopojeteÐtai kai tokÐzetai me epitìkio ik gia di�rkeia (tk, T ] tìte to telikì kef�laio eÐnai

C(1 + i1t1)(1 + i2(t2 − t1))...(1 + ik(tk+1 − tk)), tk+1 = T.

16. An sto parap�nw ginìmeno h sÔnjeth kefalaiopoÐhsh gÐnetai me mh stajer� epitìkia, tìte ta ginìmena
im(tm − tm−1),m = 0, ..., k + 1 antistoiqoÔn se oloklhr¸mata

∫ tk+1

tk
ik(t)dt.

17. An èna qrhmatikì posì C tokÐzetai me epitìkio i gia di�rkeia T kai to Ðdio posì tokisteÐ gia to misì thc
di�rkeiac kai epanatopojethjeÐ gia na tokisteÐ to upìloipo misì, tìte to telikì kef�laio ja eÐnai

C2 = C(1 +
iT

2
) · (1 +

iT

2
) = C(1 +

iT

2
)2.

To epitìkio pou ja eispr�xei o katajèthc se aut n thn perÐptwsh eÐnai 1 + iT + i2T 2

4 > 1 + iT .
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18. Genik� an gÐnei autì k forèc, tìte to telikì kef�laio ja eÐnai Ck = C(1 + iT
k )k kai apì to diwnumikì

an�ptugma   thn anisìthta Bernoulli prokÔptei ìti (1 + iT
k )k ≥ 1 + iT (to mikrìtero   Ðso prokÔptei apì

thn anisìthta Bernoulli-An l�boume upìyin to diwnumikì an�ptugma isqÔei to gn sia megalÔtero sthn
teleutaÐa anisìthta diìti

(1 +
iT

k
)k = 1 + k

iT

k
+

k(k − 1)
2

i2T 2

k2
+ ... + (

iT

k
)k > 1 + iT.)

UpejumÐzoume ìti h anisìthta Bernoulli eÐnai h akìloujh: (1 + a)k ≥ 1 + k · a gia k�je fusikì k = 1, 2, ...
kai k�je a > −1.

19. EpÐshc limk→∞Ck = CeiT . To apotèlesma autì onom�zetai suneq c anatokismìc, dhlad  to arqikì
kef�laio tokÐzetai se k�je qronik  stigm  tou diast matoc [0, T ], afoÔ ta k isom kh qronik� diast mata
sta opoÐa diamerÐzetai to [0, T ] ìtan to k teÐnei sto �peiro, teÐnoun me th seir� touc na 'kalÔyoun' ìlo to
[0, T ].

20. Se perÐptwsh pou to et sio onomastikì epitìkio eÐnai stajerì kai Ðso me i, o anatokismìc suneq c kai
h tokofìra perÐodoc dÐnetai se m nec m, h majhmatik  sqèsh upologismoÔ tou telikoÔ kefalaÐou gia
kef�laio C eÐnai Ce

m
12 i.

21. Oi antÐstoiqec sqèseic gia hmer sio anatokismì eÐnai Ce
d

360 i an akoloujeÐtai to Emporikì ètoc kai Ce
d

365 i

an akoloujeÐtai to Politikì ètoc. An�loga me ton Kanìna, diaforopoieÐtai to d ston arijmht .

22. Se perÐptwsh mh stajeroÔ epitokÐou pou dÐnetai apì th sun�rthsh i = i(t), t ∈ [0, T ], to telikì kef�laio
ja eÐnai Ðso me

Ce
∫ T
0 i(t)dt.

23. Pragmatikì Epitìkio ir eÐnai to epitìkio enìc trapezikoÔ logariasmoÔ apl c kefalaiopoÐhshc pou èqei
to Ðdio apotèlesma suss¸reushc me trapezikì logariasmì sÔnjethc kefalaiopoÐhshc. Sthn perÐptwsh
stajeroÔ et siou epitokÐou ic gia par�deigma, an h sÔnjeth kefalaiopoÐhsh problèpei to qwrismì tou
ètouc se k isom kh diast mata tìte h exÐswsh twn antÐstoiqwn suntelest¸n anatokismoÔ diamorf¸netai
wc ex c

1 + ir = (1 +
ic
k

)k.

24. Sthn perÐptwsh suneqoÔc kefalaiopoÐhshc, tìte h antÐstoiqh exÐswsh diamorf¸netai wc ex c

1 + ir = eic .

25. AntÐstoiqa mporoÔn na diamorfwjoÔn oi exis¸seic eÔreshc tou pragmatikoÔ epitokÐou ìtan to ic den eÐnai
stajerì all� sun�rthsh tou qrìnou, sthn perÐptwsh pou anaferìmaste sthn eÔresh tou pragmatikoÔ
epitokÐou se di�rkeia T . Oi antÐstoiqec exis¸seic eÐnai oi ex c

1 + irT = (1 +

∫ T

0
ic(t)dt

k
)k,

1 + irT = e
∫ T
0 ic(t)dt.

26. An h qrhmatik  mon�da tokÐzetai me (et sio) epitìkio i1 gia di�rkeia [0, t1] kai to susswreumèno kef�laio
epanatopojeteÐtai kai tokÐzetai me epitìkio i2 gia di�rkeia (t1, t2] k.o.k. kai to susswreumèno kef�laio
epanatopojeteÐtai kai tokÐzetai me epitìkio ik gia di�rkeia (tk, T ] tìte to telikì kef�laio eÐnai

(1 + i1t1)(1 + i2(t2 − t1))...(1 + ik(tk+1 − tk)), tk+1 = T,

�ra to pragmatikì epitìkio ir eÐnai sthn perÐptwsh aut 

(1 + i1t1)(1 + i2(t2 − t1))...(1 + ik(tk+1 − tk)) = 1 + irT.

An sto parap�nw ginìmeno h sÔnjeth kefalaiopoÐhsh gÐnetai me mh stajer� epitìkia, tìte ta ginìmena
im(tm − tm−1),m = 0, ..., k + 1 antistoiqoÔn se oloklhr¸mata

∫ tk+1

tk
ik(t)dt.
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27. ParoÔsa axÐa mÐac qrhmatik c mon�dac pou ja eispraqjeÐ met� apì di�rkeia T , an to epitìkio i eÐnai
stajerì se ìlh th di�rkeia [0, T ] eÐnai to qrhmatikì posì pou prèpei na katatejeÐ s mera (dhl. th
qronik  perÐodo 0) ètsi ¸ste met� apì di�rkeia T , to posì autì anatokizìmeno me epitìkio i na d¸sei th
mon�da. H paroÔsa axÐa sthn perÐptwsh aut  eÐnai

1
1 + iT

.

28. Dedomènou ìti h z thsh tou qr matoc eÐnai jewrhtik� �peirh en¸ h prosfor� tou eÐnai sta plaÐsia miac
qronik c di�rkeiac [0, T ] peperasmènh, autì dhmiourgeÐ to fainìmeno 'k�llio pènte kai sto qèri, par�
dèka kai kartèrei'. Dhlad  h pragmatik  axÐa mÐac qrhmatik c mon�dac s mera eÐnai megalÔterh apì
thn pragmatik  axÐa mÐac qrhmatik c mon�dac pou ja eispraqjeÐ met� apì qrìno T . Gia na sugkrÐnw
autèc tic axÐec qrhsimopoi¸ ènan trapezikì logariasmì (pou sthn sunhjèsterh perÐptwsh to epitìkiì
tou antistoiqeÐ sto trèqon epitìkio thc trapezik c agor�c) kai tic an�gw sth qronik  perÐodo 0. Aut  h
anhgmènh axÐa onom�zetai paroÔsa axÐa. To eÐdoc tou anatokismoÔ pou qrhsimopoieÐ autìc o trapezikìc
logariasmìc metab�llei apl� ton trìpo upologismoÔ thc paroÔsac axÐac.

29. H paroÔsa axÐa N qrhmatik¸n mon�dwn eÐnai se k�je perÐptwsh N epÐ thn paroÔsa axÐa thc mÐac qrhma-
tik c mon�dac.

30. Se perÐptwsh pou to epitìkio eÐnai metaballìmeno kat� th qronik  di�rkeia [0, T ] kai antistoiqeÐ sth
sun�rthsh i(t), 0 ≤ t ≤ T , tìte h paroÔsa axÐa sthn perÐptwsh aut  eÐnai

1

1 +
∫ T

0
i(t)dt

.

31. Kat' analogÐan sthn perÐptwsh thc apl c sÔnjethc kefalaiopoÐhshc h paroÔsa axÐa mÐac qrhmatik c
mon�dac eÐnai

1
(1 + i1t1)(1 + i2(t2 − t1))...(1 + ik(tk+1 − tk))

, tk+1 = T.

An sto parap�nw ginìmeno, h sÔnjeth kefalaiopoÐhsh gÐnetai me mh stajer� epitìkia, tìte ta ginìmena
im(tm − tm−1),m = 0, ..., k + 1 antistoiqoÔn se oloklhr¸mata

∫ tk+1

tk
ik(t)dt.

32. Sthn perÐptwsh tou suneqoÔc anatokismoÔ me stajerì epitìkio i gia th di�rkeia [0, T ] h paroÔsa axÐa
mÐac qrhmatik c mon�dac eÐnai

e−iT .

33. AntÐstoiqa, sthn perÐptwsh suneqoÔc anatokismoÔ me mh stajerì epitìkio i(t), 0 ≤ t ≤ T h h paroÔsa
axÐa mÐac qrhmatik c mon�dac eÐnai

e−
∫ T
0 i(t)dt.

34. 'Estw qrhmatik  ro  X = (Xt1 , Xt2 , ..., Xtk
) ∈ Rk me plhrwmèc Xt1 , Xt2 , ..., Xtk

stic antÐstoiqec qro-
nikèc stigmèc t1, t2, ..., tk ∈ [0, T ]. H paroÔsa axÐa thn qronik  perÐodo 0 thc X eÐnai to �jroisma twn
parous¸n axi¸n twn plhrwm¸n (ìrwn) thc X.

35. Gia thn sÔgkrish dÔo   perissìterwn qrhmatik¸n ro¸n entìc mÐac sugkekrimènhc di�rkeiac [0, T ] qrh-
simopoioÔme thn arq  thc isodunamÐac me b�sh thn opoÐa dÔo qrhmatikèc roèc eÐnai oikonomik�
isodÔnamec an kai mìno an èqoun Ðsec paroÔsec axÐec.

36. To krit rio thc paroÔsac axÐac eÐnai èna apì ta krit ria gia tic atomikèc mac protim seic se ì,ti afor�
sthn axiolìghsh twn qrhmatik¸n ro¸n entìc thc di�rkeiac [0, T ]. MÐa qrhmatik  ro  apoteloÔmenh apì
tic plhrwmèc Xt1 , Xt2 , ..., Xtk

stic antÐstoiqec qronikèc stigmèc t1, t2, ..., tk ∈ [0, T ] eÐnai protimìterh
apì th qrhmatik  ro  Ytk+1 , Ytk+2 , ..., Ytm , ìpou tk+1, tk+2, ..., tm ∈ [0, T ] an kai mìno an h paroÔsa axÐa
thc X (th qronik  perÐodo 0) eÐnai megalÔterh apì aut n thc Y .

4



1 ASKHSEIS

1. Katajèthc èqei na epilèxei metaxÔ kat�jeshc me et sio epitìkio 0.15 kai examhniaÐo epitìkio 0.075. Poia
eÐnai h pio sumfèrousa kat�jesh ?

2. To Ðdio an to kef�laio anatokÐzetai me aplì anatokismì se perÐodo dÔo et¸n b�sei thc sun�rthshc
i(t) = t3 − 2t2 + 1 sth mÐa perÐptwsh, en¸ sthn �llh suneq¸c me stajerì epitìkio 0.1.

3. Katajèthc topojèthse ta qr mat� tou stic 22 AugoÔstou tou 2011 sthn tr�peza Q kai ta apèsure stic 27
SeptembrÐou tou 2011. To posì  tan 4.000 eur¸ kai to et sio epitìkio 0.15. Na brejeÐ ti tìko eisèpraxe
b�sei twn tri¸n hmerologiak¸n Kanìnwn.

4. SugkrÐnete poia eÐnai h pio sumfèrousa kat�jesh. Suneq c anatokismìc epitokÐou 0.03 gia èna qrìno  
aplìc tìkoc epitokÐou 0.14 epÐshc gia èna qrìno.

5. Na breÐte to pragmatikì epitìkio pou antistoiqeÐ se kat�jesh suneqoÔc anatokismoÔ et siou epitokÐou
0.1.

6. EpÐshc na upologisteÐ to epitìkio suneqoÔc anatokismoÔ pou antistoiqeÐ se kat�jesh pragmatikoÔ epi-
tokÐou 0.15.

7. Na brejeÐ h telik  axÐa kefalaÐou 1000 eur¸ pou anatokÐzetai gia misì ètoc me et sio epitìkio 2 toic
ekatì kai èpeita gia �llo misì ètoc me suneq  anatokismì stajeroÔ et siou epitokÐou 4 toic ekatì.

8. Na brejeÐ to pragmatikì et sio epitìkio aploÔ tìkou thc kat�jeshc aut c.

9. Daneiol pthc èqei na epilèxei gia thn apoplhrwm  mèrouc twn upoqre¸se¸n tou proc thn tr�peza metaxÔ
thc plhrwm c 100 eur¸ se èna qrìno kai 50 eur¸ se dÔo qrìnia kai 125 eur¸ se èna qrìno. To epitìkio
eÐnai 0.15. Ti sumfèrei to daneiol pth ?

10. Poia h paroÔsa axÐa thc qrhmatik c ro c (entìc thc di�rkeiac tri¸n et¸n se et sia b�sh): X0 = 1, X1 =
2, X2 = 1, X2 = 3 an to et sio epitìkio eÐnai stajerì kai Ðso me 0.15.

11. BreÐte to qrìno triplasiasmoÔ tou kefalaÐou logariasmoÔ pou anatokÐzetai suneq¸c me examhniaÐo epi-
tìkio i.

12. An h di�rkeia anatokismoÔ logariasmoÔ eÐnai 2 èth kai oi qronikèc stigmèc apìsurshc kai epanakefa-
laiopoÐhshc eÐnai sto tèloc tou pr¸tou ètouc kai sto tèloc tou trÐtou exam nou kai an to epitìkio gia to
pr¸to ètoc eÐnai 0.2 kai gia to deÔtero 0.3 poio eÐnai to pragmatikì epitìkio suneqoÔc anatokismoÔ ?
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