
Τρίτο ϕυλλάδιο ασκήσεων : ∆ιπλά και Τριπλά
Ολοκληρώµατα

1 Να υπολογιστούν µε δύο τρόπους τα ολοκληρώµατα

∫ ln 8

0

∫ ln y

0

ex+ydxdy,

∫ 2

1

∫ y2

y

dxdy.

2 Να υπολογιστούν µε δύο τρόπους τα ολοκληρώµατα

∫ π

0

∫ x

0

sin ydydx,

∫ π/2

0

∫ sin x

0

ydydx.

3 Να υπολογιστούν µε δύο τρόπους τα ολοκληρώµατα

∫ 1

0

∫ y2

0

3y3exydxdy,

∫ 4

1

∫

√
x

0

3

2
e

y
√

x dydx.

4 Να ολοκληρωθεί µε δύο τρόπους η f (x, y) = x
y

στο χωρίο που περικλείεται

από τις ευθείες y = x, y = 2x, x = 1, x = 2.

5 Να ολοκληρωθεί η συνάρτηση f (x, y) = ey ln x στην περιοχή πρώτου τε-

ταρτηµορίου η οποία ̙ρίσκεται κάτω από την καµπύλη y = ln x και για

x = 1, x = 2.

6 Να υπολογισθούν τα ολοκληρώµατα

∫ ∞

1

∫ 1

e−x

1

x3y
dydx,

∫ 1

−1

∫ 1/
√

1−x2

−1/
√

1−x2

(2y + 1)dydx.

7 Να υπολογισθούν τα ολοκληρώµατα

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

1

(x2 + 1)(y2 + 1)
dxdy,

∫ ∞

0

∫ ∞

0

xe−(x+2y)dxdy.

8 Να υπολογισθούν τα ολοκληρώµατα

∫ 1

−1

∫

√
1−x2

0

dydx,

∫

√
1−x2

−1

dydx,

αφού τα µετασχηµατίσετε σε πολικές συντεταγµένες.

9 Να υπολογισθεί το ολοκλήρωµα

∫ a

−a

∫

√
a2−x2

−
√

a2−x2

dydx,

αφού το µετασχηµατίσετε σε πολικές συντεταγµένες.
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10 Να υπολογισθεί το ολοκλήρωµα

∫ 2

0

∫

√
4−x2

0

(x2 + y2)dxdy,

αφού το µετασχηµατίσετε σε πολικές συντεταγµένες.

11 Να υπολογισθεί το τριπλό ολοκλήρωµα

∫ 1

0

∫

√
z

0

∫ 2π

0

(r2 cos2 θ. + z2)rθdrdz,

12 Να υπολογισθεί το τριπλό ολοκλήρωµα

∫ 2π

0

∫ 3

0

∫ z/3

0

r3drdzdθ.

13 Να υπολογισθεί το τριπλό ολοκλήρωµα

∫ 2

0

∫

√
4−r2

r−2

∫ 2π

0

(r sin θ + 1)rdθdzdr.

14 Να υπολογισθεί το εµβαδό του χωρίου που περικλείεται από τις y = ex , y =
0, x = 0, x = ln 2.

15 Να υπολογισθεί το εµβαδό του χωρίου που περικλείεται από τις x = −y2, y =
x + 2.

16 Να υπολογισθεί το εµβαδό του χωρίου που περικλείεται από τις x = y2
−

1, x = 2y2
− 1.

17 Να υπολογισθεί το διπλό ολοκλήρωµα

∫ 0

−1

∫ 0

−
√

1−x2

2

1 +
√

x2 + y2
dydx,

χρησιµοποιώντας πολικές συντεταγµένες.

18 Να υπολογισθεί το ολοκλήρωµα

∫ ∞

0

e−ax
− e−bx

x
dx.

(Υποδ: ∆είξτε ότι
∫ b

a
e−xydy = e−ax−e−bx

x
, σχηµατίστε ένα διπλό ολοκλήρωµα

και κάντε αλλαγή σειράς ολοκλήρωσης για να το υπολογίσετε).

19 Να υπολογισθεί το ολοκλήρωµα

∫ ∞

0

∫ ∞

0

e−(x2+y2)dxdy,

αφού κάνετε αλλαγή συντεταγµένων σε πολικές.
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20 Αντιστρέψτε τη σειρά ολοκλήρωσης και υπολογίστε το ολοκλήρωµα

∫ 4

0

∫ (y−4)/2

−
√

4−y

dxdy.

21 Υπολογίστε το ολοκλήρωµα

∫ 1

0

∫ 2−
√

y

√
y

xydxdy,

αφού κάνετε αλλαγή σειράς ολοκλήρωσης.

22 Υπολογίστε το ολοκλήρωµα

∫ 1

−1

∫ 1

x2

dydx,

αφού κάνετε αλλαγή σειράς ολοκλήρωσης.

23 Να υπολογισθεί το εµβαδό του χωρίου που περικλείεται από τις y =
√

a2
− x2, x =

a, x = −a, y = a/2.

24 Να υπολογισθεί το εµβαδό του χωρίου που περικλείεται από τις x = y −

y2, x + y = 0.
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