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����� ������(��;; ��
������ ����. �#�$#�((���� *����
 ::����(����� ��
���������� ���� 3�
����� ������(�� ��� ���� *.$ #�
�� <� 
���$���;; �� ����(�����. �(�(����
�� "�
������(�� 	�$����

<� ��(� ��
�� ����#����� �#. ��� �� ��(�� ��#���%�� ��
 (��#�� 
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���#%� ��2 �
� (2
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 �� 
���
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(���(������ (�
����������� ��� �%
 �3�#(�$�
 ��� �� �#�4��(��� �� �#��
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 ��� (����� �� ��#�4����
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����������� > ���������
�� �
���� � ��
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��������� � ������� �����#� ��� �������
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 3��
2(�
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� ��� �� ���������� ��� (�
�����������
��� ��� ��#�$%$�� �������%
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 � (�
���%
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	��#������ �#�A�2���� $�� ��
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5�� �� ��3���� � �� �
�3�#�� B�C8 B&C B�C8B!C ��� B'C
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 3��� ��� �
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�� ����2����8 D����#� �� �(�(���� ����������2$%
 �� �
���
8 ��" $��
��� ���#������ ��� �������� ��8 ��2 ��
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����� ������(�� ������
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,�%#�.(� 2�� � �(� (�� ��(
� �����#�. 2$�� V �� �4��� (��#�� ������ ���
����(� 2�� ��
�� (���(�
� ��� 2�� � (2�
�� ��
�� �(��2(�#3� ����
�(�(�
�
���
 2$�� ����

*(4���0�(� (� x(t) �� �$��
�#%�� ��� (2�
��� �
� �4��2 (��#� ���
���% r � #�(2� (� ��
 ����� �� 
�#2 ��� ��(
�� ���3�.$�� ��2 ���
 ?� �
�2$% ����(����@� 5�� 
� ��#�(�
�� � 2$��� ��� �����#2� �#���� 
� � �(� ���
�
������ � ���#�� ���%
 ��� ��(
� ?� � �2$% 4#� ������%
@� ,���(� 
�
��.(�8 ��
 � ���#�� (2�
��� ��G��8 �� �2��  #2
� � ��(
� �� �������#�����
������ �2�� � �$��
�#%�� ��� (2�
��� �� 3����� �� 5%�

,� ������#���(� (�� ����%�� �� �� �� ���0�� �� 3���� (�$��� ��
�#�4��(���� (����. ���� 	�� ��
�� � �$��
�#%�� x(t)8 � 2$��� V 8 � #�(2�
���#������#��� r8 ��� �  #2
�� t�

=� �(� 2��
7�(2� (���4���� (2�
��� = ���#�� (2�
��� � ��#�� (2�
���8
� �
��������� 2��

d

dt
(V x(t)) = 0− rx(t),

�
dx(t)
dt

= −V
r
x(t).

������ ��  #�
��� ���$(� t = 0 ��%#�.(� 2�� ��� ��(
� ��#�� ���� ���2
(2�
��� x(0) = x0� ������ − r

V < 0 �� (�
���� (�� ��
�� �������� (��%�� $��
�� x(t)� D.
�
��� ���#
�(�

x(t) = x0e
− r

V t.

,���(� 
� 4#�.(� ��  #2
� t = tc $�� ��
 ����� � �(� x(tc)
x0

= 0.05� =	#�

tc = − ln(0.005)V
r = ln(20)V

r ∼ 3V
r �

<� ��#���
% ��������(� � �� �3�#(����� $�� �� (����� ���. �� 3��
�(��

� ���� ��(
�� Michigan, Erie ��� Superior ��� �� ��������(��� �
�G�0�
���
��� ��
��� �� ���������

Michigan Erie Superior
V 4871× 109 m3 458× 109 m3 1921× 109 m3

r &��+)�+)! lt/sec &�)'1��+1 lt/sec ��1!�))+& lt/sec
tc ��1  #2
�� )�  #2
�� '!�  #2
��
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����
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 �#2��� �#���$$���� �%

�.��%
 � ��� ��� ��#�4�.� ������� ���
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�� �
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9 ���������� �
���� (�� ����#���� 
� ����
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 �������%
 ���
 ����%�� ��� ���
�
������ ��� ����������� �(�$�
���� �� �� �#���� 
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9 ��
�
��������� (�� 4������ 
� ����(���(� �� � ����2 (�$���� �%
 2#%

�� �(3�
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��� ���� ��������� �� (�
���� ?�#� ��� ��� �%��� �
�0�����
��(��%����
 �.��%
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����� ������� ��	
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-� ��������� � �
 (�� ��%��#��� �
����� �� ��
 ����#���� ���� (���4�����

� � ���0�
��� (� �����
������ �#2��� -� ��������� �#���� 
� ��
�� ����������
�(�$�
����

<� 4����2 ��������(� ��� ����������� �
����� ��
�� �� ���#�(� �� π�
	�2 (�� ���� 2�� �
 �
�� 3���2� 
2(�� ��
�� (�� � ��� (����. ���3�#%
 3�
����
 (�$���
 �2�� ��# �� �
�� ����.
�(�� 
2(�� �� �� ���0�� �#��(�
��
���������� ���2����� �� �#��.���
 ��2 ��� �� (�$����

� !"���#$ =���% �
� 3���2 �.���(� �� ��#�$#�3���� ��2 �
� 
2(� ���
(�#3�� f(E,P,A) = 0 2�� E ��
�� � �
�#$���8 P � �����8 A �� �(4��2
�
,���(� �
� 
2(� �� �� ���0�� ���� ��� ���2����� (����. ���� =� �(�

[E] = M L2

T 2 8 [P ] = M
L T 2 8 ��� [A] = L28 2�� (� [x] �(4���0�(� ��� (�
����

�� (�$���� x8 ��� (� M 8 L8 T �(4���0�(� ��� (�
���� (�0��8 (���� ���
 #2
� �
������ �� "#������.(� 
� �
����(� ��� �� �#�� (�$��� (����.
��� ���� ���� 
� �(3%
�.
 �� (�
���� ��� �.� (��� ��� ����%���� "#����

[E] = [P ][A]a, $�� ��������� a8 �#� � �(�M L2

T 2 = M
L T 2L

2a8 � L3 = L2a ��2��
a = 3

2 � =	#� ������ � 
2(�� �� �
���� ��� �� (�$��� �#���� 
� ��
�� ���
(�#3��

PA
2
3

E
= �����#�.
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����8 v �� ������� (�$��� 4����
�� ���0���� (� �� (���� �.(���� l ��� ��
 ����� 
�� ��� 4�#.����� g� ,����
(� 
� ���#�
���(� �� � ��� �� (��#�.(� 
� � �(� $�� �� (�$��� v, l, g�
=� �(� [v] = L

T 8 [l] = L8 g = L
T 2 � "�#���#�.(� 2�� [v]2 1

[l] = [g]� =	#� (�� � ���
�� �
���� ��� �� �#�� (�$��� ��
��

v2

gl
= �����#� � v = �����#� ×

√
gl.

� !"���#$ � � �%$&' (&) Stokes #� (* +, -! . ,�%#�.(� (�� �3��#�
����
�� a � ����� ��
����� �#$� (��� �� �
� #���28 ������ µ8 (� �� .����
u� ,���(� 
� ��.(� �� (�#3� � �� � �.
�(� �
�������� ��2 �� #���2 ���

��
��� ��� �3��#��� =� �(� [a] = L8 [u] = L

T 8 [µ] = M
L T �
� $�� �� �.
�(�

�
�������� F � �(� [F ] = ML
T 2 � - ����2� ��
�� 
� �#�����#���(� (�� � ���

��� (�#3�� F = g(a, u, µ)� ���#�.(� 
� ������G�(� ��� (�
���� (�0�� M

��2 ��
 F ���#
�
��� ��
 �2$� f
µ 8 ��� [ f

µ ] = L2

T � 	�� ��2
 ��
 �2$� (��#�.(�

� ������G�(� ��� (�
����  #2
� ����#�
��� (� �� �� .���� u8 ��� � �(�
[ f
µu ] = L� 	�� � ���2���� $�
���� ��������� �
 ����#���(� (� ��
 ����
� a8

��2�� [ f
µua ] = 1� =	#� ������ � 0���.(�
�� 
2(�� ��
�� ��� (�#3�� f

µua = c 2��

c (�� �����#� ?���������@ ���

F = cµua.

	�2� ��
�� � 
2(�� �� Stokes $�� �� �3��#��

� !"���#$ � ��(-$*+* (*' �+/0&' (*' �*'  (&$���' 1%$1 '. ,�%�
#�.(� 2�� � �(� �
� (�$��� ���2 �
�#$���� e �� ���.���� �� (��#2  #�
��2
������(�8 ������ ���$(����8 �� �#������ (��#� ������ ?�� �
� ��(���@� =� �(�
�� ���$(� ��� ��#���� �
� �� #2 �#�����2 �.(� ��2 �� ��(��� ��� ��#����
�#�� �� ��%� 9 ����� ��� ��#���� ��
�� ��� ����� �����
���%
  �����%
 atm8
���. (�$��.��#� ��2 ��
 ��(��3��#��� ������ ,� �#���� 
� ��# �� � ���
��� ����
�� r8 �� (�����8 ��  #2
� t8 ��� �# ���� ��
2����� �� ��#� ρ
��� ��� �
�#$���� e �� ���.����� 	
�0���.(� �� (�#3� (��� ������� � ����
g(t, r, ρ, e) = 0�

=� �(� [t] = T 8 [r] = L8 [e] = M L2

T 2 � "�#���#�.(� 2�� �
 ��%#���(�

�� �2$� r5ρ
t2e � �(� 2�� [ r5ρ

t2e ] = L5

T 2
M
L3

T 2

ML2 = 1� ���(�
%� � ���2���� r5ρ
t2e

��
�� ��������� ��� �#���� 
� �� .�� 2�� f( r5ρ
t2e ) = 08 $�� ������ �
�#���� f �

�
��������� 2�� r5ρ
t2e = c $�� ������ �����#� c ��� ���(�
%� � ����
��� ��2�����

�� �#������. �.(���� ��
���� ��� �� � ���

r = c

(
et2

ρ

) 1
5

.

9 (������ ��� �� ����(� ��� ��#���
% ��#����$(��� (��#�� 
� $�
����
���� 5�
��� �
 � �(� �
� 3���2 
2(� ��� (�#3�� f(q1, q2, · · · , qm) = 0 ��

1



�� ���0�� ��� ���2����� q1, q2, · · · , qm �2�� ��2� ��
�� ����.
�(�� (� �
� 3���
�2 
2(� ��� (�#3�� g(π1, π2, · · · , πν) = 0 2�� �� πi8 i = 1...ν < m �#��.���

��2 �� qi ��� ��
�� ����������

"�� �$���#�(�
� �� qi ��3#�0�
��� �
�#����� ��(���%��
 (�$���
 ?� �
(����8 (�0��8 ������ @ Li8 i = 1...n8 n < m� 5�� ��� ���������� �� (�$����
qi � �(� [qi] = La1 i

1 La2 i
2 · · ·Lan i

n � 9 ���2���� qi ��
�� ��������� �
 [qi] = 18
?a1 i = a2 i = · · · = an i = 0@�

- n×m ��
���� A8

A =

⎛
⎜⎜⎜⎝
a11 a12 a1m

a21 · · · a2m

��� · · · ���
an1 · · · anm

⎞
⎟⎟⎟⎠ ,

��$���� ��
���� ��������%
� <� ���� ��� ��� i ������ ��
�� �� ������� �%

��������%
 �� qi %� �#�� �� L1, · · · , Ln�

H������(� 2�� � 
2(�� f(q1, q2, · · · , qm) = 0 ��
�� �
���#����� ��2 �� �.�
���(� (�
��%
 (��#���� ��  #���(�����.(�8 ������ ��
�� ���.��#�� (�
��%
�
��
 Li ��
�� �
� ��(������� (�$���� �� �
� �.���(� (�
��%
 �2�� �� �
� ����
� �� �� (�#3� L̄i 2�� L̄i = λiLi8 i = 1 · · ·n8 λi ∈ R > 0� 	
 [q] = Lb1

1 L
b2
2 · · ·Lbn

n

�2�� q̄ = λb1
1 λ

b2
2 · · ·λbn

n q ��� �
 f(q1, q2, · · · , qm) = 0 ⇔ f(q̄1, q̄2, · · · , q̄m) = 08
$�� ���� �����$� �#�$(�����
 �#��(�
 λ1, λ2, · · ·λn > 08 �2�� � 3���2� 
2(��
f ��$���� ���.��#�� (�
��%
�

� !"���#$ ,�%#�.(� ��
 3���2 
2(� Q = σT 4 2�� Q � ��#(2���� ��
���##�3���� ��2 �
� ��(� �2$% ����
�4�����8 T � ��#(��#���� �� ��(����
��� σ (�� �����#�� 	�2� ��
�� � 
2(�� �� Stefan $�� ��
 ��#�$%$� ��#(2�����
��2 ����
�4����� 	�2� � 
2(�� ��
�� ���.��#�� (�
��%
� "#�$(��� ���% 2��
[Q] = Joule8 [σ] = Joule

oK4 8 [T ] =o K� ��
 ������(� �� �.���(� (�
��%


� �(� Q̄ = λ1Q8 σ̄ = λ1
λ4
2
σ8 T̄ = λ2T 8 2�� Q̄8 σ̄8 T̄ �� (�$��� ��� ���
�.#��

�.���(� (�
��%
 ��� λ1, λ2 > 0 �����#��� =� �(� f(Q, σ, T ) = 0 � Q−σT 4 =
0 ⇔ Q̄

λ1
− σ λ4

2
λ1

T̄ 4

λ4
2

= 0 ⇔ 1
λ1

(Q̄ − σ̄T̄ 4) = 0 ⇔ Q̄ − σ̄T̄ 4 = 0� - 
2(�� ��2�

��#�(�
�� ����� �
 ������(� �� �.���(� (�
��%
 (��#���� ��� �#� � 
2(��
��2� ��
�� ���.��#�� (�
��%
�

� !"���#$ ,�%#�.(� ��
 3���2 
2(� f(x, t, g) = x − 1
2gt

2 = 08 2�� x
��
�� � ��2�����8 [x] = cm8 t �  #2
��8 [t] = sec8 ��� g � ����� 
�� ��� 4�#.�
����� [g] = cm

sec2 � - 
2(�� ��
�� ���.��#�� (�
��%
� "#�$(��� ��
 ������(�
�� �.���(� (�
��%
 ��� ����(� x̄ = λ1x8 t̄ = λ1t8 2�� [x̄] = in8 [t̄] = min8
� �(� λ1 = 1

2.54 ��� λ2 = 1
60 � �������
 ḡ = λ1

λ2
2
g� ���(�
%�

f(x̄, t̄, ḡ) = 0⇔ x̄−1
2
ḡt̄2 = 0⇔ λ1x−1

2
λ1

λ2
2

gλ2
2t

2 = 0⇔ λ1(x−1
2
gt2) = 0⇔ f(x, t, g) = 0.

<�#� (��#�.(� 
� ��������(� �� ���#�(� π �� Buckingham�

)



��2!*$ =���% f(q1, q2, · · · , qm) = 0 �
�� 3���2� 
2(�� ���.��#�� (�
��%

� ������ �� ���0�� ��� ����������� ���2����� q1, q2, · · · , qm ��� L1, L2, · · · , Ln8
?n < m@ ��(������ (�$��� ������ ���� [qi] = La1 i

1 La2 i
2 · · ·Lan i

n 8 i = 1, · · · ,m�
=���% A � ��
���� ��������%
 (� rank(A) = r� <2�� ��# �
 m− r �
���#�
����� ���������� ���2����� π1, π1, · · · , πm−r �� (��#�.
 
� ��#� ��.
 ��2 ��
q1, q2, · · · , qm ������� ���� � 
2(�� f 
� ��
�� ����.
�(�� (� �
� 
2(� ��� (�#�
3�� F (π1, π1, · · · , πm−r) = 08 ������ (� �
� 
2(� �� ��3#�0���� �
�#�����
(2
� �%
 ��������%
 (���4����
�
	������� � ��2����� �� ��%#�(���� π �� Buckingham ?B&C@�

�3%���4* "#���� 
� �����(� �.� �#������� >
�@ 	�2 ��� ���2����� q1, q2, . . . , qm � �(���0�
��� m − r8 ?r = rank(A)@ �
��
��#����� ���������� ���2������
4@ 5�� ��� π1, π2, . . . , πm−r ���������� ���2����� �� .�� 2�� f(q1, q2, . . . , qm) =
0⇔ F (π1, π2, . . . , πm−r) = 0�

�@ =���% π (�� ��������� ���2���� �2��

π = qa1
1 qa2

2 · · · qam
m ,

(� ai ∈ Z� �
��������� � �(�

1 = [π] = (La11
1 La21

2 · · ·Lan1
n )a1 · · · (La1m

1 La2m
2 · · ·Lanm

n )am

= La11a1+a12a2+...+a1mam
1 · · ·Lan1a1+an1a2+...+anmam

n

9 ��#���
% � ��� ������
.�� 2�� �#���� 
� �� .��

a11a1 + a12a2 + . . .+ a1mam = 0
a21a1 + a22a2 + . . .+ a2mam = 0

���

an1a1 + an1a2 + . . .+ anmam = 0

<� �.���(� �� �#��.���� %� �#�� �� a1, a2, . . . , am ��
�� �(�$�
�� �.���(� n
�������%
 (� m �$
����� ��� $
%#�0�(� �� ��� �� ��#���%�� 2�� � �(�
m − r8 r = rank(A)8 $#�((��� �
���#����� �.���� �� ������ ��
�
 ��� m − r
���������� (���4������

4@ /%#�� 4��4� ��� $�
��2����� �� ��%#���(� 2�� m = 4, n = 2, r = 2�
,�%#�.(� �� 
2(� f(q1, q2, q3, q4) = 0 ��� 2�� [qj ] = L

a1j

1 L
a2j

2 8 j = 1, 2, 3, 48
2�� �� L1, L2 ��
�� �� ��(������ (�$���� =� �(�

A =
(
a11 a12 a13 a14

a21 a22 a23 a24

)
,

� ��
���� ��������%
 ��� r = 2 = rank(A)� <2�� π = qa1
1 qa2

2 qa3
3 qa4

4 2�� �� ai

��
�� �.���� �� ����(����(
a11

a21

)
a1 +

(
a12

a22

)
a2 +

(
a13

a23

)
a3 +

(
a14

a24

)
a4 =

(
0
0

)
. ?���@

�+



=���% 2��8  %#�� 4��4� ��� $�
��2�����8 �� ���
.�(���(
a11

a21

)
,

(
a12

a22

)

��
�� $#�((��� �
���#���� �2��(
a13

a23

)
= c31

(
a11

a21

)
+ c32

(
a12

a22

)
.

=-(��� (
a14

a24

)
= c41

(
a11

a21

)
+ c42

(
a12

a22

)
.

9 � ��� ?���@ $�
����

(a1 + c31a3 + c41a4)
(
a11

a21

)
+ (a2 + c32a3 + c42a4)

(
a12

a22

)
=
(

0
0

)
.

=	#�

a1 + c31a3 + c41a4 = 0,
a2 + c32a3 + c42a4 = 0,

��� ⎛
⎜⎜⎝
a1

a2

a3

a4

⎞
⎟⎟⎠ = a3

⎛
⎜⎜⎝
−c31
−c32

1
0

⎞
⎟⎟⎠+ a4

⎛
⎜⎜⎝
−c41
−c42

0
1

⎞
⎟⎟⎠ .

<����� π1 = q−c31
1 q−c32

2 q3 ��� π2 = q−c41
1 q−c42

2 q4� *�� �
� ��� ��%#�.(� ��

2(� G(q1, q2, π1, π2) = f(q1, q2, π1q

c31
1 qc32

2 , π2q
−c41
1 q−c42

2 ) ��� � �(�

G(q1, q2, π1, π2) = 0⇔ f(q1, q2, q3, q4) = 0.

�������
 �3�. � f ��
�� ���.��#�� (�
��%
 ��� � G ��
�� ���.��#�� (�
��%
�
,���
��� q̄1 = λa11

1 λ2a21q1 ��� q̄2 = λa12
1 λ2a22q2 $�� ������ λ1, λ2 > 0 � ��

(� ����.
�(� G(q̄1, q̄2, π1, π2) = 0� ���#�.(� 2(%� 
� �������(� �� λ1, λ2

���� ���� q̄1 = 1 ��� q̄2 = 1� "#�$(��� $�� q̄1 = λa11
1 λ2a21q1 = 1 ���

q̄2 = λa12
1 λ2a22q2 = 1 ����.
�(� � �(�

a11 ln(λ1) + a21 ln(λ2) = − ln(q1),
a12 ln(λ1) + a22 ln(λ2) = − ln(q2).

<� �.���(� ��2 2(%� � �� �#�0��� ���3�#� ��� �� (���
 $���� �� ������ ��
��
��� �� ����(���� ��
�� $#�((��� �
���#���� ���
.�(��� ��� � �� (�
�����
�.��� ���(�
%� $�� ��� �� λ1, λ2 � �(�

G(q̄1, q̄2, π1, π2) = 0⇔ G(1, 1, π1, π2) = 0,

���
F (π1, π2) = 0⇔ G(1, 1, π1, π2) = 0⇔ f(q1, q2, q3, q4) = 0.

��



�, !$&#� +� �� 3!%15*$ ��"/)+*'. =���% 2�� ��  #�
��� ���$(� t =
0 �
� ���2 ��#(���� �
�#$���� e 4#������� �$��
�#%(�
� �� �
� ��(��� ���
�# �0�� 
� ��� ����� �#�� �� ��% �� �
�  %#�� (� ��#(��#���� θ = 0� =���% r �
����
��� ��2����� ��2 �� ��$�8 t �  #2
�� ��� u � ��#(��#����� H������(� 2��
u = u(t, r, e, k, c) � f(u, t, r, e, k, c) = 08 2�� c � ��#(� %#����2���� ?�
�#$���I
4��(2 ��� 2$��@8 k � �
�������� ��#(���� ��� ��� ?(����2I #2
�@�

=� �(� [t] = T 8 [e] = E8 2�� E ��
�� (�
���� �
�#$����8 [r] = L8 [k] =
L2T−18 [u] = θ 2�� θ ��
�� (�
���� ��#(��#�����8 [c] = Eθ−1L−3� - ��
����
��������%
 � �� �� (�#3�

A =

⎛
⎜⎜⎝

1 0 0 0 −1 0
0 1 0 0 2 −3
0 0 1 0 0 −1
0 0 0 1 0 1

⎞
⎟⎟⎠

=� �(� m = 6 ��� r = 4 �#� ��� m− r = 2 ���������� (���4������ ,���(� 
�
�#�����#���(� ���� ��� ���������� (���4������ ��
 π (�� ��������� ���2����
�#����

1 = π = [ta1ra2ua3ea4ka5ca6 ]
= T a1La2θa3(L2T−1)a5(Eθ−1L−3)a6

= T a1−a5La2+2a5−3a6θa3−a6Ea4+a6 .

=���� ������$�(� ��� $#�((��2 �.���(�

a1 − a5 = 0
a2 + 2a5 − 3a6 = 0

a3 − a6 = 0
a4 + a6 = 0.

- ��
���� �� ����(���� ��
�� � ��
���� ��������%
 A ��� (� ������ (��
���� ?� � (� �� (����� ������3�� �� Gauss@ 4#����(� �.� $#�((��� �
���#�
����� �.����

a1 = −1
2
, a2 = 1, a3 = 0, a4 = 0, a5 = −1

2
, a6 = 0,

���

a1 =
3
2
, a2 = 0, a3 = 1, a4 = −1, a5 =

3
2
, a6 = 1.

	��� �� �.� �.���� (�� ��
�
 �.� ���������� ���2�����

π1 =
r√
kt
, π2 =

uc

e
(kt)

3
2 .

=	#� ��2 �� ���#�(� π �� Buckingham � �(�

f(u, t, r, e, k, c) = 0⇔ F (π1, π2) = 0,

��



� �.
�
��� %� �#�� π28 ���#
�(� π2 = g(π1) $�� ������ �#�$(����� �
�#����
g� <����� ��(4�
�
��� �2G� �� (�#3� �%
 π1, π2 � �(�

u =
e

c
(kt)−

3
2 g

(
r√
kt

)
.

����� �	����������
�

��
�
��������� ��
�� � ���������� ��� �����$�� 
�%
 �
��%� ��������%
 (��
��4����
 ��� � ���
�����.�%�� �� �#�4��(���� (��% ���
 �%
 (���4����
�
�� ��2 ��
 �#2�� (��#�.(� 
� �$�#�
�(� ��
 ���� (�$���� �%
 2#%
 ��
(�� ����%�� $�� 
� ��#����G�(� $�� ��#����$(� (��#�.� 2#��� 	�2 4������
���
 �3�#(�$� �%
 (��2�%
 �����#� �
�

"�� �$���#�(�
� ���� (���4���� �� �
� �#24��(�  �#����#�0���� ��2 ��

���� (�$���� ��� �� � ��� (� ��
 �#2�� (��#���� ���� 5�� ��#����$(�8 �
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� t > 0� ,�%#�.(� 2�� � u �
���#��%��.��
�� ��
2���� � �$��
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∫ b

a
u(x, t)Adx� ,�%#�.(� 2�� � �(� ��
��� ���� ��� ���2�����

��� I� -#�0�(� %� #��8 � �
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� ��� x ��  #2
� t �
� (�
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a Af(x, t, u)dx�
- ��(������� 
2(�� �����#���� $�� �� (�$���� u (��#�� 
� �����%��� %�

���� >
-  #�
��2� #�(2� (���4���� ��� �
������ ���2����� u ��� I ��
�� ���� (�
��
 #�(2 ��� ���2����� �� #��� ���  %#�� I �
 ��
 #�(2 ��#�$%$�� �
����
��%��� ��� u ��� I�

���(�
%�

d

dt

∫ b

a

u(x, t)Adx = A(φ(a, t) − φ(b, t)) +
∫ b

a

Af(x, t, u)dx,

�

d

dt

∫ b

a

u(x, t)dx = φ(a, t)− φ(b, t) +
∫ b

a

f(x, t, u)dx.
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2(�� �����#���� �� ������#%���� (�#3� ��� �� .�� ��2(� ���
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 �� u, φ, f ��
 ��
�� �(���� �
�#������� <�#� ��� �� ��(������� ���#�(�

�� ����#������. ��$��(�. � �(� 2�� φ(a, t) − φ(b, t) = − ∫ b

a
∂φ
∂x (x, t)dx ���

�������
 � �(� d
dt

∫ b

a
u(x, t)dx =

∫ b

a
∂u
∂x (x, t)dx ��
 �� u, φ ��
�� �#���� �(����

�
�#������� ��
 ��� � f ��
�� �
� �� ���#
�(�

∫ b

a

[
∂u

∂x
(x, t) +

∂φ

∂x
(x, t)− f(x, t, u)

]
dx = 0.

<� ������(� I �� �������(� � ��� ��� � ���� � ��� �� .�� $�� �����������
�����$� �� ������(���� I �#� �� .�� 2��

∂u

∂x
(x, t) +

∂φ

∂x
(x, t)− f(x, t, u) = 0, ?��&@

$�� x ∈ R ��� t > 0� 	�2� ��
�� � 
2(�� �����#���� �� ���3�#��� (�#3��

�%$&' �� (�!*+*' +� 3&55�' �� +("+��' - 
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�
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������ $�� �� (����� 3��
�(�
%
 �� �.� � �#��� ����������� ,�%#�.(� �
�
 %#�� D ⊆ R

38 ��� x = (x1, x2, x3) ∈ R
3� =���% u = u(x, t) (�� �
�#����
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2����� ��� ��%#�.(� �
� � ��� �� %#�� V �� D8 (� ���� �.
�#� ∂V �
<� �
����2 ���2 �� ��#�� ���� ��� V �� ��� �� ��#���%�� �� ��
��∫

V u(x, t)dx� �������
 �� �
����2 ���2 ��#�$%$�� � ����
��%��� ��� u ���
V �� ��
�� ��� (�

∫
V
f(x, t, u)dx $�� ������ �
�#���� f �

������ �#���� 
� �#�����#���(� �� #��8 ��
 ����� �(4���0�(� (� φ(x, t)8
��� �.
�#� ∂V ��  %#��� =���% n(x) �� (�
������ ������ ���
�(� ���
��(��� x ∈ ∂V (� 3�#� �#�� �� ��%� 9 �
����� #�� (��% �� ∂V �� ��
��∫

∂V φ(x, t)n(x)ds 2�� ds ��
�� (�� ���� ����� ���3�
��� �� ∂V �
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2(�� �����#����8 ���� �
���$�� (� �� (�
��������� ��#���%�� �� � ��

�� (�#3�

d

dt

∫
V

u(x, t)dx = −
∫

∂V

φ(x, t)n(x)ds +
∫

V

f(x, t, u)dx.
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* �(� ���> 	��#��� �� %#�� V �

������ ��2 �� ���#�(� ��2������ � �(� 2��∫
∂V

φ(x, t)n(x)ds =
∫

V

divφ(x, t)dx,

�#� � 
2(�� �����#����8 ���� �
���$�� (� �� (�
��������� ��#���%��8 �� � ��
�� (�#3�

d

dt

∫
V

u(x, t)dx = −
∫

V

divφ(x, t)dx +
∫

V

f(x, t, u)dx.

� ∫
V

[
∂u

∂t
(x, t)dx + divφ(x, t) − f(x, t, u)

]
dx = 0,

��  %#�� V 2(%� � �� �����$�� � ��� ��� � ��#���
% � ��� �� .�� $�� ��������
���� V ⊆ D ��� ���(�
%� ���#
�(� �� ���3�#��� (�#3� �� 
2(� �����#����

∂u

∂t
(x, t) + divφ(x, t) = f(x, t, u), ?��'@

(� x ∈ D ��� t > 0�
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��$��� 2#�8 f = 08

∂u

∂t
(x, t) +

∂φ

∂x
(x, t) = 0, ?��!@

�1



(� x ∈ R, t > 0� "����� 3�#�� �� ���2 �� #��� ���(��� (��� �����(�� ���
��(��� x ���  #2
� t ��
�� �
���$� ��� ������ ��� u ��� ��(��� ��28 ������ φ ∝
ux� �������
 � #�� � �� ����.�
�� ��� ��(��� (� (�$��.��#� ��
2���� �#��
��(��� (� (��#2��#� ��
2����� 5�� ��#����$(� � ��#(2���� #��� ��2 ��#�� ��
(� (�$��.��#� ��#(��#���� �#�� ��#�� �� (� (��#2��#� ��#(��#���� ?	�2�
��
�� � ��.��#�� 
2(�� ��� ��#(��
�(����@ � �
 �� u �
���#���� �����(2
� �(� #�� ��2 ��#�� �� (� (�$��.��#� �#�� ��#�� �� (� (��#2��#� �$��
�#%��
�����(�.�

u

t

u=u(x,t)

* �(� ���> ����.�
�� #��� �� � ��� (� �� ����� ��� u�

���(�
%� �� ���� ��� ��#�������� � ����������� ����%�� ���#
�� �� (�#3�

φ(x, t) = −D∂u
∂x

(x, t), ?���@

$�� ������ �����#� D � ����� �
�(�0���� �����#� ��� ��� ��� � ���0���� (�

�� �� .���� �� 3��
�(�
� ��� ��� ��� ?[D] = L2

T @� 9 ����%�� ��� ��
�� �

2(�� �� Fick�

*
��0�
��� ��� ��������� ?��!@8 ?���@ ���#
�(� ��
 ����%�� ��� ��� ���

∂u

∂t
(x, t) =

∂2u

∂x2
(x, t). ?��1@

	��0�� 
� ��(�����(� ��� 2�� � �����#� D ����#�0�� �
�  #2
� �
�3�#��
$�� �� ����������� "#�$(��� �
 l ��
�� �
�  �#����#�����2 (���� �2�� ��2� �

 #2
�� �
�3�#�� ��
�� t0 = l2

D �

� �4-+6+* (*' 7�!$%(*( ' *�� ��#���%�� 2�� � ���2���� u �
���#����
��#(2����8 � � �� �
� �#����������  %#��8 (� 2(��� �#2�� 2�%� $�� ��
 ����%��
��� ��� ��� (��#�.(� 
� ��#�$�(� ��
 ����%�� ��� ��#(2������ 5�� �2$��
���#2����� ���
���(4�
�(� �� 4����� 4�(��� ��� ������������

=���% �
�  %#�� Ω ⊂ R
3 �� ����� ��
�� �(�$�
�� ��� ��2�#��� 2��
 �3�#�

��� ��#(��� �(��#�3�#� ��� *(4���0�(� (� T (x, t) �� ��#(��#���� �� �
�
��(��� x = (x1, x2, x3) ∈ R

3 ��  #�
��� ���$(� t�

�)



,�%#�.(� �
�  %#�� D ����#��� �� %#�� �� Ω ⊂ R
3� =���% c � ��#(��

 %#����2���� �� ����. ��� ρ � ��
2���� �� ��� ������(� 2�� ���� ��
��
�����#��� <� �
����2 ���2 ��#(2����� �� ��#�� ���� ���  %#�� D �� ��
��∫

D

ρcT (x, t)dx.

=���% n(x) �� (�
������ ������ ���
�(� ���
 ���3�
��� ∂D ��� ��(��� x (�
3�#� ��% ��2 ��  %#��� <2�� � �
����� #�� ��#(2����� (��% �� ∂D �� ��
��∫

∂D

q(x, t)n(x)dS,

2�� q(x, t) ��
�� � #�� ��#(2�����8 ������ �� ���2 ��#(2����� �� ���# ����
�
� (�
��� ���3�
���� ���  #2
� ��� dS �� ���� ��� ���3�
���� �� ∂D�

������ �(4���0�(� (� f(x, t) �� ���2 ��� ��#(2����� �� ��#�$���� �
����
���
���� �2$% ������� ��$�� � ���$%$�� ?�� � �2$% �� 2�� ��(4�
��
 �#� ������  �(��� �
���#���@�

*.(3%
� (� �� 
2(� �����#���� ��� �
�#$���� � (���4��� ��� ��%��#����
�
�#$���� ��  %#�� �#���� 
� ��
�� ��� (� ��
 ��#(2���� �� ����# ���� � ���#�
 ���� ��2 �� �.
�#2 �� �
 �� ���2 ��� ��#(2����� �� ���.���� � ���##�3����
�2$% ��$�
 � ���$%$�
� =���� � 
2(�� �����#���� ���
 �#����(�
� ��#���%��
�� � �� �� (�#3�

d

dt

∫
D

ρcT (x, t)dx = −
∫

∂D

q(x, t)n(x)dS +
∫

D

f(x, t)dx. ?��)@

	�2 �� ���#�(� ��2������ � �(� 2��

d

dt

∫
D

ρcT (x, t)dx = −
∫

D

div(q(x, t))dx +
∫

D

f(x, t)dx.

������ ��  %#�� D ��
�� � ��� ��� �� �
�#������ T, q, f ��%#�.(� 2�� ��
��
�
� ��� ���#
�(� �� 
2(� �����#����>

∂

∂t
(ρcT (x, t)) + div(q(x, t)) = f(x, t). ?���+@

9 #�� ��#(2����� h �
������ (� �� ��#(��#���� (��% (��� ������������
����%���� 	�� ��
�� ��� �#����(�
� ��#���%�� � 
2(�� �� Fourier ?����
����
$�� (� �� 
2(� �� Fick ��� $�
��� ��#���%��@ �.(3%
� (� ��
 ����� � �����
��� ��#(��#����� ��
�� �
���$� ��� #���

q(x, t) = −k∇T (x, t), ?����@

2�� � �����#� k ��
�� � �
�������� ��#(���� �$%$�(2������ /#���(�����
���
��
 ����������� � ��� ?����@ ���
 ����%�� ?���+@ ���#
�(� ��
 ����%�� ���
��#(2�����

ρc
∂T

∂t
(x, t) = k∆T (x, t) + f(x, t),

�+



� ����� ���
 ��#���%�� �� ��
 � �(� ��$�� � ���$%$��8 f = 08 ��� $�
����

ρc
∂T

∂t
(x, t) = k∆T (x, t). ?����@

�4-+6+* ��(-�! +*' � ��"/)+*' ��
 �� �
� �#24��(� � �(� ��$��8
������ f = 0 ��� �������
 � ��$���� 2#�� ���#����� ��2 �� u8 �#�$(� ��
���
����� ���. � 
� �� 3��
2(�
�  �(���
 �
���#���%
8 � 
2(�� �����#����
�� (�� �������� � �� �� (�#3�

∂u

∂t
(x, t) +

∂φ

∂x
(x, t) = f(x, t, u). ?����@

�3�#(20%
��� �� 
2(� �� Fick ���#
�(� ��
 ����%�� �
���#���� ��� ���

∂u

∂t
(x, t) = D

∂2u

∂x2
(x, t) + f(x, t, u).

*� ������ ��#�������� � ��$���� 2#�� f � �� �� (�#3� f = f(u) = eu(x,t)8
f = f(u) = e−u(x,t) � f = f(u) = up(x, t)8 p ≥ 2�

�4-+6+* Fisher =�
� ���. ���2 (�
���� $�� ��
 ������� �
2� �����(�.
��
�� � $
%��� ��$������ ����%��

du

dt
= ru

(
1− u

K

)
,

2�� u = u(t) ��
�� � �����(2� ��� �� �����#�� r > 0 ��� K > 0 ��
�� � #�(2�
�.����� ��� � 3�#��� ���
2���� �
������ ��

��
 ��%#���(� 2�� � ��
2���� �� �����(�. ���#����� ��� ��2 ��  �#�
u = u(x, t) ���
 ����� � �(� ��� �� ��8 �2�� �
� ���2 (�
���� ��
�� �
����%�� Fisher

∂u

∂t
(x, t) = D

∂2u

∂x2
(x, t) + ru(x, t)

(
1− u(x, t)

K

)
.

�4-+6+* ��"/)+*' � ��( ,&!"' *��
 ��#���%�� �� � �(� ��� �� ���
���2����� u �� �
� ��(� �� ����� ��
�����8 (� ������ �� .���� v �2�� ���� (� ��

���� ����������8 2�%� $�� ��
 ����%�� ��� ��� ��� ���� ��%#�
��� ����#2�����
2�� φ(x, t) = −D∇u(x, t)+ vu(x, t)8 ������ 2�� � �(� (�� �������
 �
���3�#�
��� #�� �2$% ��� (���3�#�� ����. ��� (� vu(x, t)8 ���#
�(� ��
 ����%��
(���3�#������ ���

∂u

∂t
(x, t) + v∇u(x, t) = D∆u(x, t) + f(u, x, t).

,� �
�3�#�(� �
�  �#����#�����2 ��#����$(� ��� ����� �#��.���� � ��#��
��
% ����%��� ,�%#�.(� �
� �%��
� (��#�� �����(�� (��� ���
 ����� ��
�����
�
� #���2 (� �� .���� v ��� (��� ��� ����� ��� ����� (��  �(��� ���� 2��

��



c ��
�� � �$��
�#%�� ���� <2�� (��#�.(� 
� ������(� 2�� � �(� (���4���
��� c (2
� ��� (�� �������� ���� (���� �� �%��
�� 9 �$��
�#%�� c (����
4������� �2$% �@ �� (� �
��(�. ��� ��� ��� ��� 4@ ��� ��
���� �� #����.
��� (�� ��������� ���(�
%� � ����%�� �� (�
��������� �� 3��
2(�
� ��
�� �

∂u

∂t
(x, t) + v

∂u

∂x
(x, t) = D

∂2u

∂x2
(x, t) + f(u, x, t).

�!/���' � � +)�&!� ��' +)�7���' 5�� 
� � �(� �
� ���� ��������(�
�
�#24��(� $�� ��
 ����%�� ��� ��#(2����� � ��� $�
��2��#� $�� ��
 ����%�� ���
(���3�#�� � ��� ���  #���02(���� ���������� �# ���� ��� �
�#����� �
���
���� =���% 2�� � �(� �� (�
��������� ����%�� ��� ��#(2�����

ρcTt = kTxx, 0 < x < l, t > 0,

� ����� (�
��������� $�� ��#����$(� �� ��� �� ��� ��#(2����� �� (�� #�4��
(���� l�

/#���02(���� (�� �
���� $�� �� ��#(��#���� ��� #�4�� ��  #�
��� ���$(�
t = 0� 	�� �
�(�0���� �# ��� �
���� ��� �� � �� �� (�#3�

T (x, 0) = f(x), 0 < x < l,

2�� f(x) � �# ��� ����
�(� ��� ��#(��#������ ������  #���02(���� �
�����
��� ��#� x = 0 ��� x = l8 ������ �
�#����� �
������ 	
 ��
�� $
%��� �
��#(��#���� ��� ��#� ��� #�4�� �2�� �� �
�#����� �
����� $#�3�
��� ���
(�#3�

T (0, t) = g(t), T (l, t) = h(t) t > 0,

2�� g ��� h ����(�
�� �
�#������� ������ ��
�� �
��2 
� � �(� ��� ����
����� �
�#����� �
������ 	
 $�� ��#����$(� �� �
� ��#� ��� #�4�� $��
x = 0 ��
�� ��#(��� (�
%(�
� ���� ���� 
� (�
 (��#�� 
� ���# ���� ��#(2����
��2 ��28 ��2 ��
 
2(� �� Fourier � �(� 2�� � ��#(��� #�� ��� x = 0 ��
��
(���
 �

Tx(0, t) = 0 t > 0.

5�
��2��#� �� (��#�.��(� 
� ��%#���(� 2�� � ��#(��� #�� �� �
� ��#�8 �

��� ��
�� ���$ 2(�
�8 ��
�� ��� (� (�� ����(�
� �
�#����8 � 2��

kTx(0, t) = φ(t), t > 0.

=�
�� ����� �.��� �
�#����� �
�����8 ��
 � ��#(��� #�� ��� ��#� ��� #�4��
���#����� ��2 �� ��#(��#���� �� ��#�4����
���8 ��
���� ��2 �� 
2(� G.��� ��
Newton �.(3%
� (� ��
 �����

kTx(0, t) = a(T (0, t)− ψ(t)) t > 0.

��



- 
2(�� ��2� ��3#�0�� �� $�$�
2� 2�� � #�� ��� ��#(2����� ��
�� �
���$� (�
�� ���3�#� ��� ��#(��#����� ��� ��#� ��� #�4�� ��� ��� ��#(��#����� ψ ��
��#�4����
����

5�
���.�
���8  �#����#������� (�#3�� �
�#����
 �
����
 $�� ��
 ����%�
�� ��� ��#(2����� �� �
�  %#�� Ω ��
�� �� ����>
T (x, t) = 08 x ∈ ∂Ω � �
����� Dirichlet8
∂T
∂n (x, t) = 08 x ∈ ∂Ω � �
����� Neumann8 2�� n �� (�
������ ���
�(� ���
���� ���
 ∂Ω8
∂T
∂n (x, t) + bT (x, t) = 08 x ∈ ∂Ω � �
����� Robin � (������ �
�#����� �
���
���8 2�� b �����#��

<���� �
 � �(� (�� #�4�� ���. (�$��� (���� (��#�.(� 
� ��%#���(�
2�� � �(� ��
 ����%�� ��� ��#(2����� ��� ������(� −∞ < x < ∞� *� ���
��
 ��#���%�� �
��%� ����(� $�� �
�#���� �
���� limx→±∞ T (x, t) = 0 �
2�� � T (x, t) ��
�� 3#�$(�
� ����� x→ ±∞�

��' �
�
���� ��� �$�	�	�� Laplace �
� �� �$�!

	%	��� ��� Maxwell

9 ����%�� Laplace (��#�� 
� ��#� ��� 2��
 �
�0���.(� �����(�� �.���� ��
��#�4������ � ����������� ���������� *� ��� ��
 ��#�$#�3� �� ��#������(�
���% ��2 ����� �
����� ���#
�(� ��
 ����%�� Laplace ��2 ��
 ����%�� ���
��#(2����� � ��� ��� ��������� �� Maxwell $�� ��
 �����#�(�$
����(2�

�("+�$* 7�!$��� !&� ��
 ��%#���(� ��
 ����%�� ��� ��#(2�����

∂T

∂t
= k∆T,

�� ������ ��#�������� ?2��
 �� �
�#����� �
����� ��
 ���#��
��� ��2 ��

 #2
�@ (��� ��2 (�$���  #�
��2 ������(� � ����#��� ��� �# ���� �
�����
������
�� ��� � ��#(��#���� T ���#����� (2
� ��2 ��  %#��� (���4���� x� *�
��� ��
 ��#���%�� ∂T

∂t = 0 ��� ���#
�(� ��
 ����%�� Laplace�

∆T = 0.

��
 ��%#���(� 2�� ���
 ����%�� � �(� (�� ��$� � ���$%$�8 � ����� ��

���#����� ��2 ��  #2
�8 f = f(x)8 � �
������ � �����(� ��������� ��3#�0����
��2 ��
 ����%�� Poisson

∆T = f(x).

5�� ��
 ���� ���������� �� �#�4��(����  #���02(���� �
�#����� �
���
��� �� ��
�� ��� ����� (�#3�� (� ���� $�� ��
 ����%�� ��� ��#(2������

��



�4�+2+��' (&) Maxwell #� (&� *5��(!&$ #�*(�+$% -� ��������� ��
Maxwell $�� ��
 �����#�(�$
����(2 ��
��

∂D

∂t
= ∇×H − j,

∂B

∂t
= −∇× E,

∇ ·D = ρ,

∇ · B = 0,
D = εE,

B = µH,

j = σE,

2�� B ��
�� � (�$
����� ���$%$�8 E �� �����#��2 �����8 D ��
�� � �����#���
(����2����8 H ��
�� � �
���� �� (�$
�����. �����8 ε ��
�� � ���������2����8 µ
��
�� � �����#��2����8 j ��
�� � �$%$�(2����8 ρ ��
�� � ��
2���� 3�#��� ��� σ
� �
�������� �����#���� �$%$�(2������

	�2 �� �.���(� �������%
 (��#�� 
� ����������� ��
 ����(� ε = ε0
?�����#�@ ��� µ = µ0 ?�����#�@ ��� (�������(� �� �����(� �.���

,�%#�
��� �� �����(� ��������� �� ����(���� � �(� ∂B
∂t = 0 ��� ��


���� ∇ × E = 0� ���(�
%� $�� �� �����#��2 ����� E � �(� E = −∇φ8 (�
φ �� �����#��2 �
�(��2� <2�� −∇(ε0∇φ) = −ε0∆φ = ρ� ��
 ,���(� ρ = 0
�2�� ���#
�(� ��
 ����%�� Laplace $�� �� �����#��2 �
�(��2 φ�

∆φ = 0.

=-(��� ��
 j = 0 �2�� ∇ × H = 0 �#� H = ∇ψ8 (� ψ �� �
�(��2� <�����
� �(� ∆ψ = 0 $�� µ �����#2 ��� ∇ ·B = 0�

�&



��( ������� ��
�
�
&%�

"����� 3�#�� �� ��������� �
2� (���(�����. (�
���� ��
 ��
�� �
��2
 
� ��
��.
 ��#�4�� (� �
������� (��2���� *� ��� ��
 ��#���%�� �#������.(� 
�
4#�.(� (�� �#���$$������ �
������ �.�� � ���  #���(�����.(� �#��(������ (��
�2���� -� (������ �����#� �
 4���0�
��� ��� $�$�
2� 2�� (��� ��2 ���������
��
�
��������� ����
2
 
� �#��.���
 ���
 ����%�� (��#�� 2#�� ��� ������
(��#�.(� 
� ������G�(�� "�� �$���#�(�
� �
�0���.(� (�� �#���$$������
�.�� ��� �#24��(� �� ����������� ��2 ������� 2#�� �
2� �
���.$(���� ���
(�#3�� Taylor %� �#�� (�� ��#�(��#� �� �#�4��(���� � ����� ��
�� (��#��

����� �	����� ��	�	�	�

,� ��#������(� ��� $�
���� �# �� �%
 (��2�%
 �����#� �
  #���(�����
���
$�� ��#����$(� �
����� ���3�#���� ��������� ��.��#�� ������

,�%#�.(� (�� ���3�#��� ����%�� ��� �����

F (t, y, ẏ, ÿ, ε) = 0, t ∈ I ⊆ R, ?���&@

2�� ε ��
�� (�� (��#� ��#�(��#�� ?�� � ��� (� �� (�
���@8 ������ ε � 1�
��
 ��� �#24��(� (��� ��2 ��������� ��
�
��������� �#��.G�� ������ (�$���
��#�(��#�� �� � λ, λ � 1 �2�� ����(� ε = 1

λ � 1� *� ��2 �� �#24��(�
�#����(�
� 
� 4#�.(� (�� �
������ �#���$$������ �.�� ��%#�.(� 2�� � �.��
� �� �� (�#3� (��� ���#�� �����#� ��8 ������ 2��

y(t) � y0(t) + εy1(t) + ε2y2(t) + · · · ?���'@

9 (������ �%
 ��
�
���
 �����#� �
 4���0���� ���
 �2���� 2�� � �.�� ���
?���&@ ��
�� ��� (�#3�� ?���'@� 	
���������.(� ��
 ?���'@ ���
 ?���&@ ��� �#��.�
���� (�� ���#� �#�4��(��%
 $�� �� y08 y18 y2 ������ ��2 �� ����� �#�����#�0�(�
���� ��� �
�#������� 9 (������ ��
�� ���� �� 2��
 � �#���$$��� �$���
��
��� (���
 �(��2(�#3� ��� ������(� I ����� ε→ 0 (� ������ ����� �#��(�
�
�� .����� - 2#�� y0 ��$���� �#%��.���� ����� 2#�� � �#%��.%
 2#��� -� 2#��
y0, y1, y2 ��%#�.
��� ���#�%����� 2#�� G��2��#�� ������ 	
 � (������ ��
��
���� �� � y0 ��
�� �.�� �� �#�4��(����

F (t, y, ẏ, ÿ, 0) = 0, t ∈ I,
�� ����� �
�(�0���� (� �����#�$(�
� �#24��(�8 �
� �� �#24��(� ?���&@ �
��
(�0���� �����#�$(�
��

� !"���#$ ,�%#�.(� �
� ��(� (�0�� m �� ����� ��
����� (� �# ��� �� .�
���� V0 ���� (���� (��� ������ �� (��� ?2�%� $�� ��#����$(� �
� #���2@ ��
�� ����� �.
�(� �
�������� f � ����� ���#����� ��2 ��
 �� .���� �� ��(����
(� (� $#�((��2 �#2��� =� �(� v = v(t)8 f(v) = av − bv2 (� a, b �����#�� ���
������(� 2�� a� b� =� �(� 2�� [a] = M

T 8 [b] = M
L � 	�2 �� 
2(� �� Newton

� ����%�� �� (�
��������� �� ��
��� �� ��(���� ��
��

m
dv

dt
= −av + bv2, v(0) = V0,

�'



��
�
�������.(� ���#
�
��� $��  �#����#������ �� .���� ��
 �# ��� �� .����
V0 ��� ����(� y = v

V0
2�� y � ��������� �� .���� �
� $�� ��  �#����#�����2

 #2
� ���#
�(� t0 = m
a ��� ����(� τ = t

m/a 2�� τ � ����������  #2
��� 9

����%�� $�
����

m
dy

dτ
= −y + εy2, y(0) = 1, ?���!@

2�� ε = bV0
a � 1�

9 ����%�� ?���!@ ��
�� � �����#�$(�
� (�#3� ��� ����%���

m
dy

dτ
= −y, y(0) = 1.

5�� 
� 4#�.(� (�� �#���$$������ �.�� $�� ��
 ?���!@ ����(�

y(τ) = y0(τ) + εy1(τ) + ε2y2(τ) + · · · ,
�
���������.(� ���
 ����%�� ?���!@ ��� ���#
�(�

ẏ0(τ) + εẏ1(τ) + ε2ẏ2(τ) + · · · = − (y0(τ) + εy1(τ) + ε2y2(τ) + · · · )
+ ε

(
y0(τ) + εy1(τ) + ε2y2(τ) + · · · )2 ,

�
� $�� ��
 �# ��� �
���� � �(� y0(0) + εy1(0) + ε2y2(0) + · · · = 18 �#�

ẏ0(τ) = −y0, y0(0) = 1,
ẏ1(τ) = −y1 + y2

0 , y1(0) = 0,
ẏ2(τ) = −y2 + 2y0y1, y2(0) = 0,
· · ·

D.
�
��� ���#
�(�

y0(τ) = e−τ ,

y1(τ) = e−τ − e−2τ ,

y2(τ) = e−τ − e−2τ + e−3τ ,

���(�
%� � �#���$$������ �.�� � �� �� (�#3�

y(τ) � ya = e−τ + ε(e−τ − e−2τ ) + ε2(e−τ − e−2τ + e−3τ ),

*�� �$���#�(�
� ��#���%�� � ����%�� ?���!@ ��
�� ����%�� Bernoulli ���
(��#�� 
� ���� �
������� 9 ��#�4�� �.�� ��
��

y(τ) =
e−τ

1 + ε(e−τ − 1)
.

	
���.���
��� �� ���#� $�� ε� 1 ���#
�(�

y(τ) = e−τ + ε(e−τ − e−2τ ) + ε2(e−τ − e−2τ + e−3τ ) + · · · ,

�!



��� �� �3��(� ��� �#���$$���� ��
��

y(τ)− ya(τ) = m1(τ)ε3 +m2(τ)ε4 + · · · ,
2�� �� �
�#������mi ��
�� 3#�$(�
��� ,�%#�
��� �� τ �����#2 � �(� y(τ)−
ya(τ) → 0 $�� ε → 0 ��� ���(�
%� � �#���$$��� ��
�� ���
���������� �������

(��#�� 
� ��� ��� 2�� � �.$����� ��
�� �(��2(�#3� $�� τ > 0 ��� ε→ 0�

�4-+6+* Duffing � �* #! $$��%' ( 5 �(6(�'
"����� 3�#��  #���(�����
��� �
� ��
�
��2 �
���$(� �����#� �
 ���#
�(�
(�� �#���$$������ �.�� �� 2(%� ��
 �� .�� �(��2(�#3� �� ����  #�
��2 ����
���(�� 	�2 $�� ��#����$(� �(4��
�� �
 ��%#���(� ��
 ����%�� Duffing $��
�
� (� $#�((��2 ����
�%���

,�%#�.(� �
� �.���(� (�0�� �����#��� <� �����#�� � �� �.
�(� ���
�3��
#�� Fc = ky + ay2 2�� k ��� a ��
�� �����#�� ��� y = y(t) � ���(��#
�� ��2
�� ��(��� ���##������

y

m

* �(� ��&> *.���(� (�0�� �����#���

H������(� 2�� a � k� 	�2 �� ��.��#� 
2(� �� Newton � �(� 2�� �
����%�� �� (�
��������� ��
 ��
��� �� ����
�%�� ��
��

m
d2y

dt2
= −ky − ay3, t > 0.

5�� �# ���� �
����� ���#
�(� y(0) = A ��� dy
dt (0) = 08 ������ � �(� (��

�# ��� ���(��#
�� A ��� (���
��� �# ��� �� .����� D2$% �� 2#� “− ay3”
�� �#24��(� ��
�� (� $#�((��2 ��� ��
 (��#�.(� 
� � �(� �
������ �.���
=� �(� [k] = M

T 2 8 [a] = M
L2T 2 8 [m] = M 8 [A] = L� ��
�
�������.(� ����
���

t0 =
√

m
k 8 ��� τ = τ

t0
2�� τ � ����������  #2
��� ������ ��
�
�������.(� (�

��  #2
� �� � ���0���� (� �� � 
2���� �� �
������ � $#�((���. ����
�%��
?a = 0@� ������ ����(� u = y

A 2�� u � ��������� ���(��#
��� <2�� �
����%�� $�
����

ü+ u+ εu3 = 0, τ > 0, ?����@

u(0) = 1, u̇(0) = 0,

��



(� ε = aA2

k � 1� 	�� ��
�� � ����%�� Duffing�
"��#
�(� �
� ��(��%���2 �
���$(� �����#� ��

u(τ) = u0(τ) + εu1(τ) + ε2u2(τ) + · · · ,

��� �
���������
��� ���
 ����%�� ?����@ �#��.���� � ��#����% �������� �#��
4��(��%


ü0 + u0 = 0, u0(0) = 1, u̇0(0) = 0 ?���1@

ü1 + u1 = −u3
0, u1(0) = 0, u̇0(0) = 0,

· · · .

D.
�
��� ���#
�(� u0(τ) = cos(τ) ��� � ����%�� ?���1@ $�
����

ü1 + u1 = − cos3(τ), u1(0) = 0, u̇0(0) = 0,

/#���(�����
��� ��
 ���2���� cos(3τ) = 4 cos3(τ) − 3 cos(τ) � �(�

ü1 + u1 = −1
4
(3 cos(τ) + cos(3τ),

9 �.�� ��� �(�$�
�.� ����%��� ��
�� uh
1 = c1 cos(τ)+c2 sin(τ)8 $�� c18 c2 ������

#��� /#���(�����
��� �� (����� �#�����#����%
 �
�������
 $�� 
� 4#�.(� (��
(�#��� �.�� �� �#�4��(���� ����(� up

1 = C cos(3τ) +Dτ cos(τ) + Eτ sin(τ)
$�� C,D,E �#�����#������ �����#��� E#����(� 2�� C = 1

3 8 D = 08 E = − 3
8 8

�#� ������ � u1 � �� �� (�#3�

u1 = c1 cos(τ) + c2 sin(τ) +
1
32

cos(3τ)− 3
8
τ cos(τ).

/#���(�����
��� ��� �# ���� �
����� ���#
�(�

u1 = − 1
32

cos(τ) +
1
32

cos(3τ) − 3
8
τ cos(τ).

=	#� ������ � �#���$$������ �.�� �� �#�4��(���� ��
��

u � cos(τ) + ε

(
− 1

32
cos(τ) +

1
32

cos(3τ)− 3
8
τ cos(τ)

)
.

E����(� 2�� � 2#�� ετ sin(τ) ��
 ��
�� ���= �
�$�� (��#2� $�� 2��� ���  #2�

��� 5�� τ �����#2 � �(� ετ sin(τ) → 0 $�� ε → 0� =-(%� ��
 � (���4����
τ ��
�� ��� ����� �� 1

ε � 2#�� ετ sin(τ) ��
�� (�$���� ��� �� �
���$(� ����
�$ �
��� <������ 2#�� �
�(�0�
��� ���
��� ?secular terms@� =	#� � �#���$$���
�� 4#���(� �� .�� (2
� �� ������(� [0, T ]8 2�� ε � 8

3T � 5�� 
� 4#�.(� �
�
�
���$(� �� 
� �#���$$�0�� �(��2(�#3� �� �.�� �� �#�4��(���� $�� ����
 #2
�  #���0���� (�� ���3�#����� (������ �����#� �
 ������ ���� 
� ������3��

��� �� ���
��� 2#���

�1



����� ������� ����	���� ��������

	�� � (������ 4���0���� ��� $�$�
2� 2�� ����� �#�4��(��� �(��#�� �
 �.� �
��� ��#���2��#�� ���(����  #2
�� *��
 �#����(�
� ��#���%�� $�� ��
 ����%��
Duffing 4����(� 2�� � �#���$$������ �.�� ��� u ��
 ���#����� (2
� ��2 �� τ
���� ��� ��2 �� ετ � ,�%#�.(� 2�� � �.�� u ��
�� �
�#���� �.� (���4����
>
�� τ ��� �� σ = ετ ������ u(τ) = u(τ, σ)� 5#�3�
��� �� u �
�#����� ���

�%
 �.� (���4����
 � �(�

d

dt
=

∂

∂τ
+ ε

∂

∂σ
+ · · ·

�
�
d2

dt2
=

∂2

∂τ2
+ 2ε

∂2

∂τ∂σ
+ ε2

∂2

∂σ2
+ · · ·

	
���������
��� ���
 ����%�� Duffing ���#
�(�

∂2u

∂τ2
+ 2ε

∂2u

∂τ∂σ
+ ε2

∂2u

∂σ2
+ ...+ u+ εu3 = 0. ?���)@

,�%#�.(� �
� ��(��%���2 �
���$(� $�� �� u %� �#�� ε

u = u0(τ, σ) + εu1(τ, σ) + ε2u2(τ, σ) + · · ·
��� �
���������.(� ���
 ����%�� ?���)@� =	#�

∂2u0

∂τ2
+ ε

∂2u1

∂τ2
+ 2ε

∂2u0

∂τ∂σ
+ u0 + εu1 + εu2

0 + ... = 0.

�����
�
��� ��� 2#�� ����� ����� %� �#�� ε � �(� $�� ��
 �#%��.�
�� 2#�
u0

∂2u0

∂τ2
+ u0 = 0. ?���+@

5�� ��� 2#�� ����� ε ���#
�(�

∂2u1

∂τ2
+ u1 = −2

∂2u0

∂τ∂σ
− u3

0. ?����@

9 ����%�� ?���+@ � �� $�
��� �.�� u0 = a(σ) cos(τ + b(σ))8 2�� �� �
�#������
a(σ, b(σ)) �� �#�����#����.
 ����8 ���� 
� ������G�(� ��� ���
��� 2#���
	
���������.(� ��
 �.�� $�� ��
 u0 ���
 ����%�� ?����@ ��� � �(�

∂2u1

∂τ2
+ u1 = −2

∂2

∂τ∂σ
[a cos(τ + b)]− a3 cos3(τ + b),

�

∂2u1

∂τ2
+ u1 = 2

∂a

∂τ
sin(τ + b) + (2a

∂b

∂σ
− 3

4
a3) cos(τ + b)− 1

4
a3 cos(3τ + 3b). ?����@

�)



*�� ��.��#� (���� ��� ����%��� ?����@ � �(� ��� (� �(�$�
��� 2#��
sin(τ+b), cos(τ+b) �� ������ ���
 ������ �.�� ��� ����%��� ?����@ �� (�� ����

2#�� ��� (�#3�� τ cos(τ +b) ��� τ sin(τ +b)8 ������ ���
��� 2#��8 �#� �#����

� �������(� ��� �
�#������ a, b ���� ���� 
� (���
����.
 �� �
�������� �%

sin(τ + b) ��� cos(τ + b)� ���(�
%� �#���� 
� � �(�

∂a

∂σ
(σ) = 0, ?����@

���

2a
∂b

∂σ
(σ)− 3

4
a3 = 0. ?���&@

	�2 ��� ��������� ?����@8 ��� ?���&@ � �(� a = �����#� � a = a(0) = a08
�
� b = 3

8α
2
0σ + b(0)�

���(�
%� ���#
�(�

u � a0 cos(τ +
3
8
σa2

0 + b0) +
1
32
εa2

0 cos(3τ +
9
8
σa2

0 + 3b0) + · · · .

� $�� σ = ετ

u � a0 cos(τ +
3
8
ετa2

0 + b0) +
1
32
εa2

0 cos(3τ +
9
8
a2
0ετ + 3b0) + · · · .

<���� ��2 ��� �# ���� �
����� �#�����#�0�(� ��� �����#�� a0, b08 a0 = 1, b0 =
08 ��� ���#
�(�

u � cos(τ +
3
8
ετ) +

1
32
ε

(
cos(3τ +

9
8
ετ)

)
.

E����(� 2�� � ���#�%���2� 2#�� ��
�� 3#�$(�
�� ��� �� �
���$(� �� .�� $��
����  #2
��

��) *���&��
  	��"�������  ���	��

5�� (�� ��(��%���� �.�� ���3�#���� ����%��� �� ���
��2 �� ���
 
� � �(� �
�
����#��(�
� ��#���(� 2#%
 ��� ���#�� �����#� �
 �� ����� ����(�
�� (��� (��
�#�� ��#�(��#� ε (�� ��
�� (�� �#���$$������ �.�� $�� 2�� �� �.#�� �%
 ��(�

��� �
���#����� (���4������ "#����(�
� 
� ��(���� �� ���� 
� �#�����#����
(� �� ���� �2�� ���� �#���$$��� ��� ��#�4�.� �.��� (�� ��
�� �
� �
���$(�
�����#� ��  #���02(���� ��� ��#����% 4������ �

���� ��� ��(��%����� �
��
�����

�!�+$%' =���% f(ε)8 g(ε) �
�#������ �#��(�
�� �� ��#�� � �� ε = 0 � �����
��
 ��#�� �� ���#������ �� ε = 0 $#�3�(� f(ε) = o(g(ε)) $�� ε→ 0 �


lim
ε→0
|f(ε)
g(ε)
| = 0.

�+



������ f(ε) = O(g(ε)) $�� ε→ 0 �
 ��# �� M > 0 ������ ����

|f(ε)| ≤M |g(ε)|,

$�� ���� ε > 0�
	
 �� .�� f(ε) = o(g(ε)) ��(� 2�� � f ��
�� ����� 2(��#�
 (��#2 ��� g $��

ε→ 0� 	
 �� .�� f(ε) = O(g(ε)) �2�� ��(� 2�� � f ��
�� ����� 2(��#�
 ��3�����
��� g $�� ε → 0� *
����(�
�� �
�#������ �.$�#���� ?��� ���� ��� g@ ��
��
�� εn, εn lnm(ε), m, n ∈ N� 5�� ��#����$(� �
 f(ε) = O(1) �2�� � f ��
�� �
3#�$(�
� ��
�� ��� ε = 0� 	
 f(ε) = O(1) �2�� � f → 0 $�� ε→ 0� ������ �

f(ε) = o(g(ε)) �2�� � f → 0 �� .��#� ��2 ��
 g�

5�� ��#����$(� ε2 ln(ε) = o(ε) $�� ε→ ε0+� "#�$(��� � �(�

lim
ε→ε0+

ε2 ln(ε)
ε

= lim
ε→ε0+

ln(ε)
1/ε

= lim
ε→ε0+

1/ε
−1/ε2

= 0.

������ sin(ε) = O(ε) $�� ε→ ε0+ ������ sin(ε)
ε → 1 $�� ε→ 0�

D�(� 2�� limε→0 h(t, ε) = 0 �(��2(�#3� ��� ������(� I8 t ∈ I �� ��#�� � ��
ε = 08 � ����� ��
 ��#�� �� ���#������ �� ε = 08 �
 � �.$����� $�
���� (� ��

���� #�(2 $�� ���� t ∈ I8 ������ ∀ η > 08 ∃ ε0 �
���#���� �� t ���� ���� $��
|ε| < ε0 � �(� |η(t, ε)| < η8 ∀ t ∈ I�

	
 ����� limε→0 h(t0, ε) = 08 ∀t0 ∈ I �2�� � �.$����� ��
�� ��(������
5�� 
� ���$��(� �
 limε→0 h(t, ε) = 0 �(��2(�#3� ��� ������(� I �#��� 
�

4#�.(� (�� �
�#���� H = H(ε) (� |h(t, ε)| ≤ H(ε)8 ∀ t ∈ I ��� (� H(ε) → 0
$�� ε→ 0�

�!�+$%' =���% 2�� �� f(t, ε)8 g(t, ε) ��
�� �
�#������ �#��(�
�� ∀ t ∈ I ���
$�� ���� ε �� ��#�� � �� (���
2�� D�(� 2�� f(t, ε) = o(g(t, ε))8 $�� ε→ 0 �


lim
ε→0
|f(t, ε)
g(t, ε)

| = 0,

���� ��(��� ��� I� 	
 � �(� �(��2(�#3� �.$����� ��� I $#�3�(� f(t, ε) =
o(g(t, ε)) $�� ε→ 0 �(��2(�#3� ��� I�
	
 ��# ��M = M(t) ��� I (� |f(t, ε)| ≤M(t)|g(t, ε)| �2�� f(t, ε) = O(g(t, ε))8
$�� ε → 0 ���� ��(���8 �
� �
 � M(t) ��
�� 3#�$(�
� ��� I8 �2�� ��(� 2��
f(t, ε) = O(g(t, ε)) �(��2(�#3� ��� I�

�!�+$%' 9 ya(t, ε) ��
�� �(��2(�#3� ��(��%���� �#���$$��� (��� �
�#���
��� y(t, ε) ��� I $�� ε→ 08 �
 �� �3��(� y(t, ε)−ya(t, ε)→ 08 ε→ 0 �(��2(�#3�
$�� t ∈ I�

� !"���#$ =���% y(t, ε) = e−tε8 t > 08 ε� 1� <2�� ya(t, ε) = 1− tε+ 1
2 t

2ε2

��� E(t, ε) = e−tε−1+ tε− 1
2 t

2ε2 = − 1
3 t

3ε3 + · · · � =	#� E(t, ε) = o(ε2)8$�� ε→ 08
��� ����(�
� t8 t > 0� 5�� t� 1 � �(� E(t, ε)� 1 �#� � �#���$$��� ��
 ��
��
�(��2(�#3� $�� ���� t > 0�

��



5�� (�� ���3�#��� ����%��8 2�%� $�� ��#����$(� $�� (�� ��.��#�� �����
�
��� ���3�#��� ����%��8 F (t, y, ẏ, ÿ, ε) = 08 t ∈ I ���
�� $
%#�0�(� ��

��#�4� �.�� ��� y� <2�� ��(� 2�� (�� �#���$$������ �.�� ya(t, ε) ���
������ ��

����%�� �(��2(�#3� $�� t ∈ I ��� ε→ 0 �


r(t, ε) = F (t, ya(t, ε), ẏa(t, ε), ÿa(t, ε))→ 0

�(��2(�#3� ��� I $�� ε > 0�
5�� ��#����$(� ��� �#24��(� �# ���
 ��(�


ÿ + ẏ2 + εy = 0, t > 0, 0 < ε� 1, y(0) = 0, ẏ(0) = 1,

��� $�� y = y0 + εy1 + · · · ���#
�(� y0 = ln(t+ 1) ��� r(t, ε) = ÿ0 + ẏ2
0 + εy0 =

ε ln(t + 1)� <2�� r(t, ε) = O(ε) $�� ε → 0 ���� 2 � �(��2(�#3� $�� t > 0�
5�� t ∈ [0, T ] � �(� |ε ln(t + 1)| ≤ ε ln(T + 1) ��� r(t, ε) = O(ε) $�� ε → 0
�(��2(�#3� $�� t ∈ [0, T ]�

5�
��� �� �
���$(� y(t) = y0(t) + εy1(τ) + · · · ��$���� ��(��%���� �
��
(����#��

9 �������� {gn(t, ε)} ��
�� (�� ��(��%���� �������� $�� ε → 08 t ∈ I8
��
 gn+1(t, ε) = o(gn(t, ε))8 ε→ 08 n ∈ N�

5�� (�� �
�#���� y(t, ε) ��� (�� �������� {gn(t, ε)} (� ε → 08 � 2 � �
��
$���� �$���
��� ���#�

∑∞
n=0 angn(t, ε) 2�� an �����#��8 ��$���� ��(��%�

���2 �
���$(� ��� y(t, ε)8 $�� ε→ 0 ��
 y(t, ε)−∑N
n=0 angn(t, ε) = o(gN (t, ε))8

$�� ���� N �
��
 �� 2#�� ��
�� �(��2(�#3� �2�� ��(� 2�� � �(� �(��2(�#3� ��(�%����

�������� ��� �(��2(�#3� ��(��%���2 �
���$(�� *
��%� ������ �
���.$�
(��� �� �#��.���
 ��2 �� ���������� ������� ���3�#���
 �������%
 � �

2#�� ��� (�#3�� gn(t, ε) = yn(t)φn(t)�

��+ ,����
 -��
��� *��%�
���

=-�%� ��� ����(� �� ����� �#�4��(��� � (������ �%
 ��
�
���
 �����#� �

����$ �
��� ��
 $�� ��#����$(� � (��#� ��#�(��#�� �����������0�� �� (�$��
���4��(�� ��#�$%$� ��� ����%���8 � �#��� �#���$$��� (� ��
�
��2 �
���$(�
�����#� �
 �� (�� ����� (�� ����%�� (� ���� (��#2��#� ��2 ��
 �# ��� ���
J �
�(�K �
� 4����2  �#����#�����2 �� �#�4��(����� *� ��� ��
 ��#���%�
��  #���02(���� �� ��%#�� �#����. ��#�(���� $�� 
� 4#�.(� �
� �(��2(�#3�
��(��%���2 �
���$(� ��� �.����

"�� �$���#�(�
� ��%#�.(� �� �#24��(� �# ���
 ��(�


εy′′ + (1 + ε)y′ + y = 0, 0 < t < 1, 0 < ε� 1 ?���'@

y(0) = 1, y(1) = 1.

=���% y(t) = y0(t)+εy1(t)+ ...� 	
���������
��� ���
 ����%�� ?���'@ ���#
�(�

ε(y′′0 (t) + εy′′1 (t) + ...) + (1 + ε)(y′0(t) + εy′1(t) + ...) + y0(t) + εy1(t) + ... = 0,
y0(0) + εy1(0) + ... = 1, y0(1) + εy1(1) + ... = 1.

��



=	#� $�� ��
 �#%��.�
�� 2#� ��� ��
 �#��� 2#� ��2#�%��� � �(�

y′′0 + y0 = 0, y0(0) = 0, y0(1) = 1,
y′′1 + y1 = −y′′0 − y′0, y1(0) = 0, y0(1) = 0.

E����(� 2�� y0 = ce−t8 $�� c �����#� �
� � �(� �.� �
�#����� �
�����
y0(0) = 0, y0(1) = 18 �#�$(� �� ��(��
�� 2�� �� ��
�
��2 �
���$(� �����#��
 �
 ��
 (��#�� 
� (�� ����� ���
��������� ���
���� �� ��� ��
 ��#���%���

- �2$�� $�� ��
 ����� � �(� ��� ��
 ����(�#3�� ��
�� 2�� � y′′ ��
 ��
��
��
��. ����� �
� ��� [0, 1] ��� �#� � 2#�� εy′′ ��
 ��
�� ��
�� �(�������� "#�$�
(��� ������ �� �#24��(� ��
�� $#�((��2 (��#�.(� 
� 4#�.(� ��
 �
������ �.��
�� �#�4��(����8 � ����� ��
��

y =
1

e−1 − e−1/ε
[e−t − e−t/ε].

9 �.�� (���4������� ��2��(� ��
�� ��� t = 0 ��� $�� ��#����$(� y′′(ε) =
O(ε−2) �
� εy′′(ε) = O(1/ε) �� ����� ��
�� (� �(������� 	
������ $�� (�$��
�.��#�� ��(�� �� t8 �� � t = 1

2 � �(� εy′′(1
2 ) = O(ε)� ���(�
%� � ����%��

?���!@ (�� ��
�� (�� ���� �#���$$��� $�� ��
 ��#�� � (��#�� ��2 �� (���
 ���
��� �
�(�0���� ��%��#��2  %#��8 �
�8 2��
 ��(���� ��
�� ��� (���
8 ������
$�� t = O(ε) � (��#2��#�8 � y (���4������� ���. $#�$�#� ��� ��� � ��#�� �
�
�(�0���� �#���2 ��#�(��

5�� ��
 ��%��#��� ��#�� � ��2 ��
 ����%�� ?���!@ ��� �� �
���� y0(1) = 1
� �(� y0 = e1−t� 	�� �
�(�0���� ��%��#��� �.�� �� �#�4��(����� 5�� ��

��%��#��� �.�� �#���� 
� �3�#(2��(� ������ ��
�
��������� ���� � �
�����
���� ��� y′′ 
� $�
�� (�
���� ,���(� τ = t

ε 8 Y = y ��� ���#
�(�

Y ′′(τ) + (1 + ε)Y ′(τ) + εY (τ) = 0,

� $�� ��� 2#�� �#���� �����

Y ′′(τ) + Y ′(τ) = 0,

��� ��2 ��
 �# ��� �
���� ��� t = τ = 0 � �(� Y (τ) = C(1 − e−τ )8 $�� C
�����#� � ����� �� �#�����#������ 9 Y (τ) ��
�� � ��$2(�
� ��%��#��� �.�� ��
�#�4��(�����

"#����(�
� 
� ��#�(� �
� �(��2(�#3� ��(��%���2 �
���$(� $�� 2��
�� ������(� [0, 1] �#���� 
� �#�����#���(� �� �����#� C ���
 ��%��#��� �.���
5�� ��2 ������.(� $�� ��
 ��%��#��� �.��8 2��
 t → 0 ��� $�� ��
 ��%��#���
2��
 τ →∞8 
� �$���
�
 ��� ���� ��(��� ��� �#�

lim
τ→∞Y (τ) = lim

t→0
y0(t)

�
lim

τ→∞[C(1 − e−τ )] = lim
t→0

e1−t = e,

�#� C = e ��� � ��%��#��� �.�� � �� �� (�#3� Y (τ) = e(1− e−τ )�

��



<� ��#���(� ��� ��%��#���� ��� ��%��#���� �#���$$���� %� �#�� ��
 ����
�
���#���� (���4����8 Y ( t

ε)+y0(t)8 (�� ��
�� (�� �#���$$��� � ����� ��
�� ���
t = 0 ��
�� Y ( t

ε )+y0(t) � Y ( t
ε ) �
� (��#�� ��2 �� t = 0 ��
�� Y ( t

ε )+y0(t) � y0(t)
��� �� (�� �
���(��� ��#�� � �� � $�� t = O(

√
ε)8 $�
���� Y ( t

ε )+y0(t) � 2C� =	#�
$�� 
� ��#�(� �
� �(��2(�#3� ��(��%���2 �
���$(� ����(� ��
 ��%��#���
�.�� �
 ��
 ��%��#��� �.�� (���
 ��� ���
�.� 2#�� ���
 �
���(��� ��#�� �
�#�

y(t) � Y (
t

ε
) + y0(t)− ���
�� 2#��

�

y(t) � e(1− e−t/ε) + e1−t − e = e1−t − e1−t/ε.

9 ��#���
% ���������� (� ��
 ����� 4#����(� �
� �(��2(�#3� ��(��%���2
�
���$(� ��� �.��� �
�(�0���� �
�#(�$� ��� ��%��#���� ��� ��%��#���� �.�
����

�! $$��%' ( 5 �(6(�' $� $��!� $"8 <� 3��
2(�
� �� �#����.
��#�(���� �� �
�
��(� ��� ���
 ��#���%�� �� � �(� �
� $#�((��2 �����

�%�� (� ��2�4���� ,�%#�.(� �
� ��(� (�0�� m ���
 ��#� �
2� �����#���
��
 ����(� (�� �# ��� ����� ��� �.���(� �� ��(� ����
��
���� �2$% ���
�.
�(�� ���
�3�#�� �� �����#�� −λx8 2�� x � ���(��#
�� ��2 �� ����
���##����� ��� λ � �����#� �� �����#��� ������ ��%#�.(� 2�� � �(� �.
�(�
��2�4���� ?�� � �2$% �#�4��@ �
���$� ��� �� .����� �� �����#��8 −kẋ 2��
k (�� ������ �����#�� 	�2 �� ��.��#� 
2(� �� Newton � �(�

mẍ(t) = −λx(t)− kẋ(t), t > 0.

,�%#�.(� $�� �# ���� �
����� x(0) = 08 ẋ(0) = V 8 ������ ��  #�
��� ���$(�
t = 0 �� ��(� 4#������� ��� ���� ���##����� ��� � �� (�� �# ��� �� .���� V �
5�� ��  �#����#������ (�$��� �� �#�4��(���� � �(� [m] = M 8 [k] = MT−18
[λ] = MT−2� �3�#(20�
��� ���������� �
���� 4#����(� 2�� � �(� ��

��������� ��#�(��#� ε (� ε2 = mλ

k2 8 2�� $�� (��#� (�0� �� ��(���� ��
����
��
���� (��#�.(� 
� ������(� 2�� ε� 1�

���#�.(� 
� ��
�
���������(� ��  #2
� ����
��� s = t
T 8 2�� s � �����

����� (���4���� ��� T �
��  �#����#�����2�  #2
��� 5�� ��  �#����#�����2
 #2
� T � �(� ��� ���� �����$�� >
�@ T = m

k ��� �2�� � ����%�� $�
���� ẍ + ẋ + ε2x = 0 � $�� ��� 2#�� �#����
����� ẍ0 + ẋ0 = 0� 	�� � ��
�
��������� ��
�� ��������� $�� (��#�.�  #2
��
?��
�� ��� s = 0@�
4@ T =

√
m
λ ��� � ����%�� $�
���� εẍ+ ẋ+ εx = 0 2�� $�� ��� 2#�� �#����

����� ��
�� ẋ0 = 0� 	�� � ��
�
��������� ��
 ��
��  #���(��
$@ T = k

λ � ����� ��
�� ε2ẍ + ẋ + x = 0 2�� $�� ��� 2#�� �#���� �����
� �(� ẋ0 + x0 = 0 � ����� ��
�� ���� �#���$$��� $�� (�$����  #2
��� 	�
�2 �(4��
�� $���� ���#
�(� (�� ����%�� �#���� ����� � ����� ��
 (��#�� 
�

�&



���
�������� ��� �� �
�#����� �
����� ��� t = 0 ?� (�$����4��(�� ��#�$%�
$�� ��� ����%��� ��
�� ������������(�
� (� ε2@� 9 �.�� ��� �#���$$�������
����%��� ��
�� x0 = Ae−λt/k $�� A (�� �����#� �� �� �#�����#����� ��2 ��
�
�#(�$� �%
 �.��%
�

E����(� 2�� � �(� �
� �#���2 ��#�(� ��
�� ��� t = 0� ,���(� 
�
�3�#(2��(� ��������� ��
�
��������� ���� ���� 
� ���
�3�#�(� ��
 2#�
y′′ ���
 ����%�� %� �#%��.�
�� 2#�� ,���(� s = δτ $�� ������ δ �� ��
�#�����#���(�� <� �#24��(� $�
����

ε2

δ2
d2x

dτ2
+

1
δ

dx

dτ
+ x = 0.

"#���� 
� � �(� ���� ε2

δ2 = O(1) ���� ���� � �#���� ��� � �#���� 2#�� ���
����%��� 
� ��
�� ��� ����� �����8 �

ε2

δ2
= O(

1
δ
)

���� ���� � �#���� ��� � ��.��#�� 2#�� ��� ����%��� 
� ��
�� ��� ����� ������
*��
 �#��� ��#���%�� � �(� δ = ε ��� �#� dx0

dτ = 08 ��2�� ��
 ��
�� ��� �
�%��� �����$� �� δ8 ��2�� ���� 2#�� �#���� ����� ��
 �(3�
�0���� � 2#��
ẍ� *�� ��.��#� ��#���%�� ���#
�(� δ = ε2 ��� �� �#24��(� $�� ��� 2#��
�#���� ����� $�
����

d2x0

dτ2
+
dx0

dτ
= 0.

	�2 ��
�� �� ��%��#��2 �#24��(� ?�� ����� ���#
�(� $�� ��
 ��#���%�� ?�@@8
������ �
 ��
�
���������(� ��  #2
� (� T = m

k @ ��� � �.�� �� ��
��

x0(τ) = B + Ce−τ = B + Ce−s/ε2 = B + Ce−kt/m� /#���(�����
��� ���
�
�#����� �
����� $�� τ = 0 ���#
�(� x0 = xi � V m

k (1 − e−kt/m)� 5�� ��


��%��#��� �.�� � �(� x0 = Ae−λt/k� "#����(�
� 
� ��#�(� �
� �(��2(�#�
3� ��(��%���2 �
���$(� ����(� � ��%��#��� �.�� $�� t → 0 
� �$���
��
��� ���� ��(��� (� ��
 ��%��#��� $�� t → ∞8 �#� ���#
�
��� �� 2#�� � �(�
A = V m

λ � <� �(��2(�#3� ��(��%���2 �
���$(� �� ��
��

x(t) � V m

k
(1− e−kt/m) +

V m

λ
(e−λt/k − 1).

5�� (�$��.��#� ��#�4��� (��#�.(� 
� ��#�(� ��#���2��#�� 2#�� ��� ��

���$(� $�� ��
 �.#��� ��� ��%��#���� ��� ��%��#���� �.��� ��� 2 � (2
� ���
�#%��.�
��� 2#��� �������
 �3�#(20�
��� �� ���������� ��� �
�#(�$�� �%

�.��%
 (� ��
 ���� �#2�� 2�%� ��� $�� ��� �#%��.�
��� 2#�� (��#�.(� 
� ���
#�(� �
� �(��2(�#3� ��(��%���2 �
���$(� �(��#���(4�
�
��� ��� 2#��
G��2��#�� ������

�'



��. �������� /����%�  �����	���

9 ��
�����  �(���
 �
���#���%
 �������� ��
 ��#����% 
2(� �� ����������
�� �1!� ��2 ��� Guldberg ��� Waage�
�%$&' �!"+*' (*' �"8 ' 9Law of mass action: - #�(2� (���  �(����
�
���#���� ��
�� �
���$�� (� �� �$��
�#%�� �%
 �
���#�
�%
 �� ��(4�
�

(�#�� G%(�
� �� �.
�(� ��� (� �� ���� ���(��#��� �����#� ����

� !"���#$ 5�� ��  �(��� �
���#���

aA + bB � cC + dD

2�� A, B, C, D ��
�� ��  �(���� �
����� � ���� ��� �� (��� �
 ���
 �
���
�#��� ��� a, b, c, d �� ���� ���(��#���� �����#�� ��� �
������ � � �(� 2��
� #�(2� ��� ������ �
���#���� ?→@ ��
�� kf [[A]]a [[B]]b8 �
� � #�(2� ��� ��

����#�3�� �
���#���� ?←@ ��
�� kr [[C]]c [[D]]d 2�� (� [[X ]] �(4���0�(� ��

�$��
�#%�� �� ���� ��� X � - �
����2� #�(2� ��� �
���#���� �� ��
��

kf [[A]]a [[B]]b − kr [[C]]c [[D]]d,

2�� kf ��� kr ��
�� �����#�� �
���$���� *� �
����  �(���� ���##����� � �(�
2��

kf [[A]]a [[B]]b = kr [[C]]c [[D]]d,

��� � �����#� ���##����� keq ��
��

keq =
kf

kr
=

[[A]]a [[B]]b

[[C]]c [[D]]d
.

"�#����$(��� ���� ��%��
  �(���
 �
���#���%
 ��
�� �� ���� >
�@

A→ B

*� ��� ��
 ��#���%�� �
� mole �� A ���� ��
 �
���#��� ��#�$�� �
� mole
�� B� - #�(2� ��� �
���#���� ��
�� −k[[A]] ��� � ����%�� �� ��#�$#�3�� ��

(���4��� ��� �$��
�#%��� �� A ��
�� d[[A]]
dt = −k[[A]] 2�� k ��
�� � �����#�

��� �
���#�����
4@

2A→ B

*� ��� ��
 ��#���%�� �.� mole �� A ���� ��
 �
���#��� ��#�$�
 �
� mole
�� B� 9 ����%�� �� ��#�$#�3�� �� (���4��� ��� �$��
�#%��� �� A ��
��
d[[A]]
dt = −k[[A]]2 2�� k ��
�� � �����#� ��� �
���#�����
5�� ��
 �
���#��� �� �.��

A +B → C

2(��� � �(� d[[A]]
dt = −k[[A]][[B]]�

	
���#����� �� �.�� A +B + C → D �(4��
�
 ���
�� ��� ��
�� �#����
���.������ 2��
 �3�#� ��� (� �
��(2 ����

�!



�/�+* +( 7�!"' /*$���'  �(-�! +*' � � 7�!$&�! +- ' -� (�
����
��� �����#�� ���  �(���� �
���#���� ��
�� ������� ���� �� �.� (��� ��� ����%�
��� 
� ��
�� �(4��� 2��
 �3�#� ���� (�
���� ���� 5�� ��#����$(� $�� ��


�
���#��� A → B 2�� d[[A]]
dt = −k[[A]] � �(� [k] = T−1 �
� $�� ��
 �
���#���

d[[A]]
dt = −k[[A]]2 � �(� [k] = L3M−1T−1�
������ � �����#� ���  �(���� �
���#���� k $�
��� ���#����� ��2 �� ��#�

(��#����� - �2$�� $�� ��2 ��
�� 2�� �.(3%
� (� �� ��%#�� ����$�� 3����
�� Eyring (��  �(��� �
���#��� �#���� 
� ��#4�� �
� ���2 �
�#$���� $�� 
�
����� ����

A+BC

ABC

AB+C

k+ k+

DG

* �(� ��'> ����4��� ��� �
�#$���� ���� �� ���#���� (���  �(���� �
���#�����

<� �#�L2
�� A +BC � �
 ������ ���2 �
�#$���� �2$% ��  �(���. �
��
(���. ��� $�� ����(�
� ��#(��#���� ��� ������ ���� �� ���#���� (���  �(����
�
���#���� � �(� (�� (���4��� ���� ��� ��%��#���� �
�#$���� �� ���$�� ��
(�� �����(� ��������� ?�������@ � �(���0�
��� �� �.(���$(� ABC+

+ � ���
�2��
 �� �.���(� ���$����� �� (�� ���
�.#$�� �����(� ��������� ?�������@
��(��#$�
��� �� �#�L2
�� AB + C� * �(����� � �(�

A+BC → ABC+
+ → AB + C.

9 (���4��� ��� �
�#$���� ��2 ��
 �# ��� ���
 ������ ���������8 ∆E = Eact8
�� ��
�� ���#������ $�� 
� �#�$(���������� �  �(��� �
���#��� �
�(�0����
�
�#$��� �
�#$�������� ��� �
���#���� ?Activation Energy@ ��� ��
�� ��� (� ��
(���4��� ��� ��%��#���� �
�#$���� �� ����(���� ∆G ? (� ∆G < 0 �2$%
�
�#����� @ ��  #���0���� �� �.���(� $�� �� � �(����(2 ������.� �#�L2
����

- #�(2� ���  �(���� �
���#���� ���
���� (� �� ��#(��#���� ��� �.(3%
�
(� �� 
2(� �� Arrhenious � �(� 2��

k = Ae e
−Eact

RT ,

� ln( k
A ) = −Eact

RT 8 2��
Eact ��
�� � �
�#$��� ��� �
���#���� ?J mole

−1@8
T � ��#(��#���� ?oK@

��



R � ��$�2�(�� �����#� ��#�%
 ?= 8.314J mole−1 oK−1@
Ae �����#� �
���$����

5�� �.� ���3�#������ ��#(��#����� T1 ��� T2 � �(�

k(T1)
k(T2)

= exp
(

E

RT1
− E

RT2

)

�

k(T1) = k(T2) exp
(

E

RT1T2
(T1 − T2)

)
.

*� ����� ����(��� �(4��
�� 
� � �(� (�$��� ��(� $�� ��
 �
�#$��� �
�#�
$�������� ��� �
���#���� �� � ��� (� ��� ����(�
���� ��� ��#(��#�����8 ��
�2�� � �2$�� E

RT1T2
��#�(�
�� � ��2
 �����#2� ��� � ��#���
% � ��� $�
����

k(T1) = k(T2) θ(T1−T2)8 $�� θ = exp( E
RT1T2

)�

� 3!&+�##�+* Frank - Kamenetskii 9 ��#���
% �#���$$��� (��#�� 
�
��#�$#�3�� ��� �
������ (� ��
 ��2���� �#2��� ,�%#�.(� ��
 
2(� �� Ar-
rhenious8 k = Ae e

−Eact
RT , $�� ��
 ����� ������(� 2�� � �
�#$��� ��� �
���#����

Eact ��
�� (�$���� =���% Tc (��  �#����#������ ��(� $�� �� ��#(��#���� ���
 �(���� �
���#���� ?�� � �
 �  �(��� �
���#��� ��(4�
��  �#� �� �
� �.#��
100oC � 200oC �� (��#�.��(� 
� ��#�(� ��
  �#����#������ ��#(��#����
Tc = 100oC @ ��� 2�� Eact

RTc
� 1 ������ Eact � 1� ,���(� Eact

RTc
= 1

ε (� ε� 1�
/#���(�����.(� �� (���� �(����(2 T = Tc(1 + εu) 2�� u � 
�� ���������

��#(��#����� <2��

−Eact

RT
= − Eact

RTc(1 + εu)
= −1

ε

1
1 + εu

= −1
ε

1 + εu− εu
1 + εu

= −1
ε

(
1− εu

1 + εu

)
= −1

ε
+

u

1 + εu
� −1

ε
+ u.

=	#� ������ Ae e
−Eact

RT � Aee
− 1

ε eu�

	"4* ��(-�! +*' 5�
��� $�� (�� �
���#��� ��� (�#3��

aA + bB + cC + . . .→ "#�L2
��

� #�(2� ��� �
���#���� ��
��

k[[A]]a [[B]]b [[C]]c . . .

��� � ���� ��� �
���#���� a+ b+ c+ . . .�

��� �
���#��� ��� ������ � ����%�� ��
�� ��� (�#3�� d[[A]]
dt = −k08 ��
��

(���
���� ������ 5�� ��#����$(� ���#�$�
��� ���.������ �
���#����� �� �(�
4��
�
 �� ����� 4�(��� � �
 #�(2 ���� ��� (�#3��� "�#����$(� ������

�1



����� �
���#���� � �(� ��� ��#�$%$� (���
��� ��� [k0] = ML−3T−1 ���
[[A]] = [[A0]] + k0t8 $�� [[A]](0) = A0�

9 �
���#��� A → B ��
�� �#���� ������ ��� d[[A]]
dt = −k1[[A]]8 d[[B]]

dt =
−k1[[A]]8 2�� [k1] = T−1� D.
�
��� ��� ��������� ���� � �(� [[A]] = [[A0]]e−k1t8

��� d[[B]]
dt = −k1[[A0]]e−k1t � [[B]] = [[A0]](1 − e−k1t) 2�� � �# ��� �$��
�#%��

��
�� [[A]](0) = A0�
"�#����$(��� �����%
 �
���#���%
 4#����(� ���
 ��#���%�� (��%��� #��

���L���2�%
8 ��� 4��(� �
��� ����
��%�� ��$2
�8 ���
 �
��
�� 4����#���%
8
��$�� ������

9 �
���#��� A +A → B ��
�� ��.��#�� ������ =-��
 �3�#� ��� #�(2 (����

4���� ��� �$��
�#%��� �� A � �(� d[[A]]
dt = −k2[[A]]28 ��� [[A]](t) = [[A0]]

[[A0]]k2t+1 �

=-(��� � �
���#��� A +B → C ��
�� ��.��#�� ����� ��� d[[A]]
dt = −k2[[A]][[B]] ���

[[B]] = [[B0]]− �� (�#�� �� B �� � �� �
���#���� = [[B0]] − ([[A0]] − [[A]])� 5��
[[B0]] > [[A0]] � �(� �� �.�� ��� ����%���

ln(
[[A]]
[[B]]

)− ln(
[[A0]]
[[B0]]

) = −k2([[A0]]− [[B0]])t.

9 �
���#��� A + R → 2R � ����� ��
�� ������������ ��#����0�� ��
 ����
�(��#�3�#��

"�#����$(� �
���#���� ��.��#�� ����� � �(� ��� ���������� � �(����(�.
�#�����%
8 ���
 ��
����� 4����#���%
 ������

5�
��� �� (�� �
���#��� n ����� $�� �� �$��
�#%�� C �� �
���#�
���
� �(�

dC

dt
= −kCn.

9 ���� ��� �
���#���� n (��#�� 
� ����$����� ��2 �� � ��� ln(− dC
dt ) =

n ln(C) + ln(k)� ���#�
��� ���#�(����� �� #�(2 dC
dt ��� �� �$��
�#%�� C

$�� ���3�#��  #�
���� ���$(�� � �(� 2�� � ���� ��� �
���#���� ��
�� ��� (� ��

����� ��� ������ �� $#�3�(���� ��� ���2����� ln(− dC

dt ) %� �#�� ln(C)�

ln(K)

ln(-dC/dt)

ln(C)

n

* �(� ��!> 5#�3��2� ����$��(2� ��� ����� n (���  �(���� �
���#�����

�)



�)+(�$ ( ��(��!"+�6� "����� 3�#�� ����.(���� 
� (�
����������(�
3��
2(�
� �� � ���0�
��� (� ����(��� �
���#���%
 ������ �.� � ��#���2��#��
�
���#����� ��(4�
�
  �#� ���2 #�
�� "�#����$(��� �����%
 �
���#���%

��
�� >

• A → B → C,

• NH3 −N → NO−
2 −N → NO−

3 −N,

• NH3 +
3
2
O2 → NO−

2 + H+ +H2O

NO−
2 +

1
2
O2 → NO−

3

NH3 + 2O2 → NO−
3 + H+ +H2O.

5�� �� �������� ��#����$(� ��%#�
��� 2�� �� ��$2
� (��� �� ���
 �
���
�#��� ���. ��$�8 (� ��
 �

��� 2�� 4#������� �� �3��
�� ��� � �$��
�#%�� ��
��#�(�
�� � ��2
 �����#� ���� �� ���#���� ��� �
���#����8 � �$��
�#%�� ��
O2 (��#�� 
� ���##�3���� ��� �����#� ��� �
���#����� ,���
��� [[NH3]] = A8
[[NO2]] = B8 [[NO3]] � �(� 2�� >

dA

dt
= −k1A

dB

dt
= k1A− k2B

dC

dt
= k2B.

D.
�
��� �� ��#���
% �.���(� � �(� A = A0e
−k1t ��� dB

dt = k1A0e
−k1t−k2B

� B = B0e
−k2t + e−k2t

∫ t

0 e
k2s(k1A0e

−k1s)ds� ,���
��� NT = A0 + B0 + C0

� �(� C = NT −A0e
−k1t −B0e

−k2t − A0k1
k2−K1

(e−k1t − e−k2t)�

�$,-�!&$�' ��(��!"+��' ��� �(3��#�(� �
���#��� � �� �� (�#3�

A � B.

*� ��� ��
 ��#���%�� � �(� �� ��2���� �.���(� $�� ��� �$��
�#����� �%

A ��� B�

d[[A]]
dt

= −k1[[A]] + k2[[B]],

d[[B]]
dt

= k1[[A]]− k2[[B]], .

������ � �
����� �$��
�#%�� CT = [[A]] + [[B]] = A0 + B0 $�� A0 = [[A]](0)8
B0 = [[B]](0)8 ������ � �
����� ���2���� ����. ���
 �
���#��� ��#�(�
��
�����#�8 ���#
�(�

d[[A]]
dt

= −k1[[A]] + k2(CT − [[A]]),

&+



��� �#�

[[A]] = A0e
−(k1+k2)t +

k2CT

k1 + k2
(1− e−(k1+k2)t).

�� �� ������	
� Michaelis - Menton ������� !�"#���

9 �
���#��� Michaelis - Menton ��
�� �
� ��#����$(� �
���#���� �� � ����
��� ��
�� (����. �
� ��� �.�� 	�� � �
���#��� �������� �
� (� �
��(2 �.�
4�(��%


E + S
k1

�
k2

[ES] k3−→ E + P,

2�� E ��
�� �� �
0(�8 S ��
�� �� �
���#�
 ��� P ��
�� �� �#�L2
� - #2���
�� �
0.(� ���  �(��� �
���#��� ��
�� 2�� (���
�� ��
 �
�#$��� �
�#$��������
��� �
���#���� �
� ��#������ ���
�� �� #�(2 ���� "#�$(��� $�� �
�#$���
�
�#$�������� E1 > E2 � �(� 2�� $�� �� #�(2 ��� �
���#���� �� .�� k1 =
Ae−

E1
RT < k2 = Ae−

E2
RT �

5�� �� �$��
�#%�� ��� �
%��� ES � �(�

d[[ES]]
dt

= k1[[E]][[S]]− k2[[ES]]− k3[[ES]],

�
� $�� �� �#�L2
 P �� .��

d[[P ]]
dt

= k3[[ES]].

9 �#��� �
���#���

E + S
k1

�
k2

[ES],

$�
���� (� ���. ��� $#�$�#� #�(2 �� � ��� (� �� ��.��#�

[ES] k3−→ E + P,

������ � �(� k3 � k2, k1 ��� (��#�.(� 
� ��%#���(� 2�� � �
���#��� E +
S k2 �k1 [ES], 4#������� �� ���##���� �
� ����������� � ��.��#�� �� 4��� ���

��
 �2���� (��#�.(� ����(� d[[ES]]
dt = 0 ��� ���#
�(�

(k2 + k3)[[ES]] � k2[[ES]] = k1[[E]][[S]],

�

kM =
k2

k1
=

[[E]][[S]]
[[ES]]

.

�������
 �
 ET ��
�� � �
����� ���2���� �
0.(� �� (��� �� ���
 �
���#���
� �(� 2�� ET = E + ES8 �#�

[[ES]] =
[[ET ]][[S]]
kM + [[S]]

,

&�



���
d[[P ]]
dt

= k3
[[ET ]][[S]]
kM + [[S]]

.

- 2#�� [[ET ]] ���
�� �� #�(2 �
���#���� ��� 2#�� k3[[ET ]] = µmax[[P ]] ��
�� �
(�$����� #�(2� �.����� �� �#�L2
��� ��� � ����%�� $�
����

d[[P ]]
dt

= µmax
[[P ]][[S]]
kM + [[S]]

, ?���!@

(� [[S]] = S0− [[P ]]8 2�� S0 ��
�� � �# ��� �$��
�#%�� �� S� 9 ����%�� ?���!@
(�� ��
�� ��
 #�(2 ��� �
���#���� Michaelis - Menton�

*�� ��#���%�� 2�� [[S]]� kM � ����%�� �#���$$������ $�
����

d[[P ]]
dt
� µmax

kM
[[P ]][[S]],

������  �#����#�0���� ��� �� �(��#�3�#� (��� �
���#���� ��.��#�� �����8 �
�
��
 [[S]]� kM � �(� 2��

d[[P ]]
dt
� µmax[[P ]],

������  �#����#�0���� ��2 �� �(��#�3�#� (��� �
���#���� �#���� ������
�������
 � #�(2� �.����� ��� �
���#����8 µ ��
���� ��� �� � ���

µ =
d[[P ]]

dt

[[P ]]
= µmax

[[S]]
kM + [[S]]

.

[S]

µmax /2

µmax

KM

* �(� ���> 7�(2� �.����� ��� �
���#���� Michaelis - Menton�

&�
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,�%#�.(� (��  �(��� ���� �$��
�#%��� c � ����� �2������ �� (�� ��2��#(�
�
���#��� ��.��#�� ����� �� �
�  %#�� �� ����� (��#�� 
� ��%#���� (�
�����
�����8 (���� L� =� �(� 2�� c = c(x, t)8 0 ≤ x ≤ L8 t > 0� 9 �$��
�#%�� ���
 �(���� ����� ���
������ ��
 ����%�� ��� ��� ��� >

∂c

∂t
= D

∂2c

∂x2
− kc2.

9  �(��� �
���#��� ����
���
�� ��  �(��� ���� (� #�(2 r(c) = kc28 �
�
��#������ � �(� ��� �� ��� ����� ��� (�
���������  %#��� D ��
�� � ��

�������� ��� ��� ��� k � �����#� �
���#����� =���% 2�� D = 1

60 cm
2 s−18

k = 1
3000 m

3 kg−1 s−1� ������ ��%#�.(� 2�� $�� x = 0 ��� x = L � �$��
�#%��
���  �(���� ����� ��
�� ���$ 2(�
� ��� ��#�(�
�� �����#�8 c(0, t) = 50 kgm−38
c(L, t) = 100 kgm−3�

,���(� 
� ��.(� �
 �� D8 k ��
�� J(��#�K � J(�$���K 8 ������ �
 ��� ������

����� �#��# �� � ��� ��8 ������ � 2#�� D ∂2c
∂x2 8 � � �
���#���8 ������ � 2#��

−kc2�
	# ��� ��
�
�������.(� �� �$��
�#%�� c� =�
� 3���2 (�$���� �
�3�#��

$�� �� �$��
�#%�� ��
�� � ��(� ��� �.
�#�� ,���(� c0 = 50 kgm−3 ��� �
 u
� ��������� (���4���� $�� �� �$��
�#%�� � �(� u = c

c0
� 9  �#����#������

���(��� $�� �� c ��
�� ������ ���� u ∼ O(1)�
�3�#(20�
��� ��
 ��#���
% ��
�
��������� ��� �#24��(� � �(�

∂u

∂t
= D

∂2u

∂x2
−Au2.

u(0, t) = 1, u(L, t) = 2,

(� A = 50 kgm−3k = 1
60 s

−1�
E����(� 2�� � �����#� A = 1

60 s
−1 ��� 
�� J(��#�M8 ������ 2�� � �
���#���

��
�� �#$� �� � ��� (� �� ��� ��� ������ � �����#� A (�� ��
�� (��  #�
���
���(��� �� � ���0���� (� ��
 �
���#��� t0 = 60 s�

��
�
�������.(� ��  #2
� (� (�� ���(��� �
�3�#��8 ���% T ��� τ = t
T 8

2�� τ � ����������  #2
���
9 ����%�� $�
����

∂u

∂τ
= TD

∂2u

∂x2
−ATu2.

= TD
∂2u

∂x2
− u2, $�� t0 = T .

E����(� 2�� � �
���#��� (��#�� 
� ��%#���� �#$� $�� (��  #�
��� ���(���
��� ����� �����%
 ����#�����%
 ��� $#�$�#� $�� (��  #�
��� ���(��� ��� �����
%#�
�

&�



=���% 2�� T = 1 s �2�� �� �#24��(� $�
����

∂u

∂τ
= D

∂2u

∂x2
− 1

60
u2 � D∂

2u

∂x2
,

��� � �
���#��� ��
 ���0�� #2�� ��� ���������� ?D � 1
60 @� ��
 T = 3600 s = 1 h

� �(�

∂u

∂τ
= 3600D

∂2u

∂x2
− 60u2.

� 60D
∂2u

∂x2
� u2,

������ $�� (�� ������  #�
��� ���(��� �� �#24��(� ��
�� �����(� ?� 2#�� ∂u
∂τ

��
�� �(������� @�
,� (�������(� �� �����(� �#24��(�� <� ���������2 �#24��(� �� ���#�


�(� $�� T = 1 s ��
 � �� �
���3�#�
8 ��2�� ��
 J4����(�K �� 3��
2(�
� ���
�
���#���� ��� �����������

,���(� 
� ��.(� �2�� ��(�
���2� ��
�� � �
�������� ��� ��� D� 	�28
2�%� �� ��.(�8 ���#����� ���
 ��#�.�� 3��� ��2 ��
 ���(��� �
�3�#�� ��
(���� �� �#�4��(����� ����#�
�(� ��� ��#�������� >
a@ L = 1

10 mm �� � �
 �� ��(� ��
�� �#� ������
b@ L = 1m �� � �
 �� ��(� ��
�� �
�� 4��(� �
��2� �
���#����#���

-� �.� 2#�� D ∂2u
∂x2 ��� Au2 ���##���.
8 �
 � �(� �
� �
���(��� (���� ��

� ��� (� ��� ��#�������� (a) ��� (b)� "#�$(��� �
 l ��
�� �
� (���� �
�3�#��
��� x = ly8 2�� y �� ��������� (����8 � �(�

D
∂2u

∂x2
� Au2,

(� D = 1
60 cm

2 s−18 A = 1
60 s

−18 � ��
�
�������
���

D

l2
∂2u

∂y2
� Au2,

���

∂2u

∂y2
� u2,

$�� l2 = D
A = 1 cm28 l = 1 cm�

,� �������(� ��
 ��#���%�� (a)� ,���(� l = L = 1
10 mm = 1

100 cm� <2��

D

L2

∂2u

∂y2
� Au2,

(� D
L2 = 1

60104 s−1� =	#�

∂2u

∂y2
� εu2,

&&



(� ε = 10−4 ��� u(0) = 18 u(1) = 2� N���.
�(� � �(� uyy � 0 ��� u � 1 + y8
�
����$�0�
��� ��� �
�#����� �
������ <����� c � 50(1 + 100x) kgm−38
(��#�
��� �� x �� cm�

u=1

 u=2

y=0 y=1

* �(� ��1> 	# ��� �
���� $�� �� �$��
�#%���

5�� ��
 ��#���%�� (b) � �(� l = L = 1m = 100 cm ��� � ����%�� $�
����

D

L2

∂2u

∂y2
� u2,

(� D
L2 = 1

6010−4 s−1 � =	#�

ε2
∂2u

∂y2
� u2,

(� ε = 10−2 ��� u(0) = 18 u(1) = 2�
��� ��D ��
�� J(��#2K ������ � ��� �� ��
�� ��� �#$� ���������� �� � ��� (�

��
 �
���#���� <� �#24��(� ��
�� u � 08 � �#���$$��� ��� 2(%� ��
 ���
������
��� �
�#����� �
����� ��� �.
�#� u = 1 $�� y = 0 ��� u = 2 $�� y = 18 �#�
� �(� �
�#���2 ��#�(� ��� ��(��� y = 0 ��� y = 1�

��
�� ��� y = 0 �3�#(20�(� ��
 ����$� ���(���� y = εz8 ���� ���� �

�
�������� �� 2#� ∂2u
∂y2 
� $�
�� (�
���8 ��� � �(�

∂2u
∂z2 � u2, ?����@

u(0) = 1, limz→∞ u(z) = 0.

9 �
�#���� �
���� limz→∞ u(z) = 0 ��3#�0�� �� $�$�
2� 2�� (��#�� ��2 ��
z = 0 � u �#���� 
� ��
�� (���
� ������

∂

∂z

∂u

∂z
=

∂

∂u

∂u

∂z
(
∂u

∂z
) =

∂

∂u
(
∂u

∂z
)
∂u

∂z
,

&'



u=1

 u=2

y=0 y=1

* �(� ��)> *
�#���� ��#�(��� ��
�� ��� ��(��� y = 0 ��� y = 1�

�#� ∫
∂2u

∂z2
du =

∫
u2du �∫

∂

∂u
(
∂u

∂z
)
∂u

∂z
=

u3

3
+ C �

1
2
(
∂u

∂z
)2 =

u3

3
+ C.

=� �(� 2�� ∂u
∂z < 0 �#� ∂u

∂z = −(2
3 +C′)1/2� ������ $�� z →∞ �� .�� 2�� u = 0

��� ∂u
∂z = 0 ���#
�(� C′ = 0� ���(�
%� ∂u

∂z = −
√

2
3u

3/2 ��� u−1/2 = 1√
6
z +B

2�� B = −C′/2� 	�2 �� �
�#���� �
���� u(0) = 1 ���#
�(� 2�� B = 1 ���
������ u = 6

(z+
√

6)2
�

��
�� ��� y = 1 ����(� y = 1− εz� <� �#24��(� $�
����

* �(� ���+> 	���$� (���4����
 y = 1− εz�

∂2u
∂z2 � u2,

u(0) = 2, limz→∞ u(z) = 0.

=-(��� ���#
�(� 1
2 (∂u

∂z )2 = u3

3 +C8 2�� C = 0 ������ u = ∂u
∂z = 0 $�� z →∞�

&!



=	#� u−1/2 = 1√
6
z + B ��� ����(�
� 2�� u(0) = 2 � �(� B = 1/

√
2� <�����

u = 6
(z+

√
3)2

�

��
�
��� �� �
�#(�$� �%
 �.��%
 � �(�

u � 6
(y

ε +
√

6)2
+

6
(1−y

ε +
√

3)2
.

9 ��#���
% ��3#���8 �����#�3�
��� ���� ����������� (���4�����8 $�
����

c(x) � 6c0ε2L2
[
(x+ ε

√
6L)−2 + (L+ ε

√
3L− x)−2

]
.

&�
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#�� �
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��� ������
 ��
 �� 1
������� ���

�������"���

9 �#�(����� �.���� �� �����(�. ��� 5�� ���� ��� � �.���� ��� ���� ���
3��� ����
��%��� �2#%
 ������ ���� 4��(� �
�����(�
�� ���
%
��� � �� �(����
���������� ��� ��#�4����
� 9 ��� ��(�
���� ��%� ��
�� ��� �� � �� 
� ��
��
(� ��
 ����$� �� ���(���� ��� 5��� 9 �������#%�� (�$��%
 �������%
 ���
#�%
 CO28 CH48 N2O ���� ���
 ��(2�3��#� �2$% �
�#���
%
 �#����#�����%

?� � ����(�����8 �����(��� ����@ �#������ (���4��� ��� ��#(� %#����2�����
��� ��(2�3��#�� ?�$��%4�0���� ��#(2����@ �#�$(� �� � �� ��
 �
�(�
2(�
�
��������(� ��
 �.���� ��� (���� ��#(��#����� ��� 5��� 	�2 �� 3��
2(�
�
�
�(�0���� 3��
2(�
� �� ��#(������ (�� ��� �
���$�� ��
�� ��� � (� �
��(2�
��#(�
��� �
2� ��#(�������

5�� 
� ����������(� �
� (�
���� $�� �� 3��
2(�
� ��2 �� �#���� �#���

� ����
����(� �%� (��#�.(� 
� 3�����(� �
� (�
���� $�� ��� 3�����$����
(���4���� ��� ��#(��#����� ��� 5���

����� $!�����	
�	��� �!�	%���� ��� &�

9 5� ��#(��
���� ��2 ��
 ����
�4���� �� 9���� 	�� ���##�3���� ���� 30%
��2 �� �.

�3�8 25% ��2 ��
 ��(2�3��#� ��� �� �2����� 45% ���##�3���� �
�
��
������� ��2 �� 4�������8 �� ���3�� � ��� %���
�.��

*� ���� (��� � ���#�� ��#(2����� �#������ (���4��� ��� ��#(��#�����
�� (��� �� ���$�� �� �
�����$� ?��#��@ ��#(2����� (��% ����
�4����� �
���3�� (� ���� ��(��� � �� ������(�� �������
8 �3�. �� ���3�#����� ��(���
� �
������� ��� 5�� ?���3��8 ��(2�3��#� ����@ � �(� ���3�#����� ����#���
��� ���#��� ��#(2����� ��2 ��
 =9���8 � �(� ��� ���3�#������� ���
 (���3�#�
�
�#$���� ���� ���3�#�� �
������� ��� 5�� ?� � �
�����$� ��#(2����� �
�(���
��� ���3�� ��� ��
 ��(2�3��#�@�

����4���� ������ ��#���#�.
��� (����. �#�����
 ��� ������
 ��#�� �
 �
�� � ��� (� ��  #�
��� ���#���� (��� �(�#�� � �
2� ����� 	�2 �� ���� 4���
�#���� 
� �#�����#���(� ��
�� ���2 ::��((���;; ��� 5�� ��� ��� ��(2�3��#��
�
���3�#�� ���
 �
�����$� ��#(2����� (� ��
 =9����

5�
��� (�� (��#� ����$� ��� ��#(� %#����2���� ��� 5�� �� �#��������
(��#�� ����$�� ��� ��#(��#���� ��� 5�� ���� 2(%� (��#�� 
� ��
�� ��(�
�����
$�� �� 0%� ��� 5�� ������ 4����2 ���� ��� ��� ����������� ��
�� �  #�
���
���(��� ���
 ����� � �(� �$%$� ��#(2����� �� �
� ��(� 2�%� � 5��

��
 $�� �� 5� ��%#���(� ��
  �#����#�����2 �
������� ��#(���� �$%�
$�(2����� ��2
 �� $#�
���8 k �  #�
��� ���(��� $�� �� ��� �� ��#(2�����

��� 5� ��
�� R2

k ∼ 94 · 106  #2
��8 2�� R � ����
� ��� 5��� 	�2 (�� ���� 2��
���. ��$� ��� 5�� ���#��0���� ��2 ����$�� ���
 ���#�� ��#(2����� ��� ���#����
(��� �(�#��8 ���� � ��� ��#�2�� $�� ��
 ����� �� 3��
2(�
� �� ��#(������
3������� ������ ��#��� $�� '+  #2
��� ,���(� 
� ��.(� �� ����$�� ��#(��
�#����� ���
 ���3�
��� ��� 5�� (� #� ���2 4���� �#�����.
 �������� (���4�����
"�#�(�
�(� ��2 �� 4���� 
� ��
�� ��� ����� ��

√
kt8 2�� $�� t ∼ 50  #2
��8

&)



� �(�
√
kt ∼ 41.5m�

����� ���
������ �!�	%����

	# ��� �� �������(� ��
 ����#��� �%
 ����
����%
 ��� ��#(���� ���#��� ���
���3�� ��� 5�� ��� ���#���� (��� �(�#�� � �
2� ����� 9 ��#(��� ���#�� ���

���3�
��� ��� 5�� φ ��%#�.(� 2�� (��#�� 
� ��3#����� ��
 (�� ���#� Fourier

φ(0, t) = Tyear cos(ωyeart) + Tday cos(ωdayt) + . . . .

5�� �2$�� ����������� �� ��%#���(� 2�� φ(0, t) = q cos(ωt)� =� �(� 2�� �
��#(��#���� T = T (x, t)8 2�� t �  #2
�� ��� x �� 4���� ��2 ��
 ���3�
��� ���
5�� ���
������ ��
 ����%��

Tt = kTxx.

������ � �
�#���� �
���� $�� x = 0 �� � �� �� (�#3�

−KTx(0, t) = q cos(ωt),

��� 0 < x <∞8 t > 0 �
� $�� x→∞ ����(� T (x, t)→ 0�

T       0,    x         0

T   = k Tt xx

−KT (0,t)=q cos(   t)φ (0,  )=t ϖ,

x

* �(� ���> * �(����� �
���#������ �� (�
����
�

D2$% ��� (�#3�� ��� �
�#����� �
����� �� �
�0�����(� �.���� ��� (�#�
3��

T (x, t) = �{F (x)eiωt}.
	
���������
��� ��
 ��3#��� �{F (x)eiωt} ���
 ����%�� ��� ��#(2����� � �(�

iωF (x) = kF ′′(x), ?���@

�
� � �
�#���� �
���� � �� �� (�#3�

−KF ′(0)eiωt = qeiωt,

'+



�
−KF (0) = q.

9 �.�� ��� ����%��� ?���@ ��
��

F (x) = C1e
−(i+1)

√
ω
2k x + C2e

(i+1)
√

ω
2k x.

	�� �� �
���� T (x, t)→ 08 $�� x→∞ � �(� F (x)→ 08 $�� x→∞ ��� �#�
C2 = 0� ������ ��� �� �
���� F ′(0) = − q

K ���#
�(�

C1 =
q

K
√

ω
2k

1
1 + i

=
q√
Kωρc

(√
2

2
(i− i)

)

=
q√
Kωρc

[
cos

(
−π

4

)
+ i sin

(
−π

4

)]
=

q√
Kωρc

e−i π
4 .

<����� 2�%
 �3�#� ��
 F (x) � �(�

F (x) =
q√
Kωρc

e−(i+1)
√

ω
2k x−i π

4 ,

���

T (x, t) =
q√
Kωρc

e−(i+1)
√

ω
2k x ei(ωt−π

4 ),

�
�

T (0, t) =
q√
Kωρc

ei(ωt−π
4 ).

�)$3�!"+$ ( <� ������ �%
 ����
����%
 T̂ ��� ��#(��#����� $�� x = 0
��
�� T̂ (0, t) = q√

Kωρc
� ������ ��
 � �(� (���3�#� ��#(2����� �� (�$���

4���� $���� �� ����
������ 3��
�
 �������� (� #�(2 e−
√

ω
2k x� 9 ��#(��#����

$�� x = 0 � �� ���3�#� 3���� (� �� #�� ��� x = 0 ���� �� 1
8 ��� ��#�2��� 	


� ��#(��#���� $�
���� (�$���� �� (���(�#� � (�$���� ��#(��#���� �� ���3��
�
����0���� � �#�� �#$2��#�� 5�� ������� (���4���� � ������#��� ��
�� ���
����� �%
 6 − 7 �4��(��%
� ������ ��
 ���
���� �� ω � �(� (��%�� ��
������ T̂ (0, t)� =���� ��2 �� � ���

ωday

ωyear
= 365 � �(� T̂year =

√
365T̂day �

20T̂day� =	#� T̂day � T̂year ��� �� � ��� (� �� 3��
2(�
� �� ��#(������ ��
(���4���� ���  #�
��� ���#���� (��� �(�#�� ��
 ���0�
 (�$��� #2���

=-�%
 �3�#� �� 4���� ��� ����#���� �%
 ���3�
�����
 (���4���
 �#���� ��
x 
� ��
�� ������ ���� � 2#�� exp

(√− ω
2kx

)

� ��
�� �(�������� =�
� ������

(���� ��
�� lω = 5
√

2k
ω � 5�� k = 10−6 w2

sec ?�
�������� ��#(���� ��� ���

�� $#�
���@ �� 4���� ����#���� ��
�� lω ∼ 0.8m $�� ��  #�
��� ���#���� (���
�(�#�� �
� lω ∼ 16m $�� ��  #�
��� ���#���� �
2� ����� E����(� 2�� (2
�
�!m 4���� ���0�
 #2�� ���
 �
�����$� ��#(2����� �� ���3�� (� ��
 =9����

'�



9 �
���$� ���2���� $�� ��� %���
�.� ��
�� l ∼ 1.8m $�� �� ���#���� �
2�
 #2
�� 	
 ��� ��#2�� ��� $�� �� ��� �� ��#(2����� ���� %���
�.� �#����

� �
����$���(� ��� ����� ��#�$�
��� � � �������� #�.(��� ���� ��� �
��(� ��
�� �
���������

- 2#��

exp
(
i

(
ωt− π

4
−
√

ω

2k
x

))
�
������ (� �� ����
�%�� ��� ������
.�� 2�� �� 3��
2(�
� �� (�����(�  ��
#����#�0���� ��2 �
� ��#(��2 �.(� �� .�����

√
2kω�

5�� ���
2(�
� � 
2���� ω �� ������ T̂ (0, t) (���
���� ���� 1√
ω
��� �#� ��

����
������ (� (�$��.��#� � 
2���� ����4�
�
��� ��� $#�$�#� ��2 ���� (�
 �(��� � 
2����� 9 5� �
�#$�� ��
 3���2 3���#� (���3�#�
��� G��2��#��
� 
2����� �� �
���#� ��#�(���� ���#�
��� �� ��#(��#���� ��� 5�� �� 4����
� �(� ���#�3�#��� $��  �(���� � 
2����� 2�%� $�� ��#����$(� ����
������
�� �3����
��� �� ������� �������8 3��
�(�
� (� ��#���� ����&  #2
�� ��#����

����' (������ �!�	%����

,� �������(� �%� (���4������� �� �#��$�.(�
� (�
���� �
 ��%#���(�  %#��
�� ����.(�
�� ���
 ���#�� ��#(��#������ =���% 2�� q = sin(µy)eiωt = φ(0, y, t)
�
� T = T (x, y, t)�

T   = k (T     + T    )t xx

x

q= sin(   y) e          =    (0,y,t)µ ωi    t φ

y

yy

* �(� ���> * �(����� �
���#������ �� (�
����
�

5�� ��
 ����%��
Tt = k(Txx + Tyy),

�
�0���.(� �.���� ��� (�#3��

T (x, y, t) = T̃ (x) sin(µy)eiωt,

��� ���#
�(�

T̃ ′′ − [µ2 +
iω

k
]T̃ = 0. ?���@

'�



E����(� 2�� � 2#�� ω
k �� � �� ���������� L−2 �
������ �� �� �
� (���� ��

� ���0���� (� ��� (���4���� ��#(2����� ��� 4���� �� ���3��8 lω� - 2#��
µ28 ?2(��� [µ2] = L−2@ � ���0���� (� ��� ����(�
���� ��� ��#(��#����� ���
$�%$#�3��2 ������ ��� 5��8 lh�

=� �(� 2�� lω ∼ 16m 2�%� ����$���(� ���
 ��� ���� ���� � �� (�
����
��� $�� 
� ��.(� ��� �������� (���4���� ���� ������ ���
 ���3�
��� ��� 5�� �
��2����� �#���� 
� ��
�� lh > 500Km8 �#� µ2 � ω

k � ������ � �.�� ��� ����%���
?���@ ��
�� ��� (�#3��

T̃ = Ce
−
�

(µ2+i ω
k )x � Ce−

√
i ω

k x,

�#���$$������ � �(� ��
 ���� (�#3� �.��� �� ���#
�(� �
 ��
 ��%#���(�
 %#���� (���4����8 ������ 2��
 T = T (x, t)�

<� �(��#��(� ��
�� 2�� � ���#��� ��#(���
 (���4���
 2�%
 �3�#� �� $��
%$#�3��2 ������ ��� 5�� ��
 ���0�� ��(�
���2 #2�� ���
 �
�����$� ��#(2�����
5�� 9���� ���(�
%� (��#�.(� 
� ��%#���(� �� 5� ��
 �
� ��#(��� ����2
��(��

"�#2(��� �(��#��(��� �#��.���
 �
 ��4�(� �2G�
 �� ��(��2���� ���
5��8 (���4���� 2�%
 �3�#� �� $�%$#�3��2 ������ ����

����� $!������ �!�	%���� �)*� ��� +	�������� ��� �!�,
��������

5
%#�0�
��� ��
 ����#��� ��� ��#������� ��#(�
��� ��� 5� ����(� 
� ��.(�
�%� (�� ����$� ��� (��� ���#�� ��#(2����� ����#� ���
 ���3�
����� ��#(��#��
��� ��� 5���

D2$% �%
 ��#�%
 �� ��#(������ � �(� �������
 ��#(2���� �� ���%�
#�.���� ���
 ��(2�3��#�� ,�%#�.(� ����2
 (�� ����$�8 �.���� ��� ��#(���
���#�� ��2 Q �� Q+ q� <� (�
���� �� �� �
��.��(� ��
�� � ����� ���2 ���
��
�� (2
� (�� �
����� $�� ��
 �
���#��� ��� 5�� �� (�� ������ ����� (���4��
��� ,�%#�.(� �� 5� ��
 �
� �$�$�(� ���#�2� =�
� ��� #��������2 (�
���� ��
��%#�.�� �� 5� ��
 �
� �(���$�
�� #���2 ��#�(� �� �� ��#(���� ���2�����
�� ��
�� � (��� ��(� ���
 �� ���3��8 ��� ��(2�3��#��8 �%
 %���
�
 ����

*� ��������� ���##����� � ���#�� ��#(2����� Q �����##������� ��2 ��
 ��
�#�� ��#(2����� ���� �� ���#���� ��� 
. ���� *� ��� �� ��#���%�� �� .�� �

2(�� �� Stefan $�� ��
 ����
�4����

Q = σT 4
0 ,

2�� Q ��
�� � ��#(2���� �� ��(���� T0 � ��#(��#���� �� ��� σ �����#��
��
 ��� � ���##���� �����#� ��� ��� � ���#�� ��#(2����� $�
�� Q + q ���

��
 �# � �����#���� ��� �
�#$���� ���#
�(�

φ(0, t) = −kTx(0, t) = Q+ q − σ (T0 + T (0, t))4 ,

������ � ���3�
����� ��#(��#���� (���4������� ��� ��2 T0 ���
���� ?$�� q > 0@
�������� ���� T (0, t) (� ������ �#2�� ���� �� �.���(� 
� ���
����� �� �����

����� ���##�����8 ������ %��� 
� �� .�� Q+q = σ (T0 + T (0, t))4 � Tx(0, t) = 0�

'�



Q
To To

4σ

* �(� ���> ���#�� ��� ���#�� ��#(2����� ���
 ���3�
��� ��� 5���

,� ������(�8 ��� ��2 ��
�� #��������28 2�� � ����$� ���
 ���#�� ��#(2�
����� ��
�� � ����� (��#�8 ������ 2�� q

Q � 1 ��� ���� �
����� ��#�(�
�(� 
�

� �(� T (0,t)
T0
� 1�

=� �(� 2��

−kTx(0, t) = Q+ q − σ (T0 + T (0, t))4 = Q+ q − σT 4
0

(
1 +

T (0, t)
T0

)4

= Q+ q − σT 4
0

(
1 + 4

T (0, t)
T0

+ 12
(
T (0, t)
T0

)2

+ . . .

)
.

�#���
��� ��� 2#�� �#��# �� ����� ��� ��#���
% � ��� ��� ����(�
� 2��
Q = σT 4

0 8 ���#
�(�

−kTx(0, t) = Q+ q − σT 4
0 − 4

T (0, t)
T0

+ . . .

= q − 4σT 4
0

T (0, t)
T0

. . . .

= 4
Q

T0

(
qT0

4Q
− T (0, t)

)
.

-�2�� ������ � �(� �� � ���

−kTx(0, t) = 4
Q

T0

(
qT0

4Q
− T (0, t)

)
,

� $�� β = 4Q
T0

��� Teql = T0q
4Q � �(�

−kTx(0, t) = β (Teql − T (0, t)) . ?���@

9 � ��� ?���@ ��
�� � 
2(�� G.��� �� Newton� 9 ��#(��#���� T (0, t) ��
���
���� (� #� 
� $�
�� ��� (� Teql ������ �� ��#(��#���� �� ��(���� ���
���
�.#�� ��������� ���##������
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<� 0���.(�
� ��
�� �  #2
�� ��  #���0���� � ���3�
����� ��#(��#���� ���
5�� $�� 
� ��#�� �� ��(� T0 +Teql� 5�� T0 = 290oK8 q

Q = 4% � �(� (�� �.����

��� (��� ��#(��#���� ��� 5�� Teql = T0
4

q
Q � 2.9oK� 5�� 
� �#�����#���(� ��

 #�
��� ���(��� ���
 ����� �� $�
�� ��� � ����$�  #���(�����.(� �� ��2����
��������(�� *$���#�(�
� ��%#�.(� �� ���� (�
���� �� ����������(� $��

� (�������(� ��� �#��%#�
�� ��#(��#������� (���4���� ��� 5��8 ������ Tt =
kTxx8 0 < x < ∞8 limx→∞ T (x, t) = 08 ���� (� �
�#���� �
���� $�� x = 0
−kTx(0, t) = Q′� *� ��� �� ��#���%�� (��#�� 
� ��� ��� 2�� � ��#(��#���� $��
x = 0 ���
������ ��
 ����%�� >

T (0, t) = 2µ
∫ t

0

Q′
√
t− t′ dt

′, ?��&@

(� µ = 1
2
√

πρcK
� =	#� $�� Q′ = β (Teql − T (0, t)) � �(�

T (0, t) = 2µβ
∫ t

0

Teql − T (0, t′)√
t− t′ dt′. ?��'@

	�� ��
�� (�� ������#%���� ����%�� Voltera (� �$
%��� �� �
�#���� T (0, t)�
H��# �� ���#�(� �� (�� ����3���0�� ��
 .��#�� ��� �� (�
����2���� ��� �.���
$�� ��
 ����%�� ?��'@�

������ � (������ ��� (� ��
 ����� �
� �#24��(� (�#���
 ���3�#���
 ������
��%
 (���� �(���0���� �� (�� ������#%���� ����%�� ��� �.
�#� ?(���
�
��� ��
�������� �� �#�4��(���� ���� �
� ��� ��������
��� �� �#24��(�@ �
�(�0����
Boundary integral method�

9 ���(���  #2
� ��  #���0���� � T (0, t) $�� 
� $�
�� ��� (� ��
 Teql (��#��

� �#�����#����� ��� ��
 ����%�� ?��'@� 5�� 
� �� ��
�(� ��2 �3�#(20�(�
��
 ����$� ���(���� θ = T

Teql
8 τ = t

t0
8 2�� �� t0 ��
�� �  #�
��� ���(��� ��

����(� 
� �#�����#���(�� 9 ����%�� ?��'@ %� �#�� ��� ���
�.#��� (���4�����
���#
�� �� (�#3�

θ(0, τ) = 2
µβ√
t0

∫ τ

0

1− θ(0, τ ′)√
τ − τ ′ dτ ′. ?��!@

=	#� (��  #�
��� ���(��� ������ ���� 
� �
�����#�
���� �� �������� (���4����
��� θ(0, τ) ���
 ����%�� ?��!@ �#���� 
� ���
������ �� � ��� 2 µβ√

t0
= 1 � t0 =

4πρcK√
t0

= πk
β2 = π

k ( k
β )2� 5�� t0 = 290oK8 q

Q = 4%8 Teql = 2.9oK ��� 2�� k =
0.34kw/(m2/sec)8 ?� #�(2� (� ��
 ����� � ��#(2���� �����#
� �� �.

�3�@
� �(� t0 ∼ 11 �(�#���

"�� ��#�4� (�
���� �� ��(4�
�
 �2G�
 �� ��#(� %#����2���� ��� ��(2�
�3��#�� ���� ��
�
 t0 ∼ 1  #2
��

	�2(� ��� ���.����� ��� ��#�4� (�
���� ��� 
�
 2�� ��2� �  �#����#��
����2�  #2
�� ��
�� ��2(� ��� (�$���� ��� 2�� � ����#��� ��2 �� 3��
2(�
� ��
��#(������ ��
 � �� $�
�� ������� ��2(��

''



����- $!�!������ �#
� *�	 �� !.�
�
� ��� �!��)���	�

,�%#�.(� �
� ����#��(�
� ���2 ��#(2����� �
� (�
������ ���3�
��� �� �����
���$(���� (���3�#���� �� (�� ������� ���3�
��� �
2� �$�$�(� ����.� 9 4�����
���� ��
�� 2�� �
 �#�����#���(� �� ����
�(� ��� ��#(��#����� �2$% ���$(�����
���#��� ��#(2����� �� �
� ��(��� ��  �#� (��#�.(� 
� ����$���(� ��
����
�(� ��� ��#(��#����� �2$% ������������ ���#��� ��#(2����� �� ������
��(��� �� �����������  #2
� ���� �#������
��� ��� �
���3�#�� ��2 �������
��$�� ���  �#� ��� ��  #2
��

,�%#�.(� 2�� � �(� �� ��#(��� ��$� ��� ��(��� x = 08 t = 0 ���2����� Q
�
� (�
��� ���3�
����� 	
 T (x, t) ��
�� � ��#(��#����8 ��� ���
������ �� ����
�#24��(�

Tt(x, t) = kTxx, −∞ < x <∞, t > 0,
T (x, 0) = 0, x = 0,

lim
x→±∞T (x, t) = 0,∫ ∞

−∞
T (x, t)dx = Q′ =

Q

ρc
.

Τ=0 Τ=0

x x
Εισροη  : θερµοτητα /επιφανεια

Q

* �(� ��&> *�(���� ���#�� ��#(2�����
�

-� ��#�(��#�� �� �#�4��(���� ��
�� �� ���2����� x, t, k, Q′ ��� T �#� � �.�
�� �� ��
�� ��� (�#3�� T = T (x, t, k,Q′)� /#���(�����
��� ���������� �
����
(��#�.(� 
� ��������(� ��� �(��#��(� 2�� T = Q′

√
kt
U(ξ)8 (� ξ = x√

kt
� 	�2

�� ��������(� (�� ��� 
�� ��� �
�� (���� �(����(2� ���������� $�� �� �#24���
(� ��
�� � ���� (T, x, t) → (U, ξ, t)� =���� (��#�.(� 
� ��#�(� �
� �#24��(�
%� �#�� �� U = U(ξ) ������ (�� �
��� ���3�#��� ����%�� �
�� (��� (�#����
���3�#����� 9 (���4���� ξ = x√

kt
�
�(�0���� (���4���� �(��2����� ?similarity

variable@ ��� � �
������ � �.�� �(��2����� ?similarity solution@8 ������ �(��2�
���� ��� �.��� $�� ���3�#��  #�
���� ���$(��� 	
 � � T0 � ��#(��#���� $��

'!



x = x08 t = t0 ������ ξ0 = x0√
kt0

�2�� $�� t = 4t08 x = 2x0 � �(� ξ = x√
kt

= ξ0

��� T (2x0, 4t0) = T0
2 �

	�2� � (���� �(����(2� (��#�� 
� �#�����#����� ��� �
 �
�0�����(�
�
� (���� �(����(2 �� �3�
�� ��
 ����%�� �
�����%��� *$���#�(�
� �

T̄ (x̄, t̄) = γT (x, t)8 x̄ = αx8 t̄ = βt � �(�

T̄t(x̄, t̄) = k
α2

β
T̄x̄x̄, −∞ < x̄ <∞, t̄ > 0, ?���@

T̄ (x̄, 0) = 0, x̄ = 0,
lim

x̄→±∞ T̄ (x̄, t̄) = 0,∫ ∞

−∞
T̄ (x̄, t̄)dx̄ = αγQ′.

5�� 
� ��#�(��
�� �
�����%�� � ����%�� �#���� T̄ = 1√
β
8 x̄ =

√
βx8 t̄ = βt8

������ ����(� α2 = β ��� αγ = 1� =	#� β = ( x̄
x )2 = t̄

t = ( T̄
T )−2� ���(�
%�

������$�(� ���� ��� �(��#��(� 2�� T (x, t) = 1√
t
F ( x√

t
)�

,���
��� ξ = x√
kt

� �(�

Tt(x, t) =
(
∂

∂t
+
∂ξ(x, t)
∂t

∂

∂ξ

)(
Q′
√
kt
U(ξ)

)
,

�

Tt(x, t) = − Q′

2t
√
kt

(U(ξ) + ξU ′(ξ)) .

=-(���

Txx(x, t) =
Q′

(kt)
3
2
U ′′(ξ).

	
���������
��� ���
 ����%�� � �(�

U ′′(ξ) +
ξ

2
U ′(ξ) +

1
2

= 0,

�
� ∫ ∞

−∞
U(ξ)dξ = 1, lim

ξ→±∞
U(ξ) = 0.

������ �2$% �((��#��� %� �#�� ��
 ���
� x = 0 �� �#24��(� (��#�� 
� �����
�������

U ′′(ξ) +
ξ

2
U ′(ξ) +

1
2
U(ξ) = 0, ?��1@∫ ∞

0

U(ξ)dξ =
1
2
, U ′(0) = 0, lim

ξ→∞
U(ξ) = 0.

-� �.� $#�((��� �
���#����� �.���� ��� ����%��� ��
��

U1(ξ) = C1e
− ξ2

4 , U2(ξ) = C2e
− ξ2

4

∫ ξ

0

e
y2

4 dy.

'�



������ U ′
2(ξ) = 0 �(��#��
�(� 2��

U(ξ) = Ce−
ξ2
4 .

������ ��� �� �
����
∫∞
0 U(ξ)dξ = 1

2 ���#
�(� C = 1
2
√

π
8 ��� ������

U(ξ) =
e−

ξ2
4

2
√
π
,

�

T (x, t) =
Q′

2
√
πkt

e−
x2
4kt .

�������


T (0, t) =
Q′

2
√
πkt

.

*(4���0�(� �� ����
�(� ��#(��#����� �2$% ���#��� ��#(2�����8 (�
��
������ �
� (�
��� ���3�
���� $�� x = 08 t = 0 �� ����

G(x, t) =

{
0, t < 0,

µ e− x2
4kt√
t

t > 0,

2�� µ = 1
2ρc

√
πk

= 1
2
√

πρcK
8 $�� k = K

ρc �

������ � ����%�� ��� ��#(2����� ��
�� �
�����%�� ���
 ����$� ��� �# ��
?t = 0, x = 0@ $�� x = 0 �2$% ���#��� ��#(2����� �
� (�
������ ���3�
���8
� ����
�(� ��#(��#����� �� �3������� �� �
� ���2 ��#(2����� q(t′)dt′ �
�
(�
������ ���3�
��� �� �
� ���� ������  #�
��2 ������(� (t′, t′ + dt′) ��� x = 0
��
���� ��2 �� � ���

dT (0, t) = [q(t′)dt′]G(0, t− t′),
�

dT (0, t) =

{
0, t < t′,

µ q(t′)dt′√
t−t′ t > t′,

5�� ����� ���� ���#��� ����
 ��#(2����� � �(�

T (0, t) = µ

∫ t

0

q(t′)√
t− t′ dt

′,

���

T (x, t) = µ

∫ t

0

q(t′)e−
x2

4k(t−t′)
√
t− t′ dt′.

	
 ����(� 
� (�������(� �� ���� �#24��(� $�� x > 0 (��#�.(� 
�  #����
(�������(� �� �((��#�� �� �#�4��(����� 9 �
�#���� G(x, t) ��
�� �((��
�#��� %� �#�� �� x = 0� ,�%#�.(� 2�� 2G(x, t) ��
�� � ����
�(� ��#(��#����� ��
�
� (�
%(�
� ��� x = 0 ������(� [0,∞)8 �2$% (�
������� ���#��� ��#(2�����
�
� (�
��� ���3�
���� $�� t = 0� =	#� $�� x = 0

T (0, t) = 2µ
∫ t

0

q(t′)√
t− t′ dt

′.

'1



� ! (�!*+* 9 �.�� �(��2����� $�� ��
 ����%�� ?���@ (��#�� 
� 4#���� ���
%� ���� >

	
�0���.(� �.���� ��� (�#3�� T = tbU(ξ) 2�� ξ = x
ta 8 2�� �� a8 b ��

�#�����#����.
� 	
���������
��� ���
 ?���@ ���#
�(�

btb−1U(ξ) + tb(−axt−a)U ′(ξ) = ktb−2aU ′′(ξ),

�

tb−1 (bU(ξ)− aξU ′(ξ)) = ktb−2aU ′′(ξ),

� ������

t2a−1 (bU(ξ)− aξU ′(ξ)) = kU ′′(ξ).

*� ��� ��
 ����%�� ��
 ����(� ���#���� ��2 �� t ���(�
%� �����$�(� a = 1
2

��� T = tbU( x√
t
)8 �
� � ����%�� $�
����

kU ′′(ξ) +
1
2
ξU ′(ξ) − bU(ξ) = 0.

������ ����(�
∫∞
−∞ T (x, t)dx = Q′ �

∫ ∞

−∞
tb
√
tU(

x√
t
)dξ = Q′,

$�� dx =
√
tdξ� =-(��� (� �#�
 �� ����(� 
� � �(� ���#���� ��� �� x ���

�� t ��� �#���� 
� �������(� b = − 1
2 ��� ������ T (x, t) = 1√

t
U( x√

t
)8 ��2��

������$�(� ���� ���
 ����%�� ?��1@�
9 (������ ��� (��#�� 
�  #���(�������� $�
��� $�� ��
 �.#��� �.��� ��

(��2����� �� (�#���� ���3�#���� ���������8 �
 �� �#24��(� ����� ���� ������
�.���

')
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Carbon Box Model

5�� �� ��#�$%$� �
2� ��� ��#�4�.� (�
���� � ����� (� �� 3��
2(�
� �� ��#�
(������  #���02(���� �
� (�
���� �� �� �#�����#�0�� �� �$��
�#%�� ��
��������� �� �
�#��� CO2� <� CO2 ��
�� �� ��� ��(�
���2 ��2 �� ��#�� ��
��#(������ ��� $�� ��2 �� (�������(� �� �.��� ��� 5�� �� �2����� ��
�#�� �� ��#(������ CH4, N2O, O3, CFCl3, CF2Cl2 (��#�.
 
� ��#� ��.

��#2(��� (�
�����

"#�����#�0�
��� �� �$��
�#%�� �� CO2 ���
 ��(2�3��#� (��#�.(� 
�
� �(� (�� ����(��� $�� ��
 �.���� ��� ��#(2����� 8q �� �$��%4�0���� ���

��(2�3��#�8 ��� (� (�$��.��#� ��#�4��� 
� ����$���(� ��
 ���3�
����� ��#�
(��#���� ��� 5��8 T (0, t)�

*.(3%
� (� ��2 �� (�
���� ��%#�.(� 2�� � 5�  %#�0���� �� ���3�#�� ��

������� ?	�(2�3��#�8 =�(4�� 5��8 =���3�� ��� 4�������8 ��#(� ���3�
�����
.����8 �#.� ���3�
����� .����8 �(4�� ��#(�
 ���3�
�����
 ���%
8 �(4�� �#.�
%
 ���3�
�����
 ���%
8 ��� .���� �
���(��� � (�$��� 4����@� 	
�(���
�� ���� ��� �
������� ��%#�.(� 2�� ��# �� #�� �
�#��� � �%
 �
���%
 ��8
�#�%� CO2� -� �
������� ���� � �(����� �
���#����
��� ��2 ��4���� ���
�� #��� �
�(��� ��� (� 4��� �� ��� 
�
 �� ����.�
�� ��� #��� �� �
�#��
��� -� #��� ���� ���� 4��� ��
��  �(���� �
���#����� �#���� ����� ���� 2�%

�3�#� ��
 �
��
�� �(4�%
 2
�%
 ��� 5�� � �� 3%���.
���� ��
�� �
���#�����
�.�� Michaelis - Menton� *
����� � �(� 8 �
������� ��� �) #��� ��� ��
��%#���(� ��� (�� �������
 #�� �#�� �� ��4���� �� �
���#���� ��
 ��(2�3���
#�8 �������#� �#���(�8 ��� �� �
���#��%��.�� ��� �
�#%��$�
��� ����(���� 9
(���4��� ���� ��� #��� ��
�� ��� �� �� �
������� �� ����
� ��2����� ��
����(���� ��2 �� 3���� �� ���##���� �2$% ��� (2�
��� �� ��#�4����
���
�� �#��������� ��2 ��
 �
�#%���

"�� �$���#�(�
� �� ��������� �� (�
���� ��#�$�
��� %� �����

� �4-+6+* #� (*� 3�!���(��%(*( (&) "�7! � +( �$1� (*' �*'
=� �(�8 2�� �
 C2 � ��#������2���� �� �
�#��� ��� �(4�� 2
�� ��� $�� ?��
(�
���� (�0�� �
� ���3�
���@8 �2�� � (���4��� �� �
�#��� ��
�� �
���$� ���
���##23���� �
�#��� �2$% 3%���.
�����8 ��� �
��
��� �%
 �(4�%
 2
�%
8 ���
(���3�#�� �
�#��� ��� ���3�� �2$% ����.
�����8 ��� ��� ������%����

*$���#�(�
� � �(�

A2
dC2

dt
(t) =

(
kp

C1(t)
KM + C1(t)

C2(t)A2θ
∆T
p

)
−
(
kbr

C1(t)
KM + C1(t)

C2(t)A2θ
∆T
br

)

−
(
ke

C1(t)
KM + C1(t)

C2(t)A2

)
−D(t),

2��
A2 > ���3�
��� $�� ?[A2] = L28 L (�
��� (����@�
kp > �����#� (�$���� #�(�. 3%���.
����� ?[kp] = T 8 T (�
���  #2
�@8
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* �(� ��'> * �(����� �
���#������ �� (�
����
�

kM > �� .���� (��� ��#��(�.8 ?[kM ] = ML 8 M (�
��� (�0��@8
θp > ��������� �����#� ���#����� ��2 ��#(��#����8
∆T > (���4��� (���� ��#(��#����� $�� ��2 �� �����(� ��������� ������ ��
"#�4��(� �
��� ��� �8 ?[∆T ] = Θ8 Θ (�
���� ��#(��#�����@8
kbr > �����#� �
��
��� �(4�%
 $��8?[kbr] = T−1@8
θbr > ��������� �����#�8
D(t) > #�(2� ������%��� ?[D(t)] = MT−1@ 8
ke > �����#� ����.
�����8 ?[ke] = T−1@8
C1 > � �$��
�#%�� �� �
�#��� ���
 ��(2�3��#� ?[C1] = ML−3@�

9 #�� r1 = kp
C1(t)

KM+C1(t)
C2(t)A2θ

∆T
p 8 � ���0���� (� �� 3%���.
����8 ������

��� ��
 �
���#��� Michaelis-Menton8 (� ���#���� ��2 �� ��#(��#���� ?θ∆T
p @�

	
���$� (�#3� � �� ��� � #�� r2 = kbr
C1(t)

KM+C1(t)
C2(t)A2θ

∆T
br 8 �� � ���0����

!�



(� ��
 �
��
�� �(4�%
 2
�%
 ��
% ��� $�� 9 #�� r4 = ke
C1(t)

KM+C1(t)
C2(t)A2

� ���0���� (� �� (���3�#� �
�#��� ��� ���3�� �2$% ����.
����� ��� �����
� #�� r3 = D(t) � �� 
� ��
�� (� �� (��%�� �
�#��� ��� �(4�� ��� $�� �2$%
������%����

� �4-+6+* #� (*� 3�!���(��%(*( (&) "�7! � +(& �� ,&' (*' �*'
��
 C3 ��
�� � ��#������2���� �� �
�#��� ��� ���3�� ��� $�� ?[C3] = ML−3@8
�2�� ��� (���4������� �
���$� (� ��
 �
��
�� (��#��#$�
��(�
 ��� �� ����
3$� �
�#��� ��2 �� ���3�� �#�� �� ,�#(� ���3�
����� =H���� ��� �� �#.�
���3�
����� =H�����

*$���#�(�
� � �(�

V3
dC3

dt
(t) =

(
ke

C1(t)
KM + C1(t)

C2(t)A2

)
− (ksrC3(t)V3θ

∆t
sr

)− (kwC3(t)V3) ,

2��
V3 > �$��
�#%�� �� CO2 ��� ���3�� ?[V3] = L3@8
ksr > �����#� #�(�. �
��
��� �(4�%
 ?� � (��#��#$�
��(�
@ ��� ���3��
?[ksr] = T−1@8
kw > �����#� ���3$�� �
�#��� �#�� ��� %���
�.� ?[kw] = T−1@8
θsr > ��������� �����#��

9 #�� r7 = ksrC3(t)V3θ
∆t
sr � ���0���� (� �� ���������� �
��
��� (��#��#$��


��(�
8 �
� �� #��� r5 ��� r68 r5 + r6 = kwC3(t)V3 � ���0�
��� (� �� ���3$�
�
�#��� ��2 �� ���3�� �#�� �� ,�H8 ���� �� 2

3 8 ��� �#�� �� ��H8 ���� �� 1
3 �

� �4-+6+* #� (*� 3�!���(��%(*( (&) "�7! � +( 7�!$" �3�, ��� �
�" 0� ( 9��;: ��#(� ���3�
����� .���� (��#�.
 
� ��%#���.
 �� %���
��
��� �#����� ��� �.�#��� 0�
�� ��
 C4 ��
�� � ��#������2���� �
�#��� ��� ��#(�
���3�
����� .���� ?[C4] = ML−3@8 �2�� ��� (���4������� �2$% ��� ���3$��
�
�#��� ���
 ��(2�3��#�8 ��
 ��
��� ���%
 ��2 �� ��#(� ���3�
����� .����
�#�� �� �#.� ���3�
����� .���� ��� ��2 �� �#.� ���3�
����� .���� ��� .���
�� (��� ���3�
�����. 4���� �2$% ��� ���3�#�� ��#(��#�����8 �� ����������
�
��
���8 ��� 3%���.
����� ��� ����.
����� �(4�%
 ��� ��#(� ���3�
�����
.�����

*$���#�(�
� � �(�

V4
dC4

dt
(t) = − (klSwo(Pwo − Patm)A4)− (kpwoC4(t)V5) + (krwoC5(t)V5)

+ (kupC8(t)A4)− (Q46C4(4)) +
2
3

(kwC3(t)V3) ,

���
V4 > � 2$��� �%
 ��#(�
 ���3�
�����
 ���%
 ?[V4] = L3@8
V5 > � 2$��� �%
 �(4�%
 ��#(�
 ���3�
�����
 ���%
 ?[V5] = L3@8
kl > �� .���� (���3�#�� ��#��� (�0�� ?[kl] = LT−1@8
Swo > �����2���� ��� ��#(� ���3�
����� .���� ?[Swo] = ML−3ppm−18 ppm
��
�� (�#� �
� �����((.#��@8

!�



Pwo > (�#��� ����� CO2 ��� ��#(� ���3�
����� .���� ?[Pwo] = ppm@8
Patm > (�#��� ����� CO2 ���
 ��(2�3��#� ?[Patm] = ppm@�

9 #�� r10 = (klSwo(Pwo − Patm)A4) � ���0���� (� �� ���3$� �
�#��� ���

��(2�3��#� ��� ��
�� �
���$� ��� �����2����� Swo ��� ��� ���3�#�� �%
 (�#��
��
 �����%
 Pwo − Patm �� CO2 ���
 ��(2�3��#� ��� ���� %���
�.�� ����
��� ���� %���
�.� �2$% ���3�#�� ��#(��#����� � �(� ��
��� ���%
 ��2 ��
��#(� ���3�
����� .���� �#�� �� �#.� ���3�
����� .���� 2�%� ��� ��2 �� �#.�
���3�
����� .���� �#�� �� .���� �
���(��� � (�$��� 4���� ��� ��� �
� ���
��2 �� .���� �
���(��� � (�$��� 4���� �#�� �� ��#(� ���3�
����� .�����
9 #��� r11 = Q46C4(4) ��� r15 = kupC8(t)A4 � ���0�
��� (� ��� �� �����������
*�� ��#���%�� ���
kup > �� .���� �
2�� �#�� �� ��#(� ���3�
����� .���� ?[kup] = LT−1@8
A4 > ���3�
��� �%
 ��#(�
 ���3�
�����
 ���%
 ?[A4] = L2@8
Q46 > �� .���� ��
���� ���%
 ��2 �� ��#(� ���3�
����� .���� �#�� �� �#.�
���3�
����� .���� ?[kl] = LT−1@8
C8 > �$��
�#%�� �
�#��� ��� .���� �
���(��� � (�$��� 4���� ?[C8] =
ML−3@�

������ �2$% �%
 (� �
��(�
 ��� �
��
���8 ��� 3%���.
����� ��� ��� ��
���.
����� �%
 �(4�%
 2
�%
 ��� ��#(� ���3�
����� .���� � �(� ��� #���
r8 = kpwoC4(t)V5 ��� r9 = krwoC5(t)V58 2��
kpwo > �����#� �
���$��� ����
��%��� �
�#��� ��2 �� �(4�� 2
�� ��� ��#(�
���3�
����� .���� ?[kpwo] = T−1@8
krwo > �����#� �
���$��� �� (� �
��(�. �
��
��� ?[krwo] = T−1@�

� �4-+6+* #� (*� 3�!���(��%(*( (&) "�7! � +( �!0 �3�, ��� �
�" 0� ( 9
�;: �#.� ���3�
����� .���� (��#�.
 
� ��%#���.
 �� %���
��
���
 �
��#����� ��� ���
 5#����
���� *(4���0�(� (� C6 �� �$��
�#%��
�
�#��� ��� �#.� ���3�
����� .���� ?[C6] = ML−3@� 9 (���4��� ��� ��
$��
�#%��� � ���0���� (� ��
 �
�����$� �
�#��� �2$% �
��
���8 ��#�$%$��
�(4�%
 ��� �#.� ���3�
����� .���� ��� (� ��
 ������ ���%
 �#�� (�$��.��#�
4���� 9 ����%�� $�� �� C6 �� � �� �� (�#3�

V6
dC6

dt
(t) = (klSwo(Patm − Pco)A4)− (kpwoC6(t)V7)

+ (krcoC7(t)V7)− (kdcC6(t)V6)

+ (Q46C4(4)) +
1
3

(kwC3(t)V3) ,

2��
V6 > � 2$��� �%
 �#.%
 ���3�
�����
 ���%
 ?[V6] = L3@8
V7 > � 2$��� �%
 �(4�%
 �#.%
 ���3�
�����
 ���%
 ?[V7] = L3@8
Sco > �����2���� ��� �#.� ���3�
����� .���� ?[Sco] = ML−3ppm−1@8
Pwo > (�#��� ����� CO2 ��� �#.� ���3�
����� .���� ?[Pco] = ppm@8
kpco > �����#� �
���$��� ����
��%��� �
�#��� ��2 �� �(4�� 2
�� ��� �#.�
���3�
����� .���� ?[kpwo] = T−1@8
krco > �����#� �
���$��� �� (� �
��(�. �
��
��� ?[krco] = T−1@8

!�



C7 > �$��
�#%�� CO2 �%
 �(4�%
 �#.%
 ���3�
�����
 ���%
 ?[C7] = ML−3@8
kdc > �� .���� ���2�� ���%
 ?[kup] = LT−1@8
A6 > � ���3�
��� �%
 �#.%
 ���3�
�����
 ���%
 ?[A6] = L3@�

9 #�� r14 = klSwo(Patm−Pwo)A4 � ���0���� (� ��
 ���#�� CO2 ���� %����

�.� �2$% ��� ���3�#�� (�#���
 �����%
 Pco−Patm� -� #��� r12 = kpwoC6(t)V7

��� r13 = krcoC7(t)V7 � ���0�
��� (� ��
 �
�����$� �
�#��� �2$% �
��
��� ���
��#�$%$�� �(4�%
 ��� �#.� ���3�
����� .����� ������ � #�� r16 = kdcC6(t)V6

� ���0���� (� �� ������ �%
 ���%
 �#�� (�$��.��#� 4����

� �4-+6+* #� (*� 3�!���(��%(*( (&) "�7! � +( �$1� 7�!$2�
�3�, ��� �2� )�"(6� 9 (���4��� ��� �$��
�#%��� ��� �(4�� ��#(�

���3�
�����
 ���%
8 dC5/dt ���
������ ��
 ����%��

V5
dC5

dt
(t) = (kpwoC4(t)V5)− (krwoC5(t)V5)

− (kswoC5(t)A4) ,

2��
kswo > �����#� �
���$��� 4.����� �(4�%
 ?[kswo] = LT−1@8

9 #�� r17 = kswoC5(t)A4 � ���0���� (� ��
 ������ �
�#��� �2$% ����.
�
����� �(4�%
 2
�%
 �� .���� (��� � (�$��� ���3�
�����. 4�����

� �4-+6+* #� (*� 3�!���(��%(*( (&) "�7! � +( �$1� �!06� �3��
, ��� �2� 0� (6� *�� ��#���%�� ��� � ����%�� $�� �� C7 � �� �� (�#3�

V7
dC7

dt
(t) = (kpcoC6(t)V7)− (krcoC7(t)V7)

− (kscoC7(t)V7) ,

2��
ksco > �����#� �
���$��� 4.����� �(4�%
 ?[ksco] = LT−1@�

9 #�� r18 = kscoC7(t)V7 � ���0���� (� ��
 ����.
���� � 4.���� �(4�%
 ��
.���� (�$��� 4�����

� �4-+6+* #� (*� 3�!���(��%(*( (&) "�7! � +( 0� ( ����"$�+&)
� $�#"5&) 1"7&)' *�� ��#���%�� ��� � ����%�� $�� �� C8 � �� �� (�#3�

V8
dC8

dt
(t) = (kdcC6(t)A6)− (kupC8(t)A4)

+ (kswoC5(t)A4) + (kscoC7(t)A6)− (ksedC8(t)A8) ,

2��
V8 > � 2$��� ���%
 �
���(��� � (�$��� 4���� ?[V8] = L3@8
A8 > ���3�
��� ���%
 �
���(��� � (�$��� 4���� ?[A8] = L2@8
ksed > �����#� �
���$��� ��2����� �
�#��� ���
 ��(�
� ?[ksed] = T−1@�

9 #�� r19 = ksedC8(t)A8 � ���0���� (� ��
 ��2���� �
�#��� ��� ��(�
�
�%
 %���
�
�

!&



� �4-+6+* #� (*� 3�!���(��%(*( (&) "�7! � +(*�  ($%+, �! 9
����%�� $�� �� C1 � �� �� (�#3�

V1
dC1

dt
(t) = F (t) +D(t)−

(
kp

C1(t)
KM + C1(t)

C2(t)A2θ
∆T
p

)

+
(
kbr

C1(t)
KM + C1(t)

C2(t)A2θ
∆T
br

)
+
(
ksrC3(t)V3θ

∆T
sr

)
+ (kpSwo(Pwo − Patm)A4)− (klSco(Patm − Pco)A6) ,

<� �.���(� �%
 �������%
 $�� ��� (���4����� C1 �%� C8 �������� �
� �.�
���(� �
���
 ���3�#���
 �������%
8 (� $#�((��2 �2$% �%
 2#%
 ��� (�#3��

C1(t)
KM+C1(t)

���� �� �(3�
�0�
��� ���� ��������� $�� �� C1, C2, C3 ��� (��#�� 
�

���� �#��(����� � � (� ��  #��� ������� (��2�� Runge Kutta ���#
�
���
��(�� $�� ��� ���3�#�� �����#�� �� �(3�
�0�
��� ��� (�
���� ��2 (��#�����
�� ��# �
 ��� � ����� 4�4���$#�3���

5�� ��
 ������ �� ����(���� ������  #���0�
��� �� �# ���� �
�����
Ci(ti) = Co

i �� ������ (��#�.
 ��� ���� 
� ����(���.
 ��� 
� ��%#���.
 $
%�
���� $�� (��  #�
��� ���$(� �� �
�����#�
���� ���� ���# �� �(3�
���� ��
3��
�(�
� �� ��#(������8 � � �� (��#�.�� ti = 1940�

=-�%
 �3�#� �� (���4��� ��� ��#(��#����� ∆T ����#��� ����(�
� ��� 
�

2�� � (��� ��#(��#���� ��� 5�� ��
�� �
���$� ��� �$��
�#%��� �� CO2 ���

��(2�3��#� ?�� C1@� ,�%#�
��� 2�� ��� �#�4��(� �
��� ��� � � (��� ��#�
(��#���� ��� 5�� ���
 0.4oC  �(��2��#� ��� 2�� � �$��
�#%�� CO2 ���

��(2�3��#� ���
 280 ppm � �(� ��
 ��2���� �(���#��2 
2(�

T (t) = −0.4 + α[C1(t)− 280], ?��)@

2�� α �����#� �
���$��� �� ��� 
�� ��
 �.���� ��� ��#(��#����� �� � ���
(� ��
 �.���� �� CO2� �(���#��� � �� ����$����� 2�� α ∼ 0.01oCppm−1�
<� �.���(� �%
 �������%
 $�� �� C1 �%� C8 ��� � ����%�� ?��)@ (��#�� 
�
���� �#��(����� $�� ���3�#�� ����(����� $�� ��� �
�#%��$�
��� ����(��� ��
CO28 F (t) ���� ���� 
� � �(� (�� ���2
� $�� �� �$��
�#%�� �� CO2 ���

��(2�3��#� $�� ���3�#�� ��#���������

,� ��%#���(� �#��� ����
�� ��#���������
���� � 	 > -� �
�#%��$�
��� ����(��� �� CO2 ���
�
��� ���� 1.5% ����

��%��
���� � E > -� ����(��� �� CO2 ��#�(�
�
 �����#���
���� � 5 > -� �
�#%��$�
��� ����(��� �� CO2 (���
�
��� ���� 5% �����%�

�# �0�
��� ��2 �� �)1)�
	# ��� ��
�
��� (�� �#���(��%��� $�� �� ������(� �)''��))+ (� ����(�
�

�� � �(� ��2 ��# ���� (��#����� 4����(� 2�� �� ��������(� �#���(��%�
��� ��
�� �#���� ��#�4�� ��� ���. ��
�� ��� ����(�
� �%
 ��# 2
�%
 (��#��
��%
8 2�%
 �3�#� �� �$��
�#%�� �� CO2 ���
 ��(2�3��#��

!'



* �(� ��!> <� ��������(� ��� �#��(������ �#���(��%��� $�� ��� (���4�����
C18 C2 ��� C3 $�� ��� ��#�������� 2�� � �(� 1.5% �.���� �
�#���$�
�
 �����
(��
 ?��
�#�� 	@8 �����#�� ����(�� ?��
�#�� E@ ��� (��%�� ���� 5% ����(��

?��
�#�� C@�

9 �#���(��%�� $�� ��� ��#�������� 	8 E8 5 ��� $��  #�
��2 ������(� 100
 #2
%
8 �)'+��+'+ (�  #�
��2 4�(� ∆t = 1 �(�#� ��
�� ��������(��� �� ���
#����0�
��� ��� $#�3�(��� ?��!@ ��� ?���@� E����(� 2�� $�� ��
 ��(2�3��#�
�� ��#(� ���3�
����� .����8 �� �#.� ���3�
����� .���� ��� �� .���� �
���(���
��� (�$��� 4����� *�� ��#���%�� 	 � �$��
�#%�� �� �
�#��� ���������
0���� (� #� �� �+'+� *�� ��#���%�� E � �$��
�#%�� �� �
�#��� ���
����
���� 2 � �2�� ���. �
� ��� ��#���%�� 5 (���
���� �#�������

=-�%
 �3�#� �� �(4�� ��� 5�� ��� �� �
������ �� ���3�� � �$��
�#%��
�� �
�#��� ��� ��#���%�� 	 �# ��� (���
���� ��� �������� (�� �.���� ��

����� ����� ���� (�� ��2��(� (��%��� *�� ��#���%�� E � �$��
�#%�� ���
��
�� (�� �����#� ��(� �
� ��� ��#���%�� 5 (���
����� 9 �#������ (��%�� ���
��#���%�� 	 $�� ��
 �
�#��� ��� �(4�� 5�� �3������� ��� 2�� � 2#�� D(t) ����
��
 ������� ��� ����������� ���
���� ���. �� � ��� (� ��
 ���#�� �
�#����

<���� ��� ��#(� ���3�
����� .���� ��� �#.� ���3�
����� .���� ��� ���
.���� (�$��� 4���� � �(� ��� ��#���%�� 	 (�$��� �.���� ��� ��#������
�2����� �� �
�#���8 ��� ��#���%�� E (��#2��#� �.���� ��� ��� ��#���%�� 5
�����#������� ��� ��#������2����� �� �
�#����

<� �(��#��(� ��
�� 2��  %#�� �����#������� � (��%�� �
�#%��$�
�
 ���
��(��
 CO2 ���
 ��(2�3��#� � ���2���� CO2 ���
 ��(2�3��#� ���
���� (�
��������(� 
� � �(� �
������ � �.���� ��� (���� ��#(��#����� ��� 5���

	��0�� 
� ��(��%��� 2�� ��2 �� (�
���� ��
�� (�� ���� ���� � (�
���%
 ��
��� ��� (�#3��� "�� ��#�4�� ���� � �� ��#����(4�
� ��#���2��#�� �
��������
��4���� ��� ������  %#��� ���#���� ���� ���#��(�
�� (���4����� Ci8 �#�$(�

!!



* �(� ���> <� ��������(� ��� �#��(������ �#���(��%��� $�� ��� (���4�����
C48 C4 ��� C8 $�� ��� ��#�������� 2�� � �(� 1.5% �.���� �
�#���$�
�
 �����
(��
 ?��
�#�� 	@8 �����#�� ����(�� ?��
�#�� E@ ��� (��%�� ���� 5% ����(��

?��
�#�� C@�

�� �� �� � %� ��������(� �� ��#�$%$� �
2� ��� ���.����� ����(���� (�#��
��
 ���3�#���
 �������%
 (� �
����� ��
 �.���� ��� �������� ������� ���
�
����� �� (�
�����

������ � ����%�� ?��)@ $�� ��
 (���4��� ��� ��#(��#����� �� � ��� (� ��
�$��
�#%�� �� CO2 ���
 ��(2�3��#� ��
�� (�� � ����� ���� �#���$$��� ��
��(����� "�� ��#�4� ��������(��� (��#�.(� 
� � �(� �
 �
����(� ��
��������(��� �� ��#�(� $�� �� (�#3� ��� ��#(��#����� ���
 ���3�
��� ���
5�� T (0, t) �2$% (��� �����#� �� ��� ��#(��� ���#�� q ���
 ��(2�3��#�8 (� ��
(�
���� $�� ��
 �.��� �� �
�#���� *� ��� �� ��#���%�� �� q ��
 ��
�� (��
�����#� ��� � �(� q = f(C1(t))�
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#�# ��
	"�� �
"��� 
"� 2��� �
����


,�%#�.(� 2�� � �(� (�� G��� ��(�
��� �#$������� ��2 ��
 ����� � �(�
�
� 2(�
� ��#�� ���
�. ���
 ��(2�3��#�� 9 �� .���� �� ��#� ��
�� u ���

����.�
�� �� x����
�8 �
 ��%#���(� �
� �.���(� �
����$(�
%
 $�� ��
����� � ��(�
��� 4#������� ���
 ���
� �%
 z (� �� 4��� ��� ��� ��(��� (0, 0, 0)�

z=0 xx=0

u

d>>h

yh

z

z=d

* �(� ��1> ��������� �	�
������ ���� ��
	�� �
� ���� ����	����

,���(� 
� � �(� (�� ����(��� $�� �� �$��
�#%�� ���
�. ��
�� ���
���3�� ��� �� (�$��� ��2����� ��2 ��
 ��(�
���� ,���
��� �
����$(�
�� ��
� ��� (� ��
 ��#� ?������ ������� ���� � ��#���#���� 
� �������� �� ��
���
�� ��#�@ (��#�.(� 
� ��#�(� ��
 ����%�� ��� ��� ��� $�� �� �$��
�#%��
�� ���
�. c = c(x, y, z)8

∂c

∂t
= v∆c,

2�� v � �
�������� ��� ��� ��� �$��
�#%��� ?[v] = L2/T @� ��
 ����(�
?��� �%���@ ��� �
����$(�
�� �� � ��� (� �� ���3��8 ������ ���#
�
��� ��

�# �8 x = 0 �� 4��� ��� ��(�
���� � �(� ��
 ����%�� (���3�#�� ��� ���

∂c

∂t
+ u

∂c

∂x
= v∆c,

2�� u � �� .���� �� ��#� ?[u] = L/T @� - 2#�� u ∂c
∂x (�
��������� �� (���3�#�

����. �2$% ��� ��
���� �� ��#��
������ � #�� ��2 �� ��(�
��� ��
�� �����#� (�� �
���3�#�� � �����(� �.��

�� �#�4��(����� 5�� ∂c
∂t = 0 (��� ��
 ��#��� (�$���  #�
���. ������(����

��2 ��
 �# � �����#$��� ��� ��(�
����8 � ����%�� $�
����

u
∂c

∂x
= v

(
∂2c

∂x2
+
∂2c

∂y2
+
∂2c

∂z2

)
.

5�� 
� ����������(� �� �#24��(� ������#�
�(� %� �#�� y $�� 
� ��#�(�
�
� �#24��(� $�� �� �$��
�#%�� �� ���
�. ���
 ����.�
�� x ��� z� =� �(�

!1



c̄(x, z) =
∫∞
−∞ c(x, y, z)dy (� c → 08 ∂c

∂y → 0 $�� y → ±∞ ��� � ����%�� $�� ��
���2���� c̄ $�
����

u
∂c̄

∂x
= v

(
∂2c̄

∂x2
+
∂2c̄

∂z2

)
.

<� �#24��(� (��#�� 
� ����������� ��#���2��#� ������ �
���3�#2(���� $�� (��
$���� ���������� ��2 ��
 ��(�
��� ������ $�� x = O(L) � (�$��.��#� 2��
L � h8 ��� h �� .G�� ��� ��(�
����� =���� (� ��������� ����$� ���(����8
x = Lx̄8 z = hz̄ � �(�

u

L

∂c̄

∂x̄
=

v

h2

(
∂2c̄

∂x̄2
+
∂2c̄

∂z̄2

)
.

�������
 $�� h
L � 1 (��#�.(� 
� ������G�(� ��
 2#� ∂2c̄

∂x̄2 � <� �#24��(� ��
���������� (�#3� $�
����

u
∂c̄

∂x
= v

∂2c̄

∂z2
, ?���+@

������ � �(� �� (�
��������� ����%�� ��� ��#(2������
=-��
 �3�#� ��� �
�#����� �
����� � �(� �� ���� >

5�� �� �
���#� ��#�(��� ��� ��(2�3��#�� ?�� .G�� d@ 2�� d� h ��
�� ��$��2

� ��%#���(� 2�� ��
 � �(� #�� ���
�. ��� ∂c̄

∂z = 0 $�� z = d � ∂c̄
∂z → 0 $��

z → ∞� *�� ���3�� ������ ��
 (��#�.(� 
� � �(� #�� ���
�. �#� ∂c̄
∂z = 0

$�� z = 0� =-��
 �3�#� �� �
���� $�� x = 08 ��
 �����  #���02(���� ������
� �(� ��#�4����� ����%��8 � �(� 2�� � ��(�
��� �(��#�3�#���� ��
 ��$�
���
�. (� ��
 ���
2 
� ����# ���� ���
 ��(2�3��#� (� �����#� #�� Q ���
��(��� (x, z) = (0, h)�

Q(z)

Q

z=h z

* �(� ��)> 	# ��� �
���� $�� ��
 ����%�� ?���+@�

/#���02(���� (�� �
�#���� �� 
� � �� (�
������ ��(� ��� ��(��� z = h
��
% ���
 ����� x = 0 �
� ��
��. ����. ��
% ���
 ����� ��
�� (���
� 	�2
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(��#�.(� 
� �� ��3#���(�  #���(�����
��� �� �
�#���� δ(z)8 ������ �� ��

�#���� ����� � �
�#���� Dirac� 9 �
�#���� ����� � �� ��� ���� ���2������
i@ δ(z) = 0 $�� z = 08
ii@

∫ a

−a δ(z)f(z)dz = f(0) $�� ���� �(��� �
�#���� f(z)�
���#�.(� ������ 
� ��#�$#�G�(� �� �
�#���� ����� ��
 (�� �� (� (� (��

������ ���3�
��� ��� z = 0� ,���(� ����2
 ��
 J�# ��� �
����K ��� x = 08
c̄(0, z) = Q

u δ(z − h)�
	�������.(� ��#����#% �� �#24��(� ��
�
�������
��� ��� (���4����� %�

���� > z = hẑ8 x = uh2

v x̂8 ��� c̄ = Q
uh ĉ8 ��� �� �#24��(� $�
����

u ∂ĉ
∂x̂ = ∂2 ĉ

∂ẑ2 , ?����@
∂c̄
∂ẑ = 0, $�� ẑ = 0, ∂c̄

∂ẑ → 0, $�� ẑ →∞, ?����@

ĉ = δ(ẑ − 1) $�� x̂ = 0. ?����@

*� ��2 �� ��(��� �#���� 
� �����(�
�(� 2�� $�� 
� ��
�� #��������� � ��#���
%
�#��������� �� �#�4��(���� �  �#����#������ ���(��� �� x �#���� 
� ��
��

���. (�$��.��#� ��2 ��� �� z8 ������  #���02(���� uh2

v � h � hu� v�
	�2 �� �#24��(� (��#�.(� 
� �� �.��(�  #���(�����
��� �� ��(������

�.�� ��� ����%��� ��� ��#(2������ 5�� �� �#24��(�

u∂u
∂t = ∂2u

∂x2 ,
∂u
∂x → 0, $�� x→ ±∞,
u = δ(x) $�� t̂ = 0.

� �.�� ��
�� u = 1√
4πt

e−
x2
4t �

5�� �� �#24��(� ?���������@  #���(�����.(� �� ��(������ �.�� (� ��(�����

��$� ��� z = 18 ������ g(x̂, ẑ) = 1√
4πx̂

e−
(ẑ−1)2

4x̂ �

0 zz=1

g(x,z)

* �(� ���+> ,�(������� �.�� ��� ẑ = 1�

5�� 
� ���
��������� � �
�#���� �
���� $�� z = 0 �#���� ∂ĉ
∂ẑ = 0 �#� $��


� 4#�.(� �� �.�� �� �#�4��(���� �#���� 
� �3��#���(� ���2���� ��� (�

�+



�� �
���3�#� ��� g ��� z = 0 $�� 
� ��#�(� (�� �.�� �� ���
������ ���
�
�#����� �
������ 	�2 ����$ �
���� ��%#�
��� (�� ����
��� �
���3�#�

��2 (�� ��$� ��� z = −1 � ����� �� � �� ��
 (�#3� 1√
4πx̂

e−
(ẑ+1)2

4x̂ � =	#� � �.��

� �� �� (�#3�

ĉ =
1√
4πx̂

e−
(ẑ−1)2

4x̂ +
a√
4πx̂

e−
(ẑ+1)2

4x̂ ,

2�� a ��
�� (�� �����#� �� (��#�� 
� �#�����#����� ���� ���� 
� ���
�����.
���
�� �
�#����� �
������ "�� �$���#�(�
� � �(�

∂ĉ

∂ẑ
=

1√
4πx̂

(
−(−1)

e−
1
4x̂

2x̂
− ae

− 1
4x̂

2x̂

)
= 0,

$�� ẑ = 0 �#� �#���� a = 1� ���(�
%� � �.�� �� �#�4��(���� ?����@ ��
��

ĉ =
1√
4πx̂

(
e−

(ẑ−1)2

4x̂ + e−
(ẑ+1)2

4x̂

)
.

	�2 �� (�#3� ��� �.��� �� �#�4��(���� 4����(� 2�� � �$��
�#%�� ��
���
�. ��
�� ��
2��#� ��� ���3��8 $�� z = 0 � �(� �� (�$���� ��(� (�

ĉ(x̂, 0) = 1√
πx̂
e−

1
4x̂ � <� ���� �(4��
�� $�� x̂ = 1

2 ������ �� ��2����� ��2

�� ��(�
��� x = h2u
2v �

��



#�' ��&�	� �����	�� 	� ��
 �����

,�%#�.(� (�� ��(
� (� (��#2���
� (�#3���$�� � ����� ��
�� (���(�
� ��2
������  �(��� ����� ������ ������(� 2�� � (���(����� ���� �# ��� ��
��
�(��2(�#3� ����
�(�(�
� ������ � �$��
�#%�� ��� (2�
��� ��
�� ��
��.
C0� 9 ��(
� (��#�� 
� �������#����� �
���
��� �� �
� ��#� ��� (� �
� #�.(�
����#�. 
�#�. ���� ���� � (�� ��#� 
� � �� �$��
�#%�� (���(������ �����
�����#� ��� ��� (� (���
�

,�%#�.(� ������ 2�� � (���(����� ���� ��� ����� ���
 2$�� ��� ��(
��
��� �
 C ��
�� � �$��
�#%�� ��� � �(� ��
 ����%��

Ct = v∆C,

2�� v ��
�� � �
�������� ��� ����
	�2 ��
 �2���� 2�� � ��(
� � �� (��#2���
� (�#3���$�� (��#�.(� 
� ��

���������(� �� �#24��(� ��%#�
��� �� (�
���������8 ������ 2�� C = C(x)8
$�� 0 < x < ∞ �
 ��%#���(� 2�� ��� ��(��� x = 0 ��� x = ∞ 4#����
��� ��
�.� ��#� ��� ��(
�� � ����� � �� ���. (�$��� (�����

x=0

* �(� ����> D�(
� (� (��#2���
� (�#3���$��
�

<� �#24��(� ����2
 ���#
�� �� (�#3�

Ct(x, t) = vCxx(x, t), 0 < x <∞, t > 0, ?���&@

C(0, t) = 0, limx→∞C(x, t) = 0, t > 0,
C(x, 0) = C0, 0 < x <∞.

5�� �� �#24��(� ��2 �� �
�0�����(� �.�� �(��2������ ��� ������ �.��
��
�� � 
�  #���(� $���� (�� ��
�� (�� ��3#��� ��� �$
%���� �
�#����� ��
������� (�#3� 2��
 ��
 �#�����#�0�
��� ��2 �� �#24��(� �$���#�(�
��  %#����
�  #�
���� ���(����� 	��� �� (��#�.��
 
� (�� ����
 �
 �
�(�� ������
(��#� ��#�(��#� ���� ���� 
� ��#�(� ������ �
���$(� �����#� ���

������ (�� ������ �.�� (��#�� 
�  #���(�������� $�� ����(� �� �#��(������
(��2��� ������ � 
� (��#�.
 
� ����
 �� ������ �(��#�3�#� (��� �.���

��



2�%� $�� ��#����$(� $�� (��#�.�  #2
�� ��� ���������� �� � ��� (� �� (�$���
�� �#�4��(���� ?��� 0 < x < ∞@� �� ��2
 �� �#2�� ���#
�(� (�� �
�����
$�� ��
 ���� �� (�
�����

,�%#�.(� 2�� � �.�� � �� �� (�#3� C = tbf(ξ) 2�� ξ = x
ta ��
�� � (���4����

�(��2������ 9 ����%�� ?���&@ $�
����

btb−1f(ξ) + tb(−axt−a−1)f ′(ξ) = tb−1 (bf(ξ)− aξf ′(ξ)) = vtb−2af ′′(ξ),

�

t2a−1 (bf(ξ)− aξf ′(ξ)) = vf ′′(ξ).

5�� 
� ������G�(� ��
  #2
�  #���02(���� a = 1
2 � ���(�
%� C = tbf( x√

t
) ���

� ����%�� ���#
�� �� (�#3�

vf ′′(ξ) +
1
2
ξf ′(ξ)− bf(ξ) = 0.

- �#�����#��(2� �� b (��#�� 
� $�
�� ��2 ��
 �# ��� �
����� 	�� ���
����
.�� 2�� $�� t→ 0 �#���� 
� � �(� C → C0 � �
��������� 2�� � �
�#����
f(ξ) �#���� 
� � �� �� (�#3� ������� �.
�(�� �� ξ ����� t → 0 $�� 
� ����
3.$�(� ��
 ���#���� ��2 �� x ��� t� ���(�
%� ��%#�.(� 2�� f(ξ) ∼ cξγ $��
������ �����#� c� <2��

C = tbcxγt−
γ
2 = cxγtb−2γ .

���(�
%� $�� 
� ���3.$�(� �� 2#�� C → 0 ��� C → ∞ $�� t → 0 �#���� 
�
� �(� b = γ

2 � =	#� C(x, 0) = C0 = cxγ ��� ��� � � ��� �� .�� (2
� $�� γ = 0
�#� ������ ��� b = 0�

9 ����%�� ��#� � �� �� (�#3�

vf ′′(ξ) +
1
2
ξf ′(ξ) = 0.

-�����#�
�
��� ���#
�(�

f ′(ξ) = Ae−
ξ2

4v ,

���

f(ξ) = A

∫ x√
t

0

e−
s2
4v ds+B,

/#���(�����.(� �� �
�#���� �
���� ��� x = 0 $�� 
� �#�����#���(� �� B
��� � �(� 2�� $�� x = 0 �#���� C(0, t) = 0 = B� ���(�
%�

C = 2
√
vA

∫ x
2
√

vt

0

e−η2
dη =

√
vπAerf(

x

2
√
vt

)

��



9 �
�#���� erf 8 ?error function@ �#�0���� ��� �� � ���

erf(z) =
2√
π

∫ z

0

e−η2
dη,

��� � �� ��� ���2����� erf(0) = 0 ��� limz→∞ erf(z) = 1�
	�2 ��
 �# ��� �
���� C(x, 0) = C0 =

√
vπA ���#
�(� A = C0√

vπ
8 ���(��


%� � (�#3� ��� �.��� $�
����

C(x, t) = C0erf

(
x

2
√
vπ

)
.

5�� x√
vt
� 1 � �(� C � C0 �
� Cx � 1� ������ $�� (��#2  #�
��2 ������(�

��
 4����(� ��
 ����#��� ��� �
�#����� �
���� $�� x � 1 ��� �� (�
����

��
�� (�� ���#�� �#���$$��� $�� t � L2

v 2�� L (�� �#���� (�$��� ��2�����
��� �� ��(��� x = 0�

5�� 
� ��#�(� �� 1
20 ��� �# ���� (2�
��� �� ������ ��(��� ��� ��(
��

x = x0 �#���� 
� � �(�

C

C0
=

1
20

= erf

(
x

2
√
vπ

)

� ∫ x
2
√

vt

0

e−η2
dη �

√
π

40
� 0.045,

$���� $�� x
2
√

vt
� 1 � �(� 2��

∫ x
2
√

vt

0

e−η2
dη � x

2
√
vt
.

*
����8 ����(�
� 2�� (��  �#����#������ ��(� $�� �� �����#� ��� ��� $��

(�� (���(����� ���� ��
�� v = 10−2 miles
year 8 ���#
�(� vt = x2

(0.009)2 � 120x2�

	�2 ��(��
�� 2�� $�� 
� �������#����� � ��(
� �
� (��� (��#�� ��2 ��
��(��� x = 0  #���0�
��� 1010  #2
��� <� �(��#��(� ��
�� 2�� � ��� �� ���

�� �
���#��� (� �
��(2� ��2 (2
�� �� $�� 
� ����#����� ���% ��� (�� (��#�
��(
�� 9 ���(��#
�� ��� (���(������ ����� (� ������ �#2�� ��
�� ���#���
�����

�&



#�( 3�� �"������ �����

����� 1.�
�
!�� ����
�� �!�
���

H������(� 2�� (�� ��#�� � �� �#����������  �#� ������(4�
���� ��2 �
�
#���2 ?$#2 � ��#��@ �� ��
���� =� �(� �.� �#���$$����� $�� 
� ��#�$#�G�(�
�� ��
��� >

�!&+�##�+* Lagrange "#������.(� 
� �#�����#���(� �� ���� (a, b, c, t)
$�� ����  #�
��� ���$(� t �
2� �%(������ �� #����. �� ����� 4#������� ���
��(��� (a, b, c) ��  #�
��� ���$(� t = 0�

�!&+�##�+* Euler "#������.(� 
� �#�����#���(� �� �� .���� �v(x, y, z, t)8
�� ��
2���� ρ(x, y, z) ��� ����� 3����� (���4����� 2�%� � ����� P (x, y, z) $��
����  #�
��� ���$(� t �� ���� ��(��� (x, y, z) ��� ��#�� � �� ��#�� ���� ��
#���2�

H������(� ��
�� 2�� � �� .����8 � ��
2���� ��� � ����� (���4����
���
�(��� %� �#�� ���� ��� (���4����� ,�%#�.(� (�� ������� ���3�
��� S ���
#���2 �� ��#�� �� �
�  %#�� D� ������ �$��
�#�
�(� �� �#��� � (�� ��
�
� �$���#�(�
� ���� ������  %#�� �� #����.� H������(� �������
 2�� ��

� �(� ��$�� � ���##��� #����. �� ������ ��(���� �� 4��� ���� ��� ��������
��2 �� 
2(� �����#���� ��� (�0�� � �(� 2�� � #�(2� (���4���� ��� (�0��
�� #����. ���  %#�� D ���.��� (� �� #�(2 (� ��
 ����� �� #���2 ����# ����
��� D ���� (���� ��� S�

v dt

N

θ

S

* �(� ����> 7�� #����. ��� �.
�#� S
�

=���% dS (�� (��#� ���� ����� ��#�� � ��� ��(��� Q ���
 ���3�
��� S� <�
#���2 �� �����#
� �� dS (����. ��  #2
� t ��� t + dt ������(4�
�� �
�
�.��
�#� 4���� dS ��� .G�� �v(Q)dt cos(θ) 2�� θ ��
�� � $%
�� �%
 �v(Q) ���
�N(Q)8 2�� �N(Q) ��
�� �� ������ ���
�(� ���
 ���3�
��� S ��� ��(��� Q (�
3�#� �#�� �� ��%�

�'



���(�
%� � �.��
�#�� � �� 2$��

Vc = �v(Q) �N(Q)dSdt. ?���'@

������ � #�(2� (� ��
 ����� �� #���2 �����#
� ��
 ���3�
��� S (�� ��
����
��2 �� ���3�
����2 ������#%(�∫

S

�v �NdS =
∫

S

�vdS̃ ?���!@

2�� dS̃ = �NdS� 9 � ��� ?���'@ (�� ��
�� ��
 2$�� �� #����. �� �����#
�
�� dS� ���(�
%� � (�0� �� �����#
� �� dS (����. ��  #2
� t ��� t+dt ��
��

ρ�v(Q) �N(Q)dSdt, ?����@

2�� ρ ��
�� � ��
2���� �� #����.� ���(�
%� � #�(2� (� ��
 ����� � (�0�
�� #����. ���# ���� ��2 �� D ���� (���� ��� S ��
��∫

S

ρ�v �NdS.

- #�(2� (� ��
 ����� � (�0� ����# ���� ��� D �� ��
�� − ∫
S
ρ�v(Q) �N(Q)dS8 ���

�#� �32��
 � �(� �����#��� ��� (�0�� ��2 �� ���#�(� ��2������ ���#
�(�∫
D

∂ρ

∂t
dV = −

∫
S

ρ�v �Nd = −
∫

D

div(ρ�v)dV,

� ����(�
� 2�� �� D ��
�� �
� � ��� �� %#�� �� ������(4�
�� �� #���2
� �(�

∂ρ

∂t
+ div(ρ�v) = 0. ?���1@

9 ����%�� ?���1@ �
�(�0���� ����%�� �
� ���� ��� ��
�� �
�� 
2(�� �����#����
�� �3�#� ��� ��
��� �
2� #����. ��� �� .�� $�� ���� ��#�� � �� ������(4�
��
�� #���2� 5�� �
� ��(������ #���2 ?� � �� 
�#2 ��
�� ������@ � �(� 2�� �
��
2���� ��
 (���4�������8 ρ = �����#� ��� � ����%�� �
� ���� $�
����

div(�v) = 0,

��� � �� .���� �v ��
�� �
� �%��
������ ���
�(����2 ������
=�
� ���� ���� ��� �� �#���� 
� ��4�(� �2G�
 ��
�� 2�� � ��
��� �� #��

���. �� �#���� 
� ����#�0���� ��� ��2 �� ��.��#� 
2(� �� Newton8 ������ �
#�(2� (���4���� ��� �#(�� ���� (�#�� �� #����. ��
�� ���� (� �� ��#���(�
�%
 �
�(�%
 �� ����.
��� �� ��2�

=� �(� 2�� $�� ����  #�
��� ���$(� � �#(� ��
��
∫

D ρ�vdV ��� (���4�������
(� #�(2 ∫

D

∂

∂t
(ρ�v) dV.

�!



9 (���4��� ��� �#(�� �3������� ���� ��#����% �2$��
�@ *��
 �#(� ���� (���� �� S8
4@ *�� ����� �� �������� ��� #���2 ���  %#�� D ��� �� #���2 �� ������(�
4�
�� �� ��%��#��2  %#�� ��2 �� D8
$@ *��� ���3�#�� ��%��#���� �
�(��� 2�%� � � 4�#.����8 �����#�(�$
������
�
�(��� ����8 �� ����.
��� ��� D�

�@ 9 �#(� (���3�#���� ���� (���� ��� ���3�
���� S ��� D (� #�(2

−
∫

S

�v
(
ρ�v �N

)
dS.

4@ 9 ����� �� #����. ���D ������� ��� S ��� ����.�
�� �� ���
.�(����

− �N � ���(�
%� � �.
�(� �� ���������� ��� D ��2 �� �2����� #���2 ��
��

−
∫

S

P �NdS,

2�� P ��
�� � ������
$@ -� ��%��#���� �
�(��� ?�� (�
���� �.
�(�� �
� (�
��� (�0��@ �� ��
��∫

D

ρ�FdV

*
�G�0�
��� � �3�#(�$� �� ��.��#� 
2(� �� Newton ��� �� ��%#��
(���� ��� ��2������8 (�� ��
�� ��
 ����%��

∫
D

∂

∂t
(ρ�v) dV = −

∫
S

�v
(
ρ�v �N

)
dS −

∫
S

P �NdS +
∫

D

ρ�FdV

=
∫

D

[ρ(�v · ∇)�v + �vdiv (ρ�v)] dV −
∫

D

∇PdV +
∫

D

ρ�FdV,

� ∫
D

[
ρ
∂�v

∂t
+ �v

∂ρ

∂t
+ �vdiv (ρ�v) + ρ (�v · ∇)�v +∇P − ρ�F

]
dV = 0. ?���)@

*��
 ����%�� ?���)@ � ��.��#�� ��� � �#���� 2#�� �� ������#�(���� (��
��
�� (���
 �2$% ��� ����%��� ��� �
� ����� ���(�
%� �3�. ��  %#�� D ��
��
� ��� � �(�

ρ
∂�v

∂t
+ +ρ (�v · ∇)�v = −∇P + ρ�F. ?���+@

9 ����%�� ?���+@ ��
�� � ����%�� ��
���� #����.� 9 ����%�� ?���1@ ��� ?���+@
�
�(�0�
��� ��������� Euler

*�� ��#���%�� �� � �(� �
� #���2 (� ������8 ������ � �(� ��%��#���
�#�4� �
�(��� ��� (2#�� �� #����.8 (� (�� �
���$� ���������� (��#�� 
�
������ ��� 2�� � ���##�� ���. �� 3��
�(�
� ��� �.
��� �%
 ��#�$2
�%
 ��

��



(���4���
 ��
 �#(� �� #����. (��#�� 
� �
���#������� ��2 �
�
 2#� ���
(�#3�� r∆�v 2�� r > 0 ��
�� (�� �����#�� *� ��� �� ��#���%�� � ����%��
��
���� �� #����. $�
����

ρ
∂�v

∂t
+ +ρ (�v · ∇)�v − r∆�v = −∇P + ρ�F . ?����@

	�� ��
�� � ����%�� Navier - Stokes� 5�� r → 0 ��� (�0� (� ��
 ����%��
��� �
� ���� ���#
�(� ��� ��������� Euler�

�1



����� ����
� ��)*!��� ������

9 (�
���������� ��� ��
���� �%
 �2$��%
 ���%
 ��
�� �
� �#���� �.
���� ��

�����(�
�� - �2$�� $�� ��2 ��
�� 2�� ��
 ��
�� ��
�� �.���� 
� � �(� ���� ���
$�� �� (�#3���$�� �� ����3�� 2�%� ��� � �
�(���$�
��� �� ��#����0�

�� ���3�#� ��#�(��� ��2 ��#��� ���� (��� ��� ����� ��(4�
��  �#� � ��
���
�%
 ���%
�

5�� �� ��#�$%$� �%
 �������%
 $�� �� ��
��� �%
 �2$��%
 ���%
 �#����

� $
%#�0�(� �� ��#%(���$#�3�� �� ����3�� 2�%� ��� ��
 �#����� �����
�%
 ���%
 ?hydraulic gradient@ ��� �$���#�(�
� ��#�(����

/�#����#�����2 ��� ��
���� �%
 �2$��%
 ���%
 ��
�� � ���. �#$� ��
���
��� (��� ��� ��#��� ��#�(��� �� ����3��� 5�� ��#����$(� (��  �#�����
#������ ��(� ��� �� .����� ��
�� 1 cm/day� ������ �
��%� ������ �#�32#�
��#�(��� � �
 � �(������� �#�
  �������  #2
��� 	�2 � �� ��
 ��������(�
�� $�$�
2� 2�� �� �#�32#� ��#�(��� �.����� (��.
�
��� ���� ��
 ��2 �(4��
���. ��� �.����� (��#�.
 
� ������������.
�

	����� (2�
��� �#�32#%
 ��#%(��%
 �������.
 �  #��� �����(��%
8 ��
���##��� ��2 �2$��� 3��$(�
� ��24����8 �� ��24���� 4��(� �
���
 (�
��%
8
� ��� %(��%�� ��������
8 � ���4#%�� �2$��%
 �$%$�
 ����

*�
 �#��� 4�(� $�� �� (�
���������� �� 3��
�(�
� �� ������#���(�
(�� ����%�� $�� �� ��
��� �%
 ���%
 �� ��#���� ���2�

� �%$&' (&) Darcy <� �1'! � (� �
��2�H. Darcy ��#������ �
� �(���#��2

2(� $�� �� ��
��� �%
 ���%
 �� ��#���� ���2� *.(3%
� (� ��2 �� 
2(�
�� (��#� ��� �� .����� ��
���� �%
 ���%
8 � ��$2(�
� ������ ��#� � ?specific
discharge@ ��
�� �������� �
���$� (� ��
 �#����� ������ =� �(� ������ 2��

v1 ∝ ∆h
∆x

, ?����@

2��
v1 > � ������ ��2���� ���� �� x ���.�
�� ?(��#� ��� �� .����� ��
���� ���%

�� (�� ��������@ ?[v1] = LT−1@8
∆x > � ��2����� (����. �.� ��(��%
 x1 ��� x2 ��� ��#���� ���2 ?[∆x] = L@8
∆h > � ���3�#� �#������ ����(�� (����. �%
 �.� ��(��%
 x1 ��� x2 ���
��#���� ���2 ?[∆h] = L@�

*�� ��#���%�� �� ������������ � ���3�#� ��� �#������ �
.G%��� � �(�
��� ���������(2 ��� �� .����� �� #����. ��� ��#���� ���2� ������ ���

� ��� ?����@ #���02(���� (�� �����#� �#����(�
� � ����%�� 
� ��
�� �������
���� �%���� ,���(�

v1 = −K1
∆h
∆x

, ?����@

2��
K1 > � �#����� �$%$�(2���� ��#��(�. ��� ����.�
�� ��� �� .����� ?[K1] =
LT−1@�
<� �#2��(� ���
 ���
 ����%�� ?����@ ��
�� ���#������ $���� �� 
�#2 #��� ��2

�)



1 2

∆h
h

h1

2

* �(� ����> ���3�#� �#������ �
.G%��� ∆h (����. �%
 ��(��%
 � ��� ��

��(��� (� (�$��.��#� ����� ?G��2 �
�(��2@ �#�� ��(��� (� (��#2��#� �����
? �(��2 �
�(��2@� 9 �����#� K1 ��
�� (��#� �%
 �������%
 �� #����. ����
��� �� �#�32#� ��#�(����� 5�
��� � ��(� ��� �����#�� K1 ��
�� (�$����
�� ��#�(��� �� �������.
��� ��� �((�� 9 ������ ��2���� v1 ������ 3�#��
�
�3�#���� ��� ��
 ���3�
����� �� .���� � �� .���� Darcy�

������ (�����(� ��
��� �� ��#���� ���2  #���(�����.(� ��
 ��� ��#�4��
(��#� ��� �� .����� �%
 ���%
 ��
 �2$% ��� �� .����� v1 �#�� �� �2$% ��
��#���� n�

u1 =
v1
n
,

2�� �� ��#���� n �#�0���� 
� ��
�� � 2$��� ��
�
 �� �
� ���2 �#�� ��
 �
����2
2$�� �� ����.� =�
� ��2(� ��� ��#�4�� (��#� ��� �� .����� ��
�� � �2$�� ���
�� .����� Darcy �#�� �� ��$2(�
� �
�#$2 ��#���� ne� ������

u1 =
v1
ne
.

<� �
�#$2 ��#���� ne (�� ��
�� �
� (��#� �� (�#�� �� 2$�� �� ����.
(��� ��� ����� �� #���2 (��#�� 
� ��
����� 9 �� .���� u1 �
�(�0���� ���
�#�$(����� �� .���� �� #����.�

"����� 3�#�� ��
�� ����(��2 
� � �(� �
� (��#� ��� �$��(��#���� #���
�� ����
� ��#�(���� �� �����#
� (�� �����(� �(4���. A� ,���(�

Q = −K1A
∆h
∆x

,

2��
Q > �$��(��#��� #�� ���%
 ?[Q] = L3T−1@�

�$3��!��&- �%$&� 3!&+��&!�+$&0 (*' )�! )5���'  #6#�$%(*( ' �&�
!�+$&0 9 �#����� �$%$�(2���� ��#��(�. ���#����� ��2 ��� ���2����� ��

1+



#����. ���� ��� �� ��#���� ����.� 	�� �#�����#�0���� ��2 ��
 ��2����
�(���#��2 
2(��

K =
cd2ρg

µ
=
kρg

µ
,

2��
c > �����#� �
���$��� ?���������@8
d > ���(��#�� �%(�����%
 ?�2��%
@ ?[d] = L@8
ρ > ��
2���� #����. ?[ρ] = ML−3@8
g > �����#� 4�#.����� ?[g] = LT−2@8
µ > ������ ?[µ] = ML−1T−1@8
k = cd2 > �$$�
�� �����#��2���� ?[k] = L2@�
-� ���2����� �� ��#���� ����. ��3#�0�
��� ��2 �� ��#�(��#� k = cd28 �
�
�� ���2����� �� #����. �� �� ���##��� ��� ��� ��#�(��#�� µ ��� ρ� =�
��
����� �(���#��2� 
2(�� $�� ��
 �#�����#��(2 ��� �#������ �$%$�(2����� ���
#��(�. ��
�� � 
2(�� �� Hazen � ������ �� .�� $�� �((� �� ����������� ��2
�(��2(�#3� �%(������� *.(3%
� (� ��2


K = ad2
10,

2��
a > �����#� Hazen ?[a] = L−1T−1@8
d10 > ���(��#�� �%(�����%
 ������ ���� �� 10% ��� (�0�� �%
 �%(�����%
 
�
� �
 ���(��#� (��#2��#� ��2 ��� ?[d10] = L@�

<���� � ����%�� Cozeny-Carmen ��
�� (�� ��2(� � ��� �� (�� ��
�� (��
����(��� ��� �#������ �$%$�(2����� ��#��(�. K�

K =
n3

(1− n)2

(
d2

m

180

)
ρg

µ
,

2��
n > �� ��#���� �� ����. ? ���������@8
dm > (��� ���(��#�� �%(�����%
 ?[dm] = L@�

5�� 
� (�������(� �� ��
��� �
2� #����. �� ��#���� ���2 �� ����� ���
����(4�
�� �
� �#����������  %#��  #���02(���� �� 
2(� �� Darcy ���� �#���
����������8 ������

v1 = −K1
∂h

∂x
, ?���&@

v2 = −K2
∂h

∂y
, ?���'@

v3 = −K3
∂h

∂z
, ?���!@

2�� v1, v2, v3 �� �� .����� ���
 ���(���8 �$��#��� ��� ������ ����.�
�� �
���
���� �8K1, K2, K3 �� �
������ �� �����#�� �#������ �$%$�(2����� ��#��(�.
��� h = h(x, y, z)8 (x, y, z) ∈ R

3�

1�



"#���� 
� ��(�����(� 2�� �� ��������� ?���&@8 ?���'@8 ��� ?���!@ �2���
���
�� ������� ��#��#��(�.�8 ������ �� �#���� 
� �� 
�(� 2�� ��
�� �(���#����

2(��� 5�� ���.  �(���� �� .����� � ���3�#� �#������ �
.G%��� (��#�� 
�
��
��  �(��2��#� ��2 (�� �#���(� ��(� ���% ��2 ��
 ����� ��
 � �(� ��
���
�� #����. �
� $�� (�$���� �� .����� � � ��� ��� �� .����� ��� ��� ���3�#��
�#������ �
.G%��� (��#�� 
� (�
 ��
�� $#�((����

=-�%
 �3�#� ��� � ����� ?���&@8 ?���'@8 ��� ?���!@ � �(� 2�� 2��
 ��K1, K28
K3 ��
�� ���3�#����� (����. ��� � #�� �
�(�0���� �
����#����� �
� ��
�� ��2�
�#��� 2��
 K1 = K2 = K3�

������ ��
 ��K1, K2, K3 (���4����
��� ��2 ��(��� �� ��(��� ��� �#�32#�
��#�(� ������ Ki = Ki(x, y, z)8 i = 1, 2, 3 � #�� �
�(�0���� (� �(�$�
��� ��

�� K1, K2, K3 ��
�� �����#�� $�� ���� ��(��� �� �#�32#� �#�0�
�� � #��
��
�� �(�$�
���

��� � 
� ��#���%�� ��
�� 
� � �(� �(�$�
��� ��� �
����#������ �
�����
2�%
 �3�#� �� #��� *
��%� � �(� 2�� K1 = K2 > K3 ������ � #�� ��
�#�02
��� ������� ��
�� ��� �.���� �� �����#%(����� ������(��� 
�#�.�

9 �#����� ����(� ?hydraulic head@ ��
�� �
� (��#� �
�#$���� �
� (�
������
2$�� �� 
�#�.� 	�� (��#�� 
� ��3#����� (� ��
 ��2���� �#2��

h = z +
P

ρg
+
v2

2g
, ?����@

2��
h > �#����� ����(� ?[h] = L @8
z > �
.G%�� ��� ����(�� �� 
�#�. ��
% ��� �� ��(��� �
�3�#�� ?[z] = L@8
ρ > ��
2���� 
�#�. ?[ρ] = ML−3@8
P > ����� ?[P ] = ML−1T−2@8
g > �����#� 4�#.����� ?[g] = LT−2@8
v > �� .���� 
�#�. ?[v] = LT−1@8

*
��%� � 2#�� v2

ρg ������ � ��
����� �
�#$��� ��
�� �(������� ��� � �
.G%��
�� 
�#�. �
�3�#���� �� � ��� (� �� (��� ������� ��� ��������� "#������ �
����%�� ?����@ ��
�� �� .G�� ��� ������8 h8 �� �� � �(���02��
�8 �2$% ���
�
�#$���� �� ��3#�0���� ��� ��
 2#� P

ρg ��
 �
��$�(� �
� ��$��� ��
% ��2 ��

�#�32#� ��#�(� �� ����� 4#������� �� .G�� z �� � ��� (� �� (��� ������� ���
���������

����' 1.�
�
!�� ���

9 #�� �2$��%
 ���%
 �#���� 
� ���
������ ��
 ����%�� ��� �
� ����8 ������
�
� 
2(� �����#����� *�� �#����(�
� ��#���%�� � �(�

∂(ρv1)
∂x

+
∂(ρv2)
∂y

+
∂(ρv3)
∂z

= −∂(ρn)
∂t

. ?���1@

- 2#�� ∂(ρn)
∂t ��3#�0�� �� (���4��� ��� (�0�� �� 
�#�. �2$% ��������� � �(���

����8 ������ ����$� ��� ��
2����� ρ8 � �2$% �(������ �� ��#���� ����.8

1�
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P
ρ g

h

z
z=0

* �(� ���&> H�#����� �
.G%���

��2�� � �(� ��� (���4��� �� ��#����� *$���#�(�
� � �(�

∂(ρn)
∂t

= n
∂ρ

∂t
+ ρ

∂n

∂t
= ρSc

∂h

∂t
, ?���)@

2��
Sc > ������ �#� %#����2����8 Sc = ρg(α+ nβ) ?[Sc] = L−1 @8
α > �(�����2���� �#�32#� ��#�(���� ?[α] = LT 2M−1@8
β > �(�����2���� #����. ?[β] = M−1LT 2@8
/#���(�����
��� ��
 ����%�� ?���)@ ��� �
���������
��� ��
 ��� ?���1@ � �(�

∂(ρv1)
∂x

+
∂(ρv2)
∂y

+
∂(ρv3)
∂z

= −ρSc
∂h

∂t
.

,�%#�
��� 2�� �� (���4���� ��� ��
2���� ��
�� �(������� � �(�

∂ρ

∂x
,
∂ρ

∂x
,
∂ρ

∂x
� 1

��� ���(�
%�

ρ
∂v1
∂x

+ ρ
∂v2
∂y

+ ρ
∂v3
∂z

= ρSc
∂h

∂t
.

����#�
��� (� ρ 2��� ��� 2#�� ���  #���(�����
��� �� 
2(� �� Darcy
���#
�(�

∂

∂x

(
K1

∂h

∂x

)
+

∂

∂y

(
K2

∂h

∂y

)
+

∂

∂z

(
K3

∂h

∂z

)
= Sc

∂h

∂t
.

*�� ��#���%�� �� � #�� ��
�� �(�$�
�� ��� ����#�����8 ������ K1 = K2 = K3

�����#��8 � ����%�� $�
����

∂2h

∂x2
+
∂2h

∂y2
+
∂2h

∂z2
=
Sc

K

∂h

∂t
.

1�



-#�0�(� �� �����#� S8 �� �
������� ����������2�����8 �� �
� �#�32#�
��#�(� �� �� b %� S = Ssb ��� �� �����#� (���4�4�����2����� T = Kb ��2��
� ����%�� $�
����

∂2h

∂x2
+
∂2h

∂y2
+
∂2h

∂z2
=
S

T

∂h

∂t
.

b
y

x

z

* �(� ���'> 	��������� ��  %#�� �� �.� �����������

������ � ���2���� ∂2h
∂z2 (��#�� 
� ������3��� ��
 ��%#���(� 2�� ∂h

∂z (x, y, 0) =
∂h
∂z (x, y, b) = 0 ���  #���(�������(� �� (���4���� h̄ =

∫ b

0
hdz � ���� �
 ���

����(� 2�� K1,K2 � 1� =���� � ����%��8  #���(�����
��� �� ���� ��#���%��
�� �(4����(2 h = h(x, y) $�� �2$�� ���2�����8 $�
����

∂2h

∂x2
+
∂2h

∂y2
=
S

T

∂h

∂t
. ?���+@

*�� ��#���%�� �� �
���3�#2(���� $�� �� �����(� ���������8 � $�� (��
 #�
��� ���(��� � ����� (��#� �� � ��� (� ��  #2
� ��
���� �� #����.8
���#
�(� �� �����(� �#24��(�

∂2h

∂x2
+
∂2h

∂y2
= 0. ?����@

5�� ��� ��������� ?���+@8 ?����@ �#���� 
� ����(� ���������� �
�#����� ���
�# ���� �
������

9 ������ ��� 2��
 �� �
�#����� �
����� ��
�� ������� ���� ���� 
� (�

� �(� �
������ �.�� (��#�� 
� $�
�� �#��(������

5�� ��#����$(� � ����%�� ?����@ (��#�� 
� ���� (� ����#��(�
�� ���3�#���
,�%#�
��� �
� ���$(� �� �
� ����������  %#�� ��� (� hi,j � h(xi, xj) � �(�

hi,j =
hi,j+1 + hi,j−1 + hi−1,j + hi+1,j

4
.

1&



*� ��#���%�� �� � �(� �
��2�#��� #�� (� K1 = K2 �� ��#���
% � �(�
���#
�� �� (�#3�

hi,j =
K1i,j+1hi,j+1 +K1i,j−1hi,j−1 +K2i−1,jhi−1,j +K2i+1,jhi+1,j

K1i,j−1 +K1i,j+1 +K1i−1,j +K1i+1,j

.

����� 1.�
�
� �!�	+���� ����
�	����# ��	�#�	���

5�� 
� (�
����������(� �� (���3�#� ��� ��� �� �
2� (���(������  �(����
�
%��� �� �
� �#�32#� ��#�(� ��  #���(�������(� ��
 ����%�� ��� ��� �
(���3�#��

∂C

∂t
+

∂

∂xi
(uiC) =

∂

∂xi

(
Di,j

∂C

∂xi

)
±

n∑
m=1

rm. ?����@

2��
C > �$��
�#%�� ����.(���� ?[C] = ML−3 @8
t >  #2
�� ?[t] = T @8
ui > �� .���� ���%
 i = 1, 2, 3 ?[ui] = LT−1@8
xi > ��2�����8 x1 ���(���8 x2 �$��#���8 x3 �����2#3� ?[xi] = L@8
Di,j > ��
���� ��� ��� ?� ������#��@ ?[Di,j ] = L2T−1@8
rm > #�(2� �
���#����8 3����� �  �(���� � 4����$���� ?[rm] = ML−3T−1@�
	�� � ����%�� �#���� 
�  #���(�������� �� �
���(2 (� ��
 ����%�� �
��
 ���� $�� �� �#�����#��(2 ��� �#������ ����(�� h ��� �#� �%
 �� ���%

ui� ��
 �� �
�������� ��� �� .����� ��� ��� ��� ��� ��
�� �����#�� ��� ��
���� ��� ��� ���$%
�� �� ��
��� D ��
�� �� D11, D22, D33 � ����%�� ?����@
���#
�� �� (�#3�

∂C

∂t
+
[
u1
∂C

∂x
+ u2

∂C

∂y
+ u3

∂C

∂z

]
= D11

∂C

∂x2
+D22

∂C

∂y2
+D33

∂C

∂z2
±

n∑
m=1

rm,

�

∂C

∂t
+ ui∇C = Dii∆C ±

n∑
m=1

rm,

*
��%� ��� � ����%��  #���0���� 
� ���� $�� (�� � �.� ���������� �3�. ��2
��
 ����%�� ��� �
� ���� � �� �#�����#����� � �� .���� ui�

<� Di �#�����#�0�
��� ���#�(������ ��� � ��� �� ������.
�� ��
 �#���
���#��(2 ��� ��
�� � ��2����

D11 = a1u1 +D∗, D22 = a2u2 +D∗

2��
a1 > ���(���� (���� ������#���(�. ?[a1] = L @8
a2 > �$��#��� (���� ������#���(�. ?[a2] = L @8

1'



D∗ > �
�������� ��� ��� �%(�����%
 #����. ?[D∗] = L2T−1@8
	��� �� � ����� ��3#�0�
 �� $�$�
2� 2�� � #�� �� ��� ��� ��#���2��#� ��
����� (�$��.��#� �� .���� ���$�� �� #���2 �� ��#���2��#�� ����#2(�� ���
��#���� ���2�

* �(� ���!> ��� �� #��� �� ��#���� ���2�

����- 2)+�
�3 !��%�����
� �	� 	������
!��

��
 ��#���������(� �� �$��
�#%�� C ����� �� 
�#2 ��
����� �
�(��� ��
�.� ��(��� x1 ��� x2 ��� ��  #2
� t1 ��� t2 � �(���0���� (�� ��$(����� ��(�.��

t=0 t t1 2

x

x=0 x

t

1 2x

* �(� ����> "#�3�� ��� ��� �� ���3�#��  #�
���� ���$(�� ��� �� ���3�#�
��(����

1!



E����(� 2�� (� ��  #2
� �� ��(�.��� �%
 t2 ��� x2 � �
 (��#2��#� ������
	�2 �(4��
�� �� (�
���������8 �(�$�
�� �#�32#� ��#�(� ��� � ����%�� $��
�� �$��
�#%�� ��� (2�
��� ��
��

∂C

∂t
+ u1

∂C

∂x
= D

∂2C

∂x2
±

n∑
m=1

rm.

��� ��2 ��� ��� �
����(�
�� �
���#����� �� � �(� ��
�� ��� ��� ���4#%���
�� ��#���� ����.� -� (� �
��(�� ���4#%��� � ���0�
��� (� ��
 ���##2�
3��� �#$�
���
  �(���
 �
���%
8 ���##23��� (�����%
 ���
 ���3�
��� �%

�%(�����%
 �� ��#���� ����.8 �
�����$� (��������
 �2
�%
 ���� <� ���2
�#��#�3�(�
�� (�0�� ��� ��#���� ���2 S ��
���� ��2 �� � ��� S = kdC 2��
[sa] = MM−1, � � mg/kg8 kd ��
�� � �
�������� ����
�(�� ��� C � �$���

�#%�� �� ����.(����� 9 ����%�� ��� ��� (���3�#�� �� ��� �� ��#���%��
$�
����

∂C

∂t
+ u1

∂C

∂x
= D

∂C

∂x2
− ∂Sa

∂t
ρs

1− n
n
±

n∑
m=1

rm.

2��
ρs > ��
2���� �%(�����%
 ?[ρs] = ML−3 @8
n > �
�#$2 ��#���� ?��������� @8
rm > #�(2� ������%
  �(���
 � 4����$���
 �
���#���%
� "����� 3�#�� ��
��
��� 4����2 
�  #���(�����.(� �� ��
2���� �� ��#���� ����.8 ρb �� � ���
(� ��
 �
����2 2$�� �� ������(4�
��8 ρb = ρs(1− n)� ������

∂S

∂t

ρb

n
=

mg  �(���.

kg ���#��. �(�#�

Kg ���#��./*
����� lt

ltH2O/*
����� lt
.

/#���(�����
��� �� � ��� S = kdC � �(�

∂C

∂t
+ u1

∂C

∂x
= D

∂2C

∂x2
− kd

ρb

n

∂C

∂t
±

n∑
m=1

rm,

�

∂C

∂t

(
1 + kd

ρb

n

)
+ u1

∂C

∂x
= D

∂2C

∂x2
±

n∑
m=1

rm.

-#�0�(� ��
 ��������� 2#� ���4#��
��� � ���#���� R

R = 1 + kd
ρb

n
= 1 + kdρs

(1 − n)
n

,

��� � �(�

∂C

∂t
+
u1

R

∂C

∂x
=
D

R

∂2C

∂x2
− K

R
C, ?����@

1�



t

(α) (β)

C
Co

* �(� ���1> "#�3�� ��� ��� �� ���3�#��  #�
���� ���$(���

$��
∑n

m=1 rm = −KC ��� ��#���%�� (���  �(���� �
���#���� �#���� �����8
2�� K ��
�� � �����#� ��� �
���#���� ?�����#� �������2(����@� - 2#�� ����
4#��
��� � �� ��
 ��������(� �� ������#��� ��� ������������

5�� ��
 ����%�� ?����@ (�� ��$��� ��� ����
� ���� � �%
 �
����
 ��
�#���� 
� ����(� ��
��

C(0, t) = C0, t > 0, ∂C
∂x → 0, x→∞,

C(x, 0) = 0, x ≥ 0.

9 �.�� ��� ����%��� �� ��� �� ��#���%�� ��
��

C =
C0

2
e(

u1−v
2D x)erfc

(
Rx− vt
2
√
DRt

)
+
C0

2
e(

u1+v
2D x)erfc

(
Rx+ vt

2
√
DRt

)
,

2��

v = u1

(
1 + 4

KD

u2
1

)
���

erfc(y) = 1− 1√
π

∞∑
n=0

(−1)ny2n+1

n!(2n+ 1)
= 1−

∫ y

0

e−η2
dη.

"����� 3�#�� � ��$� �� (���(�����. ����.(���� ��
 ��
�� �
� �� ���
���� � �(� (�� ��#�� (�0��M �� �
� ��(��� (�� �$���#�(�
�  #�
��� ���$(��
<2�� �� �
�#����� �
����� � �
 �� (�#3�

∂C
∂x → 0, x→ ±∞,

C(x, 0) = δ(x), x ∈ R.

9 �.�� �� ��� �� ��#���%�� ��
��

C =
MR

2A
√
πDRt

e

�
− (x− u1

R
t)

4 D
R

t

�
e(−

K
R t).

11



2��
M > (�0� ��#��� (2�
��� ?[M ] = M @8
A > �����(� #��� #����. ?[A] = L2 @�
*�� ��#���%�� #��� �#��
 ��������%
8 (� �
���$�� �
�#����� �
�����8 �

��%#���(� 2�� � �(� ��
��� �� �#�32#� ��#�(���� (2
� ���
 �#�02
���
����.�
�� � ����%�� � �� �� (�#3�

∂C

∂t
+
u1

R

∂C

∂x
=
D1

R

∂2C

∂x2
+
D2

R

∂2C

∂y2
+
D3

R

∂2C

∂z2
− K

R
C.

9 �.�� �� ��� �� ��#���%�� � �� �� (�#3�

C(x, y, z, t) =
C0

8
e

u1
2D1

�
1−
�

1+4kD1/u1
u1/R

x
� 1

2
�
· erfc

⎛
⎝x− u1

R +
(
1 + 4kD1R

2x2

) 1
2

2
(

D1
R t
)

⎞
⎠

·

⎧⎪⎨
⎪⎩erf

⎡
⎢⎣ y + Y

2

2
(

D2
u1
x
) 1

2

⎤
⎥⎦− erf

⎡
⎢⎣ y − Y

2

2
(

D2
u1
x
) 1

2

⎤
⎥⎦
⎫⎪⎬
⎪⎭

·

⎧⎪⎨
⎪⎩erf

⎡
⎢⎣ z + Z

2
(

D3
u1
x
) 1

2

⎤
⎥⎦− erf

⎡
⎢⎣ z − Z

2
(

D3
u1
x
) 1

2

⎤
⎥⎦
⎫⎪⎬
⎪⎭ ,

2�� Y ��
�� �� ������ ��� ��$�� �%
 ���4���%
 �� �#�����.
 (2�
�� ���
Z ��
�� �� .G�� ��� ��$�� ���4���%
�

z
y

x

* �(� ���)> <#����������  %#���

-� �.���� �%
 ��#���
% �������%
 (��#�.
 
� ��#� ��.
 (�  #��� ��
(���� �(����(�. Fourier � (� ��  #��� ��� ��(������� �.��� $�� �(�����#�
 %#���

1)



#�) 4 �$�	�	� "��%���� ������

,�%#�.(� 2�� � �(� �
� ��2�#��� ���28 ��#���� ��� �� #�� (��� �� ��2 
�
����#�0���� ��� �� 
2(� �� Darcy� �� ��������� ��
�
��������� � �(�

�v = −∇P,
2��
�v > �� ���
�(� ��� �� .����� ?[�v] = LT−1 @8
P > ����� ?[P ] = MT−2L−1@�
9 ����%�� ��� �
� ���� ��� �#����(�
� ��#���%�� ��
��

∂ρ

∂t
= ∇ · (ρ∇P ) ,

2��
ρ > � ��
2���� ?[ρ] = ML−3 @8 � ����� ��
 ��
�� �����#� %� �#�� ��  #2
��

*� ��#���%�� �� � �(� ��2��#(� (���4��� ��� #���8 ������ � �(� �#$�
#��8 �� .�� 2�� � ����� ��
�� �
���$� ��� ��
2�����8 P ∝ ρ �
� $�� ����4�����
(���4���8 �� ��#���%�� �� � ��#(��� �$%$�(2���� ��
 ��
�� (�$���8 � �(�
2�� � ����� ��
�� �
���$� (��� �.
�(�� ��� ��
2����� ������ P ∝ ργ 8 (� γ > 1�

*�� ��#���%�� ����4������ (���4���� � ����%�� ��� �
� ���� ���#
�� ��
(�#3�

∂ρ

∂t
= ∇ · (ρm∇ρ) ,

$�� m > 08 m = γ > 1 � m = 1 �
���$� (� �� ��#���%��8 � �(�

∂ρ

∂t
= ρm∇2ρ+mρm−1

∣∣∇ρ∣∣2,
�  #���(�����
��� �� ����� P $�� ���#��(�
� (���4����

∂P

∂t
= P∇2P +

1
m

∣∣∇P ∣∣2.
*��� ��#���
% ��������� $�� �� ����� � �� ��
2����8 $�� 
� � �
 3���2

2�(� ����8 (�� �
���3�#�
 (2
� ������� �.����8 ������ ����(� P > 0 ���
ρ > 0� �������
 �� ��������� ���� ��
�� ��#�4�����. �.�� ��� ����� �
��� ���
�
���$�� �
�#����� ��� �# ���� �
������

��
 ��%#���(� �� ��#���%�� �� � �(� �
� (�
���������  %#�� � ����%��
$�� ��
 ��
2���� $�
����

∂ρ

∂t
=

∂

∂x

(
ρm ∂ρ

∂x

)
.

9 ����%�� ��� ����� ���� �.��� �$���#�(�
�� (�#3��� 	��� �
�(�0�
���
�.���� �� ���.�
��� �.(����8 ?travelling wave solutions@ ��� � �
 �� (�#3�
ρ = ρ(x − ct)8 2�� c �����#� ��� z = x − ct � 
�� �
���#���� (���4����� 5��
ρ = ρ(z) � ����%�� $�
����

d

dz

(
ρm dρ

dz

)
+ c

dρ

dz
.

)+



$�� ′ = d
dz ��� ������#�
�
��� � �(�

ρmρ′ + cρ = C,

2�� C ������ �����#�� ,���(� 
� � �(� ������� �.����8 ρ > 0 $�� z < 0 ���
ρ = 0 $�� z ≥ 0� 	�2 �� 
2(� �����#����8 ������ 2�� � #�� ��
�� ��� (� −ρm∇ρ8
� �(� 2�� � ���2���� ρmρ′ ��
�� �
� �� ��� ρmρ′ = 0 $�� z = 0�

9 $#�3��� ��#������ ��� �.��� �� � �� �� (�#3� (��� ��(�.��� � �����
��
�� ����� $�� m > 18 �#�� $�� m < 1 ��� ��
�� (�� ����� $�� m = 1�

z                z=0 z                z=0 z                z=0

m>1 m=1 m<1
ρ ρ ρ

* �(� ���+> ��#3�� ��� ρ $�� ���3�#�� ��(�� �� m�

)�
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