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Πρόλογος

Ο στόχος των σημειώσεων αυτών είναι να αποτελέσουν τη βάση για τη διδασκαλία
του μαθήματος <<Μαθηματικά Μοντέλα για τις Περιβαλλοντικές Επιστήμες>>
του Μεταπτυχιακού προγράμματος Σπουδών<<ΜαθηματικήΜοντελοποίηση στις
φυσικές Επιστήμες και στις Σύγχρονες Τεχνολογίες>> του Μαθηματικού τμή-
ματος του Πανεπιστημίου Αιγαίου.
Το θέμα είναι εξαιρετικά ευρύ και σε καμία περίπτωση δεν μπορεί να καλυφθεί

πλήρως από ένα μόνο διδακτικό εγχειρίδιο. Παρόλα αυτά στις παρούσες σημειώ-
σεις γίνεται μια προσπάθεια να δοθεί μια παρουσίαση των βασικών τεχνικών της
μαθηματικής μοντελοποίησης και των εφαρμογών τους σε προβλήματα που προκύ-
πτουν στη μελέτη του περιβάλλοντος. ΄Ετσι αρχικά στο Κεφάλαιο 1 γίνεται μια
παρουσίαση των βασικών τεχνικών της μαθηματικής μοντελοποίησης : Διαστατική
ανάλυση - Κανονικοποίηση - Μέθοδοι διαταραχής. Επιπλέον παρουσιάζονται οι πιο
σημαντικές μερικές διαφορικές εξισώσεις που αφορούν φαινόμενα διάχυσης. Με
αυτό το τρόπο ο αναγνώστης μπορεί να δει τη διαδικασία της μοντελοποίησης και
της παραγωγής εξισώσεων από απλές βασικές αρχές και παράλληλα παρουσιάζεται
ένα σύνολο εξισώσεων - μοντέλων που μπορούν να εφαρμοστούν άμεσα σε πιο ει-
δικές περιπτώσεις, όπως σε αυτές που προκύπτουν από τα προβλήματα στη μελέτη
περιβαλλοντικών φαινομένων. Τέλος στο Κεφάλαιο 2 παρουσιάζονται συγκεκρι-
μένα παραδείγματα μαθηματικών μοντέλων (case studies) για το περιβάλλον.
Απαραίτητη προϋπόθεση για την κατανόηση των σημειώσεων αυτών είναι οι

βασικές γνώσεις σε Συνήθεις και Μερικές Διαφορικές Εξισώσεις.
Οι αναφορές που χρησιμοποιήθηκαν για τη συγγραφή αυτών των σημειώσεων

είναι οι εξής :
Για το Κεφάλαιο 1 χρησιμοποιήθηκαν οι αναφορές [2] [4], [3] και [6], [1].
Για το Κεφάλιο 2 οι αναφορές [2], [4] [7],[6] και [5]
Τέλος θα ήθελα να ευχαριστήσω θερμά τον φίλο και συνάδελφο Θεόδωρο Μι-

χαλακόπουλο, Λέκτορα του τμήματος Μεταλλειολόγων Μηχανικών, ΕΜΠ για τις
διορθώσεις και συστάσεις του, από την ιδιαίτερα χρήσιμη οπτική γωνία ενός μη-
χανικού, όσον αφορά στο περιεχόμενο των σημειώσεων αυτών και τη φιλόλογο
Γεωργία Γαλάνη για τις διορθώσεις της όσον αφορά στη γλώσσα του κειμένου.
Επίσης θα ήθελα να ευχαριστήσω τους φοιτητές του μεταπτυχιακού κύκλου σπου-
δών στο Μαθηματικό τμήμα του Πανεπιστημίου Αιγαίου για τις παρατηρήσεις τους
κατά τη διδασκαλία του μαθήματος << Μαθηματικά Μοντέλα για τις Περιβαλλο-
ντικές Επιστήμες>>.
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Εισαγωγή

Ο σκοπός της μαθηματικής μοντελοποίησης είναι να κατασκευάσουμε, να κατα-
στρώσουμε λογικές χρήσιμες εξισώσεις (μαθηματικά μοντέλα) που αναπαριστούν
διαδικασίες που συμβαίνουν στον πραγματικό κόσμο. Αυτές μπορεί να μοντελο-
ποιούν διαδικασίες στη φυσική, στη χημεία, στη βιολογία, στα οικονομικά, στη
βιομηχανική παραγωγή, στις περιβαλλοντικές επιστήμες κ.τ.λ.

Γενική Ιδέα Η κατασκευή ενός μαθηματικού μοντέλου μπορεί να περιγραφεί
ως εξής :
α) Προσπαθούμε να κατανοήσουμε τη φυσική διαδικασία. Καθορίζουμε τα βασικά
χαρακτηριστικά της.
β) Γράφουμε εξισώσεις για την ομαδοποίηση αυτών των χαρακτηριστικών σε μα-
θηματική μορφή. Μπορεί να έχουμε περιπτώσεις όπου γνωρίζουμε τους φυσικούς
νόμους που περιγράφουν το φαινόμενο, δηλαδή υπάρχει κάποια σχετική μαθηματι-
κή θεωρία από πριν. Σε περίπτωση που αυτοί οι νόμοι είναι περίπλοκοι μπορεί να
χρειάζεται να κατασκευάσουμε εξισώσεις από την αρχή, ή να χρησιμοποιήσουμε
φυσική διαίσθηση ή μαθηματική απλοποίηση. Σαν τελικό αποτέλεσμα χρειαζό-
μαστε ένα επιλύσημο πρόβλημα επαρκές να δώσει ένα ρεαλιστικό μοντέλο. Πιο
συγκεκριμένα το ζητούμενο είναι ότι οι εξισώσεις αυτές με κάποιο τρόπο πρέπει
να λύνονται.
γ) Συγκρίνουμε τη λύση με πειραματικά δεδομένα. Βελτιώνουμε το μοντέλο, εάν
αυτό χρειάζεται. Το απλοποιούμε περαιτέρω ή και συμπεριλαμβάνουμε περισσότε-
ρα χαρακτηριστικά. Αρχίζουμε τη διαδικασία από την αρχή (βήμα (α) ) μέχρι να
έχουμε ένα ικανοποιητικό αποτέλεσμα.
Οι μέθοδοι στις οποίες βασιζόμαστε είναι οι εξής :

α) Φυσικές αρχές π.χ. διατήρηση μάζας, ορμής κ.τ.λ.
β) Διαστατική ανάλυση και κανονικοποίηση.
γ) Χρησιμοποιούμε τις εξισώσεις με απλοποίηση εφαρμόζοντας ασυμπτωτική ανά-
λυση και μεθόδους διαταραχών.
δ) Θέτουμε αξιωματικά εξισώσεις οι οποίες περιμένουμε να αντιπροσωπεύουν βα-
σικά χαρακτηριστικά.
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Παράδειγμα Κατασκευής Μαθηματικού μοντέ-
λου:
Μόλυνση σε μια λίμνη

Θεωρούμε ότι έχουμε μια λίμνη σταθερού όγκου V σε κυβικά μέτρα. Επίσης
υποθέτουμε ότι είναι μολυσμένη και ότι η μόλυνση είναι ομοιόμορφα κατανεμημένη
στον όγκο της.
Συμβολίζουμε με x(t) τη συγκέντρωση της μόλυνσης ανά κυβικό μέτρο και

έστω r ο ρυθμός με τον οποίο το νερό της λίμνης διαφεύγει από αυτήν (πχ.
λόγω εξάτμισης). Για να παραμένει ο όγκος της σταθερός πρέπει να έχουμε και
αντίστοιχη εισροή υδάτων στη λίμνη (πχ. λόγω βροχοπτώσεων). Θέλουμε να
δούμε, εάν η εισροή μόλυνσης πάψει, σε πόσο χρόνο η λίμνη θα αυτοκαθαριστεί
δηλαδή πότε η συγκέντρωση της μόλυνσης θα φτάσει το 5%.
Θα καταστρώσουμε μια εξίσωση που θα συσχετίζει τα φυσικά μεγέθη του

προβλήματος μεταξύ τους. Αυτά είναι η συγκέντρωση x(t), ο όγκος V , ο ρυθμός
εισροήσ-εκροής r, και ο χρόνος t.
΄Εχουμε ότι

Ρυθμός μεταβολής μόλυνσης = Εισροή μόλυνσης - εκροή μόλυνσης,
ή εναλλακτικά ότι

d

dt
(V x(t)) = 0− rx(t),

ή
dx(t)

dt
= −V

r
x(t).

Επίσης τη χρονική στιγμή t = 0 θεωρούμε ότι στη λίμνη περιέχεται ποσό
μόλυνσης x(0) = x0. Επειδή − r

V < 0 το μοντέλο μας δίνει εκθετική μείωση για
το x(t). Λύνοντας παίρνουμε

x(t) = x0e
− r

V
t.

Θέλουμε να βρούμε το χρόνο t = tc για τον οποίο έχουμε
x(tc)
x0

= 0.05. ΄Αρα

tc = − ln(0.005)Vr = ln(20)Vr ∼ 3V
r .

Το παραπάνω αποτέλεσμα έχει εφαρμοστεί για τη μελέτη αυτού του φαινομένου
στις λίμνες Michigan, Erie και Superior και τα αποτελέσματα συνοψίζονται στο
πίνακα που ακολουθεί.

Michigan Erie Superior
V 4871× 109 m3 458× 109 m3 1921× 109 m3

r 433092096 lt/sec 479582208 lt/sec 178619904 lt/sec
tc 7.8 χρόνια 92 χρόνια 562 χρόνια
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Κεφάλαιο 1

ΜΕΘΟΔΟΙ
ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗΣ
ΜΟΝΤΕΛΟΠΟΙΗΣΗΣ
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1.1 Διαστατική Ανάλυση - Κανονικοποίηση

Οι τεχνικές της διαστατικής ανάλυσης και της κανονικοποίησης παίζουν βασικό
ρόλο στη θεμελίωση και τις εφαρμογές των μαθηματικών μοντέλων.
Η καλή αντίληψη του σχετικού μεγέθους των διάφορων φυσικών παραμέτρων

και η αναγνώριση πιθανών σχέσεων μεταξύ τους μας οδηγούν στην καλύτερη κατα-
νόηση του προβλήματος και μας υποδεικνύουν τρόπους προσέγγισης των λύσεων
ή και της ακριβούς επίλυσής του.
Δεδομένου ενός εμπειρικού προβλήματος το πρώτο στάδιο επίλυσης είναι η

διατύπωση ενός μαθηματικού μοντέλου που το περιγράφει. Αυτό περιλαμβάνει
τον ορισμό των μεγεθών που υπεισέρχονται στο πρόβλημα και τη διατύπωση ενός
συνόλου εξισώσεων οι οποίες το διέπουν και το περιγράφουν λεπτομερώς. Επίσης
οι εξισώσεις του προβλήματος πρέπει να είναι διαστατικά ομογενείς, δηλαδή οι
διαστάσεις στα δυο μέλη της κάθε εξίσωσης πρέπει να είναι ίδιες.
Η διαστατική ανάλυση μας επιτρέπει να κατανοήσουμε τις διαστατικές σχέσεις

(μήκους, χρόνου, μάζας, κ.τ.λ.) μεταξύ των ποσοτήτων στην εξίσωση και τις
συνέπειες της διαστατικής ομογένειας που θα πρέπει να ισχύει.
Η κανονικοποίηση μας βοηθάει να εκτιμήσουμε το σχετικό μέγεθος των όρων

που εμφανίζονται στις εξισώσεις του μοντέλου (άρα και στη σωστή αναζήτηση
ασυμπτωτικών λύσεων).

1.1.1 Μέθοδοι Διαστατικής Ανάλυσης

Οι εξισώσεις έχουν μια εσωτερική συνέπεια που δεν επιτρέπει στις μεταβλητές
να σχετίζονται με οποιονδήποτε τρόπο. Οι εξισώσεις πρέπει να είναι διαστατικά
ομογενείς.
Το βασικό αποτέλεσμα της διαστατικής ανάλυσης είναι το θεώρημα του π. Αυ-

τό μας λέει ότι αν ένας φυσικός νόμος δίνει μια σχέση μεταξύ διάφορων φυσικών
μεγεθών τότε υπάρχει ένας ισοδύναμος νόμος που συσχετίζει ορισμένες αδιάστα-
τες ποσότητες που προκύπτουν από αυτά τα μεγέθη.

Παράδειγμα ΄Εστω ένα φυσικό σύστημα που περιγράφεται από ένα νόμο της
μορφής f(E,P,A) = 0 όπου E είναι η ενέργεια, P η πίεση, A το εμβαδόν. Θέλουμε

ένα νόμο που συσχετίζει αυτές τις ποσότητες μεταξύ τους. ΄Εχουμε [E] =M L2

T 2 ,

[P ] = M
LT 2 , και [A] = L2, όπου με [x] συμβολίζουμε τις μονάδες του μεγέθους x,

και με M , L, T συμβολίζουμε τις μονάδες μάζας, μήκους και χρόνου αντίστοιχα.
Προσπαθούμε να συνδυάσουμε αυτά τα τρία μεγέθη μεταξύ τους έτσι ώστε να
συμφωνούν οι μονάδες στα δύο μέλη της εξίσωσης. Πρέπει [E] = [P ][A]a, για

κατάλληλο a, άρα έχουμε M L2

T 2 = M
LT 2L

2a, ή L3 = L2a οπότε a = 3
2 . ΄Αρα τελικά

ο νόμος που συνδέει αυτά τα μεγέθη πρέπει να είναι της μορφής

PA
2
3

E
= σταθερά.

Παράδειγμα Η ταχύτητα κυμάτων επιφάνειας, v σε θάλασσα μεγάλου βάθους
συσχετίζεται με το μήκος κύματος l και την επιτάχυνση της βαρύτητας g. Θέλουμε
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να διερευνήσουμε τη σχέση που μπορούμε να έχουμε για τα μεγέθη v, l, g. ΄Εχουμε
[v] = L

T , [l] = L, g = L
T 2 . Παρατηρούμε ότι [v]2

1
[l] = [g]. ΄Αρα μια σχέση που

συνδέει αυτά τα τρία μεγέθη είναι

v2

gl
= σταθερά ή v = σταθερά×

√

gl.

Παράδειγμα - Ο νόμος του Stokes για τη σφαίρα. Θεωρούμε μία
σφαίρα ακτίνας a η οποία κινείται αργά μέσα σε ένα ρευστό, ιξώδους µ, με ταχύτητα
u. Θέλουμε να δούμε τί μορφή έχει η δύναμη αντίστασης από το ρευστό στην
κίνηση της σφαίρας. ΄Εχουμε [a] = L, [u] = L

T , [µ] =
M
LT ενώ για τη δύναμη

αντίστασης F έχουμε [F ] = ML
T 2 . Ο σκοπός είναι να προσδιορίσουμε μία σχέση

της μορφής F = g(a, u, µ). Μπορούμε να απαλείψουμε τις μονάδες μάζας M από

την F παίρνοντας τον λόγο f
µ , και [

f
µ ] =

L2

T . Απο αυτόν τον λόγο μπορούμε
να απαλείψουμε τις μονάδες χρόνου διαιρώντας με τη ταχύτητα u, και έχουμε
[ f
µu ] = L. Αυτή η ποσότητα γίνεται αδιάστατη αν διαιρέσουμε με την ακτίνα a,

οπότε [ f
µua ] = 1. ΄Αρα τελικά ο ζητούμενος νόμος είναι της μορφής f

µua = c όπου

c μια σταθερά (αδιάστατη) και
F = cµua.

Αυτός είναι ο νόμος του Stokes για τη σφαίρα.

Παράδειγμα - Εκτίμηση της ισχύος της 1ης ατομικής βόμβας.
Θεωρούμε ότι έχουμε ένα μεγάλο ποσό ενέργειας e που εκλύεται σε μικρό χρονικό
διάστημα, δηλαδή στιγμιαία, σε πρακτικά μικρή έκταση (σε ένα σημείο). ΄Εχουμε
τη στιγμή της έκρηξης ένα ισχυρό κρουστικό κύμα από το σημείο της έκρηξης προς
τα έξω. Η πίεση της έκρηξης είναι της τάξης εκατοντάδων χιλιάδων atm, πολύ
μεγαλύτερη από την ατμοσφαιρική πίεση. Θα πρέπει να υπάρχει σχέση της ακτίνας
r, του μετώπου, του χρόνου t, της αρχικής πυκνότητας του αέρα ρ και της ενέργειας
e που εκλύεται. Αναζητούμε τη μορφή μιας τέτοιας σχέσης g(t, r, ρ, e) = 0.

΄Εχουμε [t] = T , [r] = L, [e] = M L2

T 2 . Παρατηρούμε ότι αν θεωρήσουμε

το λόγο r5ρ
t2e έχουμε ότι [

r5ρ
t2e ] = L5

T 2
M
L3

T 2

ML2 = 1. Επομένως η ποσότητα r5ρ
t2e

είναι αδιάστατη και πρέπει να ισχύει ότι f( r
5ρ
t2e ) = 0, για κάποια συνάρτηση f η

εναλλακτικά ότι r
5ρ
t2e = c για κάποια σταθερά c και επομένως η ακτινική απόσταση

του κρουστικού κύματος δίνεται απο τη σχέση

r = c

(

et2

ρ

)
1
5

.

Η μέθοδος αυτή που είδαμε στα παραπάνω παραδείγματα μπορεί να γενικευτεί.
Γενικά αν έχουμε ένα φυσικό νόμο της μορφής f(q1, q2, · · · , qm) = 0 που συσχε-
τίζει τις ποσότητες q1, q2, · · · , qm τότε αυτός είναι ισοδύναμος με ένα φυσικό νόμο
της μορφής g(π1, π2, · · · , πν) = 0 όπου τα πi, i = 1...ν < m προκύπτουν από τα
qi και είναι αδιάστατα.
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Πιο συγκεκριμένα τα qi εκφράζονται συναρτήσει θεμελιωδών μεγεθών (πχ.
μήκους, μάζας, κ.τ.λ. ) Li, i = 1...n, n < m. Για τις διαστάσεις του μεγέθους
qi έχουμε [qi] = La1 i

1 La2 i

2 · · ·Lan i
n . Η ποσότητα qi είναι αδιάστατη αν [qi] = 1,

(a1 i = a2 i = · · · = an i = 0).
Ο n×m πίνακας A,

A =











a11 a12 a1m
a21 · · · a2m
... · · ·

...
an1 · · · anm











,

λέγεται πίνακας διαστάσεων. Τα στοιχεία της i στήλης είναι οι εκθέτες των δια-
στάσεων του qi ως προς τα L1, · · · , Ln.
Υποθέτουμε ότι ο νόμος f(q1, q2, · · · , qm) = 0 είναι ανεξάρτητος από το σύ-

στημα μονάδων μέτρησης που χρησιμοποιούμε, δηλαδή είναι ελεύθερος μονάδων.
Εάν Li είναι ένα θεμελιώδες μέγεθος σε ένα σύστημα μονάδων τότε σε ένα άλλο
έχει τη μορφή L̄i όπου L̄i = λiLi, i = 1 · · ·n, λi ∈ R > 0. Αν [q] = Lb1

1 L
b2
2 · · ·Lbn

n

τότε q̄ = λb11 λ
b2
2 · · ·λbnn q και αν f(q1, q2, · · · , qm) = 0 ⇔ f(q̄1, q̄2, · · · , q̄m) = 0,

για κάθε επιλογή πραγματικών αριθμών λ1, λ2, · · ·λn > 0, τότε ο φυσικός νόμος
f λέγεται ελεύθερος μονάδων.

Παράδειγμα Θεωρούμε τον φυσικό νόμο Q = σT 4 όπου Q η θερμότητα που
απορροφάται από ένα σώμα λόγω ακτινοβολίας, T η θερμοκρασία του σώματος και
σ μία σταθερά. Αυτός είναι ο νόμος του Stefan για την παραγωγή θερμότητας
από ακτινοβολία. Αυτός ο νόμος είναι ελεύθερος μονάδων. Πράγματι έστω ότι
[Q] = Joule, [σ] = Joule

oK4 , [T ] =
o K. Εάν αλλάξουμε το σύστημα μονάδων έχουμε

Q̄ = λ1Q, σ̄ = λ1

λ4
2
σ, T̄ = λ2T , όπου Q̄, σ̄, T̄ τα μεγέθη στο καινούριο σύστημα

μονάδων και λ1, λ2 > 0 σταθερές. ΄Εχουμε f(Q, σ, T ) = 0 ή Q − σT 4 = 0 ⇔
Q̄
λ1
− σ λ4

2

λ1

T̄ 4

λ4
2
= 0⇔ 1

λ1
(Q̄− σ̄T̄ 4) = 0⇔ Q̄− σ̄T̄ 4 = 0. Ο νόμος αυτός παραμένει

ίδιος αν αλλάξουμε το σύστημα μονάδων μέτρησης και άρα ο νόμος αυτός είναι
ελεύθερος μονάδων.

Παράδειγμα Θεωρούμε τον φυσικό νόμο f(x, t, g) = x − 1
2gt

2 = 0, όπου
x είναι η απόσταση, [x] = cm, t ο χρόνος, [t] = sec, και g η επιτάχυνση της
βαρύτητας [g] = cm

sec2 . Ο νόμος είναι ελεύθερος μονάδων. Πράγματι εάν αλλάξουμε
το σύστημα μονάδων και θέσουμε x̄ = λ1x, t̄ = λ1t, όπου [x̄] = in, [t̄] = min,
έχουμε λ1 = 1

2.54 και λ2 = 1
60 . Επιπλέον ḡ = λ1

λ2
2
g. Επομένως

f(x̄, t̄, ḡ) = 0⇔ x̄−1

2
ḡt̄2 = 0⇔ λ1x−

1

2

λ1
λ22
gλ22t

2 = 0⇔ λ1(x−
1

2
gt2) = 0⇔ f(x, t, g) = 0.

Τώρα μπορούμε να διατυπώσουμε το θεώρημα π του Buckingham.

Θεώρημα ΄Εστω f(q1, q2, · · · , qm) = 0 ένας φυσικός νόμος ελεύθερος μονά-
δων ο οποίος συσχετίζει τις διαστατικές ποσότητες q1, q2, · · · , qm και L1, L2, · · · , Ln,
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(n < m) θεμελιώδη μεγέθη τέτοια ώστε [qi] = La1 i

1 La2 i

2 · · ·Lan i
n , i = 1, · · · ,m.

΄Εστω A ο πίνακας διαστάσεων με rank(A) = r. Τότε υπάρχουν m − r ανεξάρ-
τητες αδιάστατες ποσότητες π1, π1, · · · , πm−r που μπορούν να παραχθούν από τα
q1, q2, · · · , qm τέτοιες ώστε ο νόμος f να είναι ισοδύναμος με ένα νόμο της μορφής
F (π1, π1, · · · , πm−r) = 0, δηλαδή με ένα νόμο που εκφράζεται συναρτήσει μόνο
των αδιάστατων μεταβλητών.
Ακολουθεί η απόδειξη του θεωρήματος π του Buckingham ([4]).

Απόδειξη Πρέπει να δείξουμε δύο προτάσεις :
α) Από τις ποσότητες q1, q2, . . . , qm σχηματίζονται m− r, (r = rank(A)) ανεξάρ-
τητες αδιάστατες ποσότητες.
β) Για τις π1, π2, . . . , πm−r αδιάστατες ποσότητες ισχύει ότι f(q1, q2, . . . , qm) =
0⇔ F (π1, π2, . . . , πm−r) = 0.
α) ΄Εστω π μια αδιάστατη ποσότητα τότε

π = qa1
1 qa2

2 · · · qam
m ,

με ai ∈ Z. Εναλλακτικά έχουμε

1 = [π] = (La11
1 La21

2 · · ·Lan1
n )

a1 · · · (La1m
1 La2m

2 · · ·Lanm
n )

am

= La11a1+a12a2+...+a1mam

1 · · ·Lan1a1+an1a2+...+anmam
n

Η παραπάνω σχέση υποδεικνύει ότι πρέπει να ισχύει

a11a1 + a12a2 + . . .+ a1mam = 0

a21a1 + a22a2 + . . .+ a2mam = 0

...

an1a1 + an1a2 + . . .+ anmam = 0

Το σύστημα που προκύπτει ως προς τα a1, a2, . . . , am είναι ομογενές σύστημα n
εξισώσεων με m αγνώστους και γνωρίζουμε σε αυτή τη περίπτωση ότι έχουμε
m − r, r = rank(A), γραμμικά ανεξάρτητες λύσεις οι οποίες δίνουν και m − r
αδιάστατες μεταβλητές.
β) Χωρίς βλάβη της γενικότητας θα θεωρήσουμε ότι m = 4, n = 2, r = 2.

Θεωρούμε το νόμο f(q1, q2, q3, q4) = 0 και ότι [qj ] = L
a1j

1 L
a2j

2 , j = 1, 2, 3, 4, όπου
τα L1, L2 είναι τα θεμελιώδη μεγέθη. ΄Εχουμε

A =

(

a11 a12 a13 a14
a21 a22 a23 a24

)

,

ο πίνακας διαστάσεων και r = 2 = rank(A). Τότε π = qa1
1 qa2

2 qa3
3 qa4

4 όπου τα ai
είναι λύσεις του συστήματος

(

a11
a21

)

a1 +

(

a12
a22

)

a2 +

(

a13
a23

)

a3 +

(

a14
a24

)

a4 =

(

0
0

)

. (1.1)
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΄Εστω ότι, χωρίς βλάβη της γενικότητας, τα διανύσματα
(

a11
a21

)

,

(

a12
a22

)

είναι γραμμικά ανεξάρτητα τότε
(

a13
a23

)

= c31

(

a11
a21

)

+ c32

(

a12
a22

)

.

΄Ομοια
(

a14
a24

)

= c41

(

a11
a21

)

+ c42

(

a12
a22

)

.

Η σχέση (1.1) γίνεται

(a1 + c31a3 + c41a4)

(

a11
a21

)

+ (a2 + c32a3 + c42a4)

(

a12
a22

)

=

(

0
0

)

.

΄Αρα

a1 + c31a3 + c41a4 = 0,

a2 + c32a3 + c42a4 = 0,

και








a1
a2
a3
a4









= a3









−c31
−c32
1
0









+ a4









−c41
−c42
0
1









.

Τελικά π1 = q−c31
1 q−c32

2 q3 και π2 = q−c41
1 q−c42

2 q4. Στη συνέχεια θεωρούμε το
νόμο G(q1, q2, π1, π2) = f(q1, q2, π1q

c31
1 qc322 , π2q

−c41
1 q−c42

2 ) και έχουμε

G(q1, q2, π1, π2) = 0⇔ f(q1, q2, q3, q4) = 0.

Επιπλέον αφού ο f είναι ελεύθερος μονάδων και ο G είναι ελεύθερος μονάδων. Θέ-
τοντας q̄1 = λa11

1 λ2a21q1 και q̄2 = λa12
1 λ2a22q2 για κάποια λ1, λ2 > 0 έχουμε ισο-

δύναμα G(q̄1, q̄2, π1, π2) = 0. Μπορούμε όμως να επιλέξουμε τα λ1, λ2 έτσι ώστε
q̄1 = 1 και q̄2 = 1. Πράγματι για q̄1 = λa11

1 λ2a21q1 = 1 και q̄2 = λa12
1 λ2a22q2 = 1

ισοδύναμα έχουμε

a11 ln(λ1) + a21 ln(λ2) = − ln(q1),

a12 ln(λ1) + a22 ln(λ2) = − ln(q2).

Το σύστημα αυτό όμως έχει ορίζουσα διάφορη απο το μηδέν γιατί οι στήλες του
πίνακα του συστήματος είναι γραμμικά ανεξάρτητα διανύσματα και έχει μοναδική
λύση. Επομένως για αυτά τα λ1, λ2 έχουμε

G(q̄1, q̄2, π1, π2) = 0⇔ G(1, 1, π1, π2) = 0,

και
F (π1, π2) = 0⇔ G(1, 1, π1, π2) = 0⇔ f(q1, q2, q3, q4) = 0.
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Εφαρμογή σε ένα πρόβλημα διάχυσης. ΄Εστω ότι τη χρονική στιγμή
t = 0 ένα ποσό θερμικής ενέργειας e βρίσκεται συγκεντρωμένο σε ένα σημείο και
αρχίζει να διαχέεται προς τα έξω σε ένα χωρίο με θερμοκρασία θ = 0. ΄Εστω r η
ακτινική απόσταση από τη πηγή, t ο χρόνος και u η θερμοκρασία. Υποθέτουμε ότι
u = u(t, r, e, k, c) ή f(u, t, r, e, k, c) = 0, όπου c ή θερμοχωρητικότητα (ενέργεια/
βαθμό και όγκο), k ο συντελεστής θερμικής διάχυσης (μήκος2/χρόνο).
΄Εχουμε [t] = T , [e] = E, όπου E είναι μονάδες ενέργειας, [r] = L, [k] =

L2T−1, [u] = θ όπου θ είναι μονάδες θερμοκρασίας, [c] = Eθ−1L−3. Ο πίνακας
διαστάσεων έχει τη μορφή

A =









1 0 0 0 −1 0
0 1 0 0 2 −3
0 0 1 0 0 −1
0 0 0 1 0 1









΄Εχουμε m = 6 και r = 4 άρα και m− r = 2 αδιάστατες μεταβλητές. Θέλουμε να
προσδιορίσουμε αυτές τις αδιάστατες μεταβλητές. Εάν π μια αδιάστατη ποσότητα
πρέπει

1 = π = [ta1ra2ua3ea4ka5ca6 ]

= T a1La2θa3(L2T−1)a5(Eθ−1L−3)a6

= T a1−a5La2+2a5−3a6θa3−a6Ea4+a6 .

΄Ετσι καταλήγουμε στο γραμμικό σύστημα

a1 − a5 = 0

a2 + 2a5 − 3a6 = 0

a3 − a6 = 0

a4 + a6 = 0.

Ο πίνακας του συστήματος είναι ο πίνακας διαστάσεων A και με κάποια μέθοδο
(πχ. με τη μέθοδο απαλοιφής του Gauss) βρίσκουμε δύο γραμμικά ανεξάρτητες
λύσεις

a1 = −1

2
, a2 = 1, a3 = 0, a4 = 0, a5 = −1

2
, a6 = 0,

και

a1 =
3

2
, a2 = 0, a3 = 1, a4 = −1, a5 =

3

2
, a6 = 1.

Αυτές οι δύο λύσεις μας δίνουν δύο αδιάστατες ποσότητες

π1 =
r√
kt
, π2 =

uc

e
(kt)

3
2 .

΄Αρα από το θεώρημα π του Buckingham έχουμε

f(u, t, r, e, k, c) = 0⇔ F (π1, π2) = 0,
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ή λύνοντας ως προς π2, παίρνουμε π2 = g(π1) για κάποια πραγματική συνάρτηση
g. Τελικά λαμβάνοντας υπόψη τη μορφή των π1, π2 έχουμε

u =
e

c
(kt)−

3
2 g

(

r√
kt

)

.

1.1.2 Κανονικοποίηση

Κανονικοποίηση είναι η διαδικασία της επιλογής νέων συνήθως αδιάστατων μετα-
βλητών και η επαναδιατύπωση του προβλήματος μέσω αυτών των μεταβλητών. Με
αυτό τον τρόπο μπορούμε να συγκρίνουμε την τάξη μεγέθους των όρων σε μία
εξίσωση για να παραλείψουμε για παράδειγμα μικρούς όρους. Αυτό βοηθάει στην
εφαρμογή των μεθόδων διαταραχών.
Πιο συγκεκριμένα κάθε μεταβλητή σε ένα πρόβλημα χαρακτηρίζεται από την

τάξη μεγέθους της σε σχέση με τον τρόπο μέτρησης της. Για παράδειγμα, αν t
είναι μια μεταβλητή χρόνου, την οποία μετράμε σε δευτερόλεπτα για την περιγρα-
φή ενός φαινομένου, όπως η κίνηση ενός παγετώνα ή η οξείδωση του σιδήρου,
το δευτερόλεπτο είναι πολύ μικρή μονάδα μέτρησης ενώ για τη περιγραφή ενός
φαινομένου, όπως μια πυρηνική αντίδραση είναι πολύ μεγάλη μονάδα μέτρησης.
Γενικά σε κάθε πρόβλημα έχουμε μια εγγενή κλίμακα χρόνου που την ονομάζου-
με χαρακτηριστικό χρόνο αναφοράς, tc. Η ποσότητα tc μπορεί να ορισθεί ως το
μικρότερο χρονικό διάστημα που απαιτείται για να παρατηρηθούν αναγνωρίσιμες
μεταβολές στα φυσικά μεγέθη του προβλήματος. Για παράδειγμα για την κίνηση
ενός παγετώνα ο χαρακτηριστικός χρόνος αναφοράς είναι κάποια έτη, ενώ για την
πυρηνική αντίδραση είναι χρόνος της τάξης των 10−6 sec. Επιπλέον σε ένα πρό-
βλημα μπορεί να έχουμε περισσότερες από μία κλίμακες χρόνου. Για παράδειγμα
μια χημική αντίδραση μπορεί να εξελίσσεται αργά αμέσως μετά την έναρξη της
διαδικασίας και για κάποιο χρονικό διάστημα και κατόπιν να έχουμε μια απότομη
μεταβολή που την χαρακτηρίζει μια χρονική κλίμακα πολύ μικρότερη σε σχέση με
αυτή του αρχικού σταδίου. Αν τώρα γνωρίζουμε τον χαρακτηριστικό χρόνο ανα-
φοράς tc, τότε μπορούμε να αλλάξουμε την κλίμακα θέτοντας τ = t

tc
, όπου τ είναι

η αδιάστατη μεταβλητή για το χρόνο και είναι της τάξης του ένα (οι μεταβολές της
κυμαίνονται κοντά στη μονάδα). Την ίδια διαδικασία μπορούμε να εφαρμόσουμε και
για τις άλλες μεταβλητές του προβλήματος με στόχο να πάρουμε μία εξίσωση με
αδιάστατες μεταβλητές. Οι χαρακτηριστικές ποσότητες αναφοράς προσδιορίζονται
από συνδυασμούς διάφορων διαστατικών μεγεθών του προβλήματος και πρέπει να
είναι περίπου της ίδιας τάξης μεγέθους με την ποσότητα που χαρακτηρίζουν.

Παράδειγμα Θέλουμε να κατανοήσουμε πως μεταβάλλεται η θερμοκρασία,
T (t), μιας χημικής ουσίας μέσα σε ένα κλίβανο όταν αυτή υπόκειται σε μια ε-
ξώθερμη χημική αντίδραση. Υποθέτουμε ότι T0 είναι η αρχική θερμοκρασία της
ουσίας και Tf η θερμοκρασία του κλιβάνου. Η θερμοκρασία της χημικής ουσίας
μεταβάλλεται λόγω της έκλυσης θερμότητας από τη χημική αντίδραση που λαμ-
βάνει χώρα στον κλίβανο αλλά και από την ανταλλαγή θερμότητας της χημικής
ουσίας με το σώμα του κλιβάνου. Μπορούμε λοιπόν να διατυπώσουμε ένα νόμο
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διατήρησης για τη μεταβολή θερμότητας στον κλίβανο σύμφωνα με τον οποίο η με-
ταβολή της θερμοκρασίας στη χημική ουσία είναι ίση με την αύξηση θερμοκρασίας
λόγω της χημικής αντίδρασης συν τη μεταβολή θερμοκρασίας που οφείλεται στη
μεταφορά θερμότητας από τη χημική ουσία στον κλίβανο. Η αύξηση θερμοκρασί-
ας λόγω της χημικής αντίδρασης, r(T ), μας δίνεται από τον νόμο του Arrhenious,
r(T ) = qeA/T , ενώ η μεταβολή της θερμοκρασίας λόγω μεταφοράς θερμότητας,
h(T ) δίνεται από τον νόμο ψύξης του Newton, h(T ) = k(T − Tf), όπου k η
σταθερά μεταφοράς θερμότητας, [k] =χρόνος−1, q η σταθερά της χημικής αντί-
δρασης, [q] = θερμοκρασία/χρόνο, και A η σταθερά ενεργοποίησης της χημικής
αντίδρασης, [A] =θερμοκρασία. ΄Αρα τελικά

dT

dt
= qeA/T − k(T − Tf ), T (0) = T0.

Διαλέγουμε χαρακτηριστικά μεγέθη από τις σταθερές q, A, T0, Tf , k. Γενικά
για μια εξαρτημένη μεταβλητή χρησιμοποιούμε τη μέγιστη τιμή της στο πρόβλημα
ή κάποια άλλη τιμή που είναι της τάξης μεγέθους του μεγίστου της. Θέτουμε
θ = T

Tf
, δηλαδή παίρνουμε σαν χαρακτηριστικό μέγεθος για τη θερμοκρασία τη

θερμοκρασία του κλιβάνου, ενώ θ είναι η αδιάστατη θερμοκρασία.
Κανονικοποιούμε τη χρονική μεταβλητή τ = t

t0
, όπου τ είναι η αδιάστατη μετα-

βλητή για τον χρόνο. Οι επιλογές για τον χαρακτηριστικό χρόνο t0 είναι α) t0 =
Tf

q

και β) t0 = 1
k . Στην πρώτη περίπτωση ο χαρακτηριστικός χρόνος σχετίζεται με

τη διαδικασία της αντίδρασης ενώ στη δεύτερη με τη διαδικασία μεταφοράς θερ-
μότητας μεταξύ του κλιβάνου και της χημικής ουσίας. Πιο συγκεκριμένα έχουμε
:
α) ΄Εστω t0 =

Tf

q τότε η εξίσωση γίνεται

dθ

dτ
= ea/θ − 1

ǫ
(θ − 1), θ(0) = γ, (1.2)

για ǫ = q
Tf q , a = A/Tf και γ = T0

Tf
αδιάστατες μεταβλητές.

β) ΄Εστω t0 = 1
k τότε η εξίσωση γίνεται

dθ

dτ
= ǫea/θ − θ + 1, θ(0) = γ. (1.3)

Και οι δυο αδιαστατοποιήσεις είναι σωστές. ΄Εστω ότι η χημική αντίδραση
είναι πολύ αργή και το q είναι πολύ μικρό σε σχέση με τη σταθερά μεταφοράς
θερμότητας, δηλαδή q ≪ kTf και ǫ ≪ 1. Τότε στην πρώτη περίπτωση (εξίσωση
(1.2)), αν παραλείψουμε τους μικρούς όρους έχουμε θ ∼ 1 το οποίο έρχεται σε
αντίθεση με την αρχική συνθήκη θ(0) = γ εκτός αν γ = 1. ΄Αρα προκύπτει μια μη
ενδιαφέρουσα προσέγγιση. Στην δεύτερη περίπτωση (εξίσωση (1.3)) έχουμε

dθ

dτ
≃ 1− θ, θ(0) = γ,

για την οποία παίρνουμε θ = 1 + e−t(γ − 1). Η κυρίαρχη διαδικασία σε αυτή τη
περίπτωση είναι η μεταφορά θερμότητας από τη χημική ουσία και τον κλίβανο ενώ
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η χημική αντίδραση έχει αμελητέο ρόλο. Καθώς t → ∞ έχουμε ότι θ → 1 ή
T → Tf .
Βλέπουμε ότι αν πρόκειται να προσεγγίσουμε το πρόβλημα απαλείφοντας μι-

κρούς όρους είναι σημαντικό να επιλέξουμε σωστή κανονικοποίηση. Πολλές φορές
για να το επιτύχουμε αυτό γράφουμε το πρόβλημα σε αδιάστατη μορφή χρησιμο-
ποιώντας ένα γενικό όρο αναφοράς, π.χ. t0 τον οποίο επιλέγουμε κατάλληλα
αργότερα, ώστε να αντικατοπτρίζει ακριβώς το σχετικό μέγεθος των όρων της
εξίσωσης.
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1.2 Μέθοδοι Διαταραχών

Πολλές φορές οι εξισώσεις ενός μαθηματικού μοντέλου δεν είναι δυνατόν να λυ-
θούν ακριβώς με αναλυτικές μεθόδους. Σε αυτή την περίπτωση προσπαθούμε να
βρούμε μια προσεγγιστική αναλυτική λύση ή και χρησιμοποιούμε αριθμητικές με-
θόδους. Οι μέθοδοι διαταραχών βασίζονται στο γεγονός ότι μετά από κατάλληλη
κανονικοποίηση πιθανόν να προκύπτουν στην εξίσωση μικροί όροι τους οποίους
μπορούμε να απαλείψουμε. Πιο συγκεκριμένα αναζητούμε μια προσεγγιστική λύση
στο πρόβλημα που αποτελείται από κάποιους όρους ενός αναπτύγματος της μορφής
Taylor ως προς μια παράμετρο του προβλήματος η οποία είναι μικρή.

1.2.1 Κανονική Διαταραχή

Θα παρουσιάσουμε τις γενικές αρχές των μεθόδων διαταραχών χρησιμοποιώντας
για παράδειγμα συνήθεις διαφορικές εξισώσεις δεύτερης τάξης.
Θεωρούμε μια διαφορική εξίσωση 2ης τάξης

F (t, y, ẏ, ÿ, ǫ) = 0, t ∈ I ⊆ R, (1.4)

όπου ǫ είναι μια μικρή παράμετρος (σε σχέση με τη μονάδα), δηλαδή ǫ ≪ 1.
Εάν στο πρόβλημα μετά από κατάλληλη κανονικοποίηση προκύψει κάποια μεγάλη
παράμετρος π.χ. λ, λ ≫ 1 τότε θέτουμε ǫ = 1

λ ≪ 1. Σε αυτό το πρόβλημα
προκειμένου να βρούμε μια αναλυτική προσεγγιστική λύση θεωρούμε ότι η λύση
έχει τη μορφή μιας σειράς διαταραχής, δηλαδή ότι

y(t) ≃ y0(t) + ǫy1(t) + ǫ2y2(t) + · · · (1.5)

Η μέθοδος των κανονικών διαταραχών βασίζεται στην υπόθεση ότι η λύση της
(1.4) είναι της μορφής (1.5). Αντικαθιστούμε την (1.5) στην (1.4) και προκύπτει
μια σειρά προβλημάτων για τα y0, y1, y2 κ.τ.λ. από τα οποία προσδιορίζουμε αυτές
τις συναρτήσεις. Η μέθοδος είναι επιτυχής όταν η προσέγγιση συγκλίνει στο μηδέν
ομοιόμορφα στο διάστημα I καθώς ǫ → 0 με κάποια καλώς ορισμένη ταχύτητα.
Ο όρος y0 λέγεται πρωτεύουσας τάξης όρος ή πρωτεύων όρος. Οι όροι y0, y1, y2
θεωρούνται διορθωτικοί όροι υψηλότερης τάξης. Αν η μέθοδος είναι επιτυχής η
y0 είναι λύση του προβλήματος

F (t, y, ẏ, ÿ, 0) = 0, t ∈ I,
το οποίο ονομάζεται μη διαταραγμένο πρόβλημα, ενώ το πρόβλημα (1.4) ονομάζεται
διαταραγμένο.

Παράδειγμα Θεωρούμε ένα σώμα μάζας m το οποίο κινείται με αρχική ταχύ-
τητα V0 κατά μήκος μιας ευθείας σε μέσο (όπως για παράδειγμα ένα ρευστό) που
του ασκεί δύναμη αντίστασης f η οποία εξαρτάται από την ταχύτητα του σώματος
με μη γραμμικό τρόπο. ΄Εχουμε v = v(t), f(v) = av − bv2 με a, b σταθερές και
υποθέτουμε ότι a≫ b. ΄Εχουμε ότι [a] = M

T , [b] =
M
L . Από το νόμο του Newton

η εξίσωση που μοντελοποιεί τη κίνηση του σώματος είναι

m
dv

dt
= −av + bv2, v(0) = V0,
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Κανονικοποιούμε παίρνοντας για χαρακτηριστική ταχύτητα την αρχική ταχύτητα
V0 και θέτουμε y = v

V0
όπου y η αδιάστατη ταχύτητα ενώ για το χαρακτηριστικό

χρόνο παίρνουμε t0 = m
a και θέτουμε τ = t

m/a όπου τ ο αδιάστατος χρόνος. Η

εξίσωση γίνεται

m
dy

dτ
= −y + ǫy2, y(0) = 1, (1.6)

όπου ǫ = bV0

a ≪ 1.
Η εξίσωση (1.6) είναι η διαταραγμένη μορφή της εξίσωσης

m
dy

dτ
= −y, y(0) = 1.

Για να βρούμε μια προσεγγιστική λύση για την (1.6) θέτουμε

y(τ) = y0(τ) + ǫy1(τ) + ǫ2y2(τ) + · · · ,

αντικαθιστούμε στην εξίσωση (1.6) και παίρνουμε

ẏ0(τ) + ǫẏ1(τ) + ǫ2ẏ2(τ) + · · · = − (y0(τ) + ǫy1(τ) + ǫ2y2(τ) + · · · )
+ ǫ

(

y0(τ) + ǫy1(τ) + ǫ2y2(τ) + · · ·
)2
,

ενώ για την αρχική συνθήκη έχουμε y0(0) + ǫy1(0) + ǫ2y2(0) + · · · = 1, άρα

ẏ0(τ) = −y0, y0(0) = 1,

ẏ1(τ) = −y1 + y20 , y1(0) = 0,

ẏ2(τ) = −y2 + 2y0y1, y2(0) = 0,

· · ·

Λύνοντας παίρνουμε

y0(τ) = e−τ ,

y1(τ) = e−τ − e−2τ ,

y2(τ) = e−τ − e−2τ + e−3τ ,

Επομένως η προσεγγιστική λύση έχει τη μορφή

y(τ) ≃ ya = e−τ + ǫ(e−τ − e−2τ ) + ǫ2(e−τ − e−2τ + e−3τ ),

Στη συγκεκριμένη περίπτωση η εξίσωση (1.6) είναι εξίσωση Bernoulli και μπο-
ρεί να λυθεί αναλυτικά. Η ακριβής λύση είναι

y(τ) =
e−τ

1 + ǫ(e−τ − 1)
.

Αναπτύσσοντας σε σειρά για ǫ≪ 1 παίρνουμε

y(τ) = e−τ + ǫ(e−τ − e−2τ ) + ǫ2(e−τ − e−2τ + e−3τ ) + · · · ,
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και το σφάλμα της προσέγγισης είναι

y(τ)− ya(τ) = m1(τ)ǫ
3 +m2(τ)ǫ

4 + · · · ,

όπου οι συναρτήσειςmi είναι φραγμένες. Θεωρώντας το τ σταθερό έχουμε y(τ)−
ya(τ) → 0 για ǫ → 0 και επομένως η προσέγγιση είναι ικανοποιητική. Επιπλέον
μπορεί να δειχθεί ότι η σύγκλιση είναι ομοιόμορφη για τ > 0 και ǫ→ 0.

Εξίσωση Duffing - Μη γραμμικός ταλαντωτής
Πολλές φορές χρησιμοποιώντας ένα κανονικό ανάπτυγμα διαταραχών παίρνουμε
μια προσεγγιστική λύση που όμως δεν ισχύει ομοιόμορφα σε κάθε χρονικό διά-
στημα. Αυτό για παράδειγμα συμβαίνει αν θεωρήσουμε την εξίσωση Duffing για
ένα μη γραμμικό ταλαντωτή.
Θεωρούμε ένα σύστημα μάζας ελατηρίου. Το ελατήριο έχει δύναμη επαναφοράς

Fc = ky + ay2 όπου k και a είναι σταθερές και y = y(t) η απομάκρυνση από το
σημείο ισορροπίας.

y

m

Σχήμα 1.1: Σύστημα μάζας ελατηρίου.

Υποθέτουμε ότι a ≪ k. Από το δεύτερο νόμο του Newton έχουμε ότι η
εξίσωση που μοντελοποιεί την κίνηση του ταλαντωτή είναι

m
d2y

dt2
= −ky − ay3, t > 0.

Για αρχικές συνθήκες παίρνουμε y(0) = A και dy
dt (0) = 0, δηλαδή έχουμε μια

αρχική απομάκρυνση A και μηδενική αρχική ταχύτητα. Λόγω του όρου “−ay3” το
πρόβλημα είναι μη γραμμικό και δεν μπορούμε να έχουμε αναλυτική λύση. ΄Εχουμε
[k] = M

T 2 , [a] =
M

L2T 2 , [m] = M , [A] = L. Κανονικοποιούμε θέτοντας t0 =
√

m
k ,

και τ = τ
t0
όπου τ ο αδιάστατος χρόνος. Δηλαδή κανονικοποιούμε με το χρόνο

που σχετίζεται με τη συχνότητα του αντίστοιχου γραμμικού ταλαντωτή (a = 0).
Επίσης θέτουμε u = y

A όπου u η αδιάστατη απομάκρυνση. Τότε η εξίσωση γίνεται

ü+ u+ ǫu3 = 0, τ > 0, (1.7)

u(0) = 1, u̇(0) = 0,
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με ǫ = aA2

k ≪ 1. Αυτή είναι η εξίσωση Duffing.
Παίρνουμε ένα ασυμπτωτικό ανάπτυγμα διαταραχής

u(τ) = u0(τ) + ǫu1(τ) + ǫ2u2(τ) + · · · ,

και αντικαθιστώντας στην εξίσωση (1.7) προκύπτει η παρακάτω ακολουθία προ-
βλημάτων

ü0 + u0 = 0, u0(0) = 1, u̇0(0) = 0 (1.8)

ü1 + u1 = −u30, u1(0) = 0, u̇0(0) = 0,

· · · .

Λύνοντας παίρνουμε u0(τ) = cos(τ) και η εξίσωση (1.8) γίνεται

ü1 + u1 = − cos3(τ), u1(0) = 0, u̇0(0) = 0,

Χρησιμοποιώντας την ταυτότητα cos(3τ) = 4 cos3(τ) − 3 cos(τ) έχουμε

ü1 + u1 = −1

4
(3 cos(τ) + cos(3τ),

Η λύση της ομογενούς εξίσωσης είναι uh1 = c1 cos(τ)+c2 sin(τ), για c1, c2 σταθε-
ρές. Χρησιμοποιώντας τη μέθοδο προσδιοριστέων συντελεστών για να βρούμε μια
μερική λύση του προβλήματος θέτουμε up1 = C cos(3τ) +Dτ cos(τ) + Eτ sin(τ)
για C,D,E προσδιοριστέες σταθερές. Βρίσκουμε ότι C = 1

3 , D = 0, E = − 3
8 ,

άρα τελικά η u1 έχει τη μορφή

u1 = c1 cos(τ) + c2 sin(τ) +
1

32
cos(3τ)− 3

8
τ cos(τ).

Χρησιμοποιώντας τις αρχικές συνθήκες παίρνουμε

u1 = − 1

32
cos(τ) +

1

32
cos(3τ) − 3

8
τ cos(τ).

΄Αρα τελικά η προσεγγιστική λύση του προβλήματος είναι

u ≃ cos(τ) + ǫ

(

− 1

32
cos(τ) +

1

32
cos(3τ)− 3

8
τ cos(τ)

)

.

Βλέπουμε ότι ο όρος ǫτ sin(τ) δεν είναι κατ΄ ανάγκη μικρός για όλους τους χρό-
νους. Για τ σταθερό έχουμε ǫτ sin(τ) → 0 για ǫ → 0. ΄Ομως εάν η μεταβλητή τ
είναι της τάξης του 1

ǫ ο όρος ǫτ sin(τ) είναι μεγάλος και το ανάπτυγμα αποτυγ-
χάνει. Τέτοιοι όροι ονομάζονται αιώνιοι (secular terms). ΄Αρα η προσέγγιση που
βρήκαμε ισχύει μόνο σε διάστημα [0, T ], όπου ǫ ≪ 8

3T . Για να βρούμε ένα ανά-
πτυγμα που να προσεγγίζει ομοιόμορφα τη λύση του προβλήματος για κάθε χρόνο
χρειάζεται μια διαφορετική μέθοδος διαταραχών τέτοια ώστε να απαλείφονται οι
αιώνιοι όροι.
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1.2.2 Μέθοδος Πολλαπλών Κλιμάκων

Αυτή η μέθοδος βασίζεται στο γεγονός ότι πολλά προβλήματα εμπεριέχουν δύο ή
και περισσότερες κλίμακες χρόνου. Στην προκειμένη περίπτωση για την εξίσωση
Duffing βλέπουμε ότι η προσεγγιστική λύση της u δεν εξαρτάται μόνο από το τ
αλλά και από το ǫτ . Θεωρούμε ότι η λύση u είναι συνάρτηση δύο μεταβλητών: του
τ και του σ = ǫτ δηλαδή u(τ) = u(τ, σ). Γράφοντας το u συναρτήσει αυτών των
δύο μεταβλητών έχουμε

d

dt
=

∂

∂τ
+ ǫ

∂

∂σ
+ · · ·

ενώ
d2

dt2
=

∂2

∂τ2
+ 2ǫ

∂2

∂τ∂σ
+ ǫ2

∂2

∂σ2
+ · · ·

Αντικαθιστώντας στην εξίσωση Duffing παίρνουμε

∂2u

∂τ2
+ 2ǫ

∂2u

∂τ∂σ
+ ǫ2

∂2u

∂σ2
+ ...+ u+ εu3 = 0. (1.9)

Θεωρούμε ένα ασυμπτωτικό ανάπτυγμα για τη u ως προς ǫ

u = u0(τ, σ) + ǫu1(τ, σ) + ǫ2u2(τ, σ) + · · ·

και αντικαθιστούμε στην εξίσωση (1.9). ΄Αρα

∂2u0
∂τ2

+ ǫ
∂2u1
∂τ2

+ 2ǫ
∂2u0
∂τ∂σ

+ u0 + ǫu1 + ǫu20 + ... = 0.

Εξισώνοντας τους όρους ίδιας τάξης ως προς ǫ έχουμε για τον πρωτεύοντα όρο u0

∂2u0
∂τ2

+ u0 = 0. (1.10)

Για τους όρους τάξης ǫ παίρνουμε

∂2u1
∂τ2

+ u1 = −2 ∂
2u0

∂τ∂σ
− u30. (1.11)

Η εξίσωση (1.10) έχει γενική λύση u0 = a(σ) cos(τ + b(σ)), όπου οι συναρτήσεις
a(σ, b(σ)) θα προσδιοριστούν έτσι, ώστε να απαλείψουμε τους αιώνιους όρους.
Αντικαθιστούμε την λύση για την u0 στην εξίσωση (1.11) και έχουμε

∂2u1
∂τ2

+ u1 = −2
∂2

∂τ∂σ
[a cos(τ + b)]− a3 cos3(τ + b),

ή

∂2u1
∂τ2

+ u1 = 2
∂a

∂τ
sin(τ + b) + (2a

∂b

∂σ
− 3

4
a3) cos(τ + b)− 1

4
a3 cos(3τ + 3b). (1.12)
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Στο δεύτερο μέλος της εξίσωσης (1.12) έχουμε τους μη ομογενείς όρους
sin(τ + b), cos(τ + b) οι οποίοι στην ειδική λύση της εξίσωσης (1.12) θα μας
δώσουν όρους της μορφής τ cos(τ + b) και τ sin(τ + b), δηλαδή αιώνιους όρους,
άρα πρέπει να επιλέξουμε τις συναρτήσεις a, b έτσι ώστε να μηδενιστούν οι συντε-
λεστές των sin(τ + b) και cos(τ + b). Επομένως πρέπει να έχουμε

∂a

∂σ
(σ) = 0, (1.13)

και

2a
∂b

∂σ
(σ)− 3

4
a3 = 0. (1.14)

Από τις εξισώσεις (1.13), και (1.14) έχουμε a = σταθερά ή a = a(0) = a0,
ενώ b = 3

8α
2
0σ + b(0).

Επομένως παίρνουμε

u ≃ a0 cos(τ +
3

8
σa20 + b0) +

1

32
ǫa20 cos(3τ +

9

8
σa20 + 3b0) + · · · .

ή για σ = ǫτ

u ≃ a0 cos(τ +
3

8
ǫτa20 + b0) +

1

32
ǫa20 cos(3τ +

9

8
a20ǫτ + 3b0) + · · · .

Τέλος από τις αρχικές συνθήκες προσδιορίζουμε τις σταθερές a0, b0, a0 = 1, b0 =
0, και παίρνουμε

u ≃ cos(τ +
3

8
ǫτ) +

1

32
ǫ

(

cos(3τ +
9

8
ǫτ)

)

.

Βλέπουμε ότι ο διορθωτικός όρος είναι φραγμένος και το ανάπτυγμα ισχύει για
κάθε χρόνο.

1.3 Στοιχεία Ασυμπτωτικής Ανάλυσης

Για μια ασυμπτωτική λύση διαφορικής εξίσωσης το ιδανικό θα ήταν να έχουμε ένα
πεπερασμένο άθροισμα όρων της σειράς διαταραχών το οποίο δεδομένης μιας μι-
κρής παραμέτρου ǫ μας δίνει μια προσεγγιστική λύση για όλο το εύρος των τιμών
της ανεξάρτητης μεταβλητής. Προκειμένου να είμαστε σε θέση να προσδιορίσουμε
το κατα πόσο καλή προσέγγιση της ακριβούς λύσης μας δίνει ένα ανάπτυγμα δια-
ταραχής χρειαζόμαστε τις παρακάτω βασικές έννοιες της ασυμπτωτικής ανάλυσης.

Ορισμός ΄Εστω f(ǫ), g(ǫ) συναρτήσεις ορισμένες σε περιοχή του ǫ = 0 η οποία
δεν περιέχει απαραίτητα το ǫ = 0 γράφουμε f(ǫ) = o(g(ǫ)) για ǫ→ 0 αν

lim
ǫ→0
|f(ǫ)
g(ǫ)
| = 0.
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Επίσης f(ǫ) = O(g(ǫ)) για ǫ→ 0 αν υπάρχει M > 0 τέτοιο ώστε

|f(ǫ)| ≤M |g(ǫ)|,

για κάθε ǫ > 0.
Αν ισχύει f(ǫ) = o(g(ǫ)) λέμε ότι η f είναι τάξης όμικρον μικρό της g για

ǫ→ 0. Αν ισχύει f(ǫ) = O(g(ǫ)) τότε λέμε ότι η f είναι τάξης όμικρον κεφαλαίο
της g για ǫ → 0. Συνηθισμένες συναρτήσεις σύγκρισης (στη θέση της g) είναι
οι ǫn, ǫn lnm(ǫ), m, n ∈ N. Για παράδειγμα αν f(ǫ) = O(1) τότε η f είναι η
φραγμένη κοντά στο ǫ = 0. Αν f(ǫ) = O(1) τότε η f → 0 για ǫ → 0. Επίσης αν
f(ǫ) = o(g(ǫ)) τότε η f → 0 ταχύτερα από την g.
Για παράδειγμα ǫ2 ln(ǫ) = o(ǫ) για ǫ→ ǫ0+. Πράγματι έχουμε

lim
ǫ→ǫ0+

ǫ2 ln(ǫ)

ǫ
= lim

ǫ→ǫ0+

ln(ǫ)

1/ǫ
= lim

ǫ→ǫ0+

1/ǫ

−1/ǫ2 = 0.

Επίσης sin(ǫ) = O(ǫ) για ǫ→ ǫ0+ επειδή sin(ǫ)
ǫ → 1 για ǫ→ 0.

Λέμε ότι limǫ→0 h(t, ǫ) = 0 ομοιόμορφα στο διάστημα I, t ∈ I σε περιοχή του
ǫ = 0, η οποία δεν περιέχει απαραίτητα το ǫ = 0, αν η σύγκλιση γίνεται με τον
ίδιο ρυθμό για κάθε t ∈ I, δηλαδή ∀ η > 0, ∃ ǫ0 ανεξάρτητο του t έτσι ώστε για
|ǫ| < ǫ0 έχουμε |η(t, ǫ)| < η, ∀ t ∈ I.
Αν απλώς limǫ→0 h(t0, ǫ) = 0, ∀t0 ∈ I τότε η σύγκλιση είναι σημειακή.
Για να ελέγξουμε αν limǫ→0 h(t, ǫ) = 0 ομοιόμορφα στο διάστημα I αρκεί να

βρούμε μια συνάρτηση H = H(ǫ) με |h(t, ǫ)| ≤ H(ǫ), ∀ t ∈ I και με H(ǫ)→ 0 για
ǫ→ 0.

Ορισμός ΄Εστω ότι οι f(t, ǫ), g(t, ǫ) είναι συναρτήσεις ορισμένες ∀ t ∈ I και
για κάθε ǫ σε περιοχή του μηδενός. Λέμε ότι f(t, ǫ) = o(g(t, ǫ)), για ǫ→ 0 αν

lim
ǫ→0
|f(t, ǫ)
g(t, ǫ)

| = 0,

κατά σημείο στο I. Αν έχουμε ομοιόμορφη σύγκλιση στο I γράφουμε f(t, ǫ) =
o(g(t, ǫ)) για ǫ→ 0 ομοιόμορφα στο I.
Αν υπάρχει M =M(t) στο I με |f(t, ǫ)| ≤M(t)|g(t, ǫ)| τότε f(t, ǫ) = O(g(t, ǫ)),
για ǫ → 0 κατά σημείο, ενώ αν η M(t) είναι φραγμένη στο I, τότε λέμε ότι
f(t, ǫ) = O(g(t, ǫ)) ομοιόμορφα στο I.

Ορισμός Η ya(t, ǫ) είναι ομοιόμορφα ασυμπτωτική προσέγγιση μιας συνάρτη-
σης y(t, ǫ) στο I για ǫ→ 0, αν το σφάλμα y(t, ǫ)−ya(t, ǫ)→ 0, ǫ→ 0 ομοιόμορφα
για t ∈ I.

Παράδειγμα ΄Εστω y(t, ǫ) = e−tǫ, t > 0, ǫ≪ 1. Τότε ya(t, ǫ) = 1−tǫ+ 1
2 t

2ǫ2

και E(t, ǫ) = e−tǫ−1+ tǫ− 1
2 t

2ǫ2 = − 1
3 t

3ǫ3+ · · · . ΄Αρα E(t, ǫ) = o(ǫ2),για ǫ→ 0,
και δεδομένο t, t > 0. Για t ≫ 1 έχουμε E(t, ǫ) ≫ 1 άρα η προσέγγιση δεν είναι
ομοιόμορφη για κάθε t > 0.

21



Για μια διαφορική εξίσωση, όπως για παράδειγμα για μια δεύτερης τάξης συνήθη
διαφορική εξίσωση, F (t, y, ẏ, ÿ, ǫ) = 0, t ∈ I σπάνια γνωρίζουμε την ακριβή λύση
της y. Τότε λέμε ότι μια προσεγγιστική λύση ya(t, ǫ) ικανοποιεί την εξίσωση
ομοιόμορφα για t ∈ I και ǫ→ 0 αν

r(t, ǫ) = F (t, ya(t, ǫ), ẏa(t, ǫ), ÿa(t, ǫ))→ 0

ομοιόμορφα στο I για ǫ > 0.
Για παράδειγμα στο πρόβλημα αρχικών τιμών

ÿ + ẏ2 + ǫy = 0, t > 0, 0 < ǫ≪ 1, y(0) = 0, ẏ(0) = 1,

και για y = y0 + ǫy1 + · · · παίρνουμε y0 = ln(t+ 1) και r(t, ǫ) = ÿ0 + ẏ20 + ǫy0 =
ǫ ln(t + 1). Τότε r(t, ǫ) = O(ǫ) για ǫ → 0 αλλά όχι ομοιόμορφα για t > 0. Για
t ∈ [0, T ] έχουμε |ǫ ln(t+1)| ≤ ǫ ln(T+1) και r(t, ǫ) = O(ǫ) για ǫ→ 0 ομοιόμορφα
για t ∈ [0, T ].
Γενικά το ανάπτυγμα y(t) = y0(t) + ǫy1(τ) + · · · λέγεται ασυμπτωτική δυνα-

μοσειρά.
Η ακολουθία {gn(t, ǫ)} είναι μια ασυμπτωτική ακολουθία για ǫ→ 0, t ∈ I, εάν

gn+1(t, ǫ) = o(gn(t, ǫ)), ǫ→ 0, n ∈ N.
Για μια συνάρτηση y(t, ǫ) και μια ακολουθία {gn(t, ǫ)} με ǫ→ 0, η όχι αναγκαία

συγκλίνουσα σειρά
∑∞

n=0 angn(t, ǫ) όπου an σταθερές, λέγεται ασυμπτωτικό α-

νάπτυγμα της y(t, ǫ), για ǫ → 0 εάν y(t, ǫ) −
∑N

n=0 angn(t, ǫ) = o(gN (t, ǫ)), για
κάθε N .
Εάν τα όρια είναι ομοιόμορφα τότε λέμε ότι έχουμε ομοιόμορφο ασυμτωτική α-

κολουθία και ομοιόμορφο ασυμπτωτικό ανάπτυγμα. Συνήθως τέτοια αναπτύγματα
που προκύπτουν από τη διαδικασία επίλυσης διαφορικών εξισώσεων έχουν όρους
της μορφής gn(t, ǫ) = yn(t)φn(t).

1.4 Θεωρία Οριακού Στρώματος

΄Οπως ήδη είδαμε σε πολλά προβλήματα η μέθοδος των κανονικών διαταραχών
αποτυγχάνει. Εάν για παράδειγμα η μικρή παράμετρος πολλαπλασιάζει τη μεγι-
στοβάθμια παράγωγο της εξίσωσης, η πρώτη προσέγγιση με κανονικό ανάπτυγμα
διαταραχών θα μας δώσει μια εξίσωση με τάξη μικρότερη από την αρχική και
‘χάνουμε’ ένα βασικό χαρακτηριστικό του προβλήματος. Σε αυτή την περίπτω-
ση χρειαζόμαστε τη θεωρία οριακού στρώματος για να βρούμε ένα ομοιόμορφο
ασυμπτωτικό ανάπτυγμα της λύσης.
Πιο συγκεκριμένα θεωρούμε το πρόβλημα αρχικών τιμών

ǫy′′ + (1 + ǫ)y′ + y = 0, 0 < t < 1, 0 < ǫ≪ 1 (1.15)

y(0) = 1, y(1) = 1.

΄Εστω y(t) = y0(t)+ǫy1(t)+ .... Αντικαθιστώντας στην εξίσωση (1.15) παίρνουμε

ǫ(y′′0 (t) + ǫy′′1 (t) + ...) + (1 + ǫ)(y′0(t) + ǫy′1(t) + ...) + y0(t) + ǫy1(t) + ... = 0,

y0(0) + ǫy1(0) + ... = 1, y0(1) + ǫy1(1) + ... = 1.
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΄Αρα για τον πρωτεύοντα όρο και τον πρώτο όρο διόρθωσης έχουμε

y′′0 + y0 = 0, y0(0) = 0, y0(1) = 1,

y′′1 + y1 = −y′′0 − y′0, y1(0) = 0, y0(1) = 0.

Βλέπουμε ότι y0 = ce−t, για c σταθερά ενώ έχουμε δύο συνοριακές συνθήκες
y0(0) = 0, y0(1) = 1, πράγμα που σημαίνει ότι το κανονικό ανάπτυγμα διαταραχών
δεν μπορεί να μας δώσει ικανοποιητική απάντηση σε αυτή την περίπτωση.
Ο λόγος για τον οποίο έχουμε αυτή την ιδιομορφία είναι ότι η y′′ δεν είναι πα-

ντού τάξης ένα στο [0, 1] και άρα ο όρος ǫy′′ δεν είναι πάντα αμελητέος. Πράγματι
επειδή το πρόβλημα είναι γραμμικό μπορούμε να βρούμε την αναλυτική λύση του
προβλήματος, η οποία είναι

y =
1

e−1 − e−1/ǫ
[e−t − e−t/ǫ].

Η λύση μεταβάλλεται απότομα κοντά στο t = 0 και για παράδειγμα y′′(ǫ) = O(ǫ−2)
ενώ ǫy′′(ǫ) = O(1/ǫ) το οποίο είναι μή αμελητέο. Αντίθετα για μεγαλύτερες τιμές
του t, π.χ. t = 1

2 έχουμε ǫy
′′(12 ) = O(ǫ). Επομένως η εξίσωση (1.16) μας δίνει

μια καλή προσέγγιση για την περιοχή μακριά από το μηδέν και αυτή ονομάζεται
εξωτερικό χωρίο, ενώ, όταν είμαστε κοντά στο μηδέν, δηλαδή για t = O(ǫ) ή
μικρότερο, η y μεταβάλλεται πολύ γρήγορα και αυτή η περιοχή ονομάζεται οριακό
στρώμα.
Για την εξωτερική περιοχή από την εξίσωση (1.16) και τη συνθήκη y0(1) = 1

έχουμε y0 = e1−t. Αυτή ονομάζεται εξωτερική λύση του προβλήματος. Για την
εσωτερική λύση πρέπει να εφαρμόσουμε τέτοια κανονικοποίηση ώστε ο συντελε-
στής της y′′ να γίνει μονάδα. Θέτουμε τ = t

ǫ , Y = y και παίρνουμε

Y ′′(τ) + (1 + ǫ)Y ′(τ) + ǫY (τ) = 0,

ή για τους όρους πρώτης τάξης

Y ′′(τ) + Y ′(τ) = 0,

και από την αρχική συνθήκη στο t = τ = 0 έχουμε Y (τ) = C(1 − e−τ ), για C
σταθερά η οποία θα προσδιοριστεί. Η Y (τ) είναι η λεγόμενη εσωτερική λύση του
προβλήματος.
Προκειμένου να πάρουμε ένα ομοιόμορφο ασυμπτωτικό ανάπτυγμα για όλο το

διάστημα [0, 1] πρέπει να προσδιορίσουμε τη σταθερά C στην εσωτερική λύση. Για
αυτό απαιτούμε για την εξωτερική λύση, όταν t → 0 και για την εσωτερική όταν
τ →∞, να συγκλίνουν στο ίδιο σημείο και άρα

lim
τ→∞

Y (τ) = lim
t→0

y0(t)

ή
lim
τ→∞

[C(1 − e−τ )] = lim
t→0

e1−t = e,

άρα C = e και η εσωτερική λύση έχει τη μορφή Y (τ) = e(1− e−τ ).
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Το άθροισμα της εξωτερικής και εσωτερικής προσέγγισης ως προς την ίδια
ανεξάρτητη μεταβλητή, Y ( tǫ ) + y0(t), μας δίνει μια προσέγγιση η οποία κοντά στο
t = 0 είναι Y ( tǫ)+y0(t) ≃ Y ( tǫ ) ενώ μακριά από το t = 0 είναι Y ( tǫ)+y0(t) ≃ y0(t)
και σε μια ενδιάμεση περιοχή π.χ. για t = O(

√
ǫ), γίνεται Y ( tǫ)+y0(t) ≃ 2C. ΄Αρα

για να πάρουμε ένα ομοιόμορφο ασυμπτωτικό ανάπτυγμα θέλουμε την εσωτερική
λύση συν την εξωτερική λύση μείον τους κοινούς όρους στην ενδιάμεση περιοχή
άρα

y(t) ≃ Y (
t

ǫ
) + y0(t)− κοινοί όροι

ή

y(t) ≃ e(1− e−t/ǫ) + e1−t − e = e1−t − e1−t/ǫ.

Η παραπάνω διαδικασία με την οποία βρίσκουμε ένα ομοιόμορφο ασυμπτωτικό α-
νάπτυγμα της λύσης ονομάζεται συναρμογή της εσωτερικής και εξωτερικής λύσης.

Γραμμικός ταλαντωτής με μικρή μάζα Το φαινόμενο του οριακού
στρώματος το συναντάμε και στην περίπτωση που έχουμε ένα γραμμικό ταλαντωτή
με απόσβεση. Θεωρούμε ένα σώμα μάζας m στην άκρη ενός ελατηρίου. Εάν
δώσουμε μια αρχική ώθηση στο σύστημα το σώμα ταλαντώνεται λόγω της δύναμης
επαναφοράς του ελατηρίου −λx, όπου x η απομάκρυνση από τη θέση ισορροπίας
και λ η σταθερά του ελατηρίου. Επίσης θεωρούμε ότι έχουμε δύναμη απόσβεσης
(π.χ. λόγω τριβής) ανάλογη της ταχύτητας του ελατηρίου, −kẋ όπου k μια θετική
σταθερά. Από το δεύτερο νόμο του Newton έχουμε

mẍ(t) = −λx(t)− kẋ(t), t > 0.

Θεωρούμε για αρχικές συνθήκες x(0) = 0, ẋ(0) = V , δηλαδή τη χρονική στιγμή
t = 0 το σώμα βρίσκεται στη θέση ισορροπίας και έχει μία αρχική ταχύτητα V . Για
τα χαρακτηριστικά μεγέθη του προβλήματος έχουμε [m] =M , [k] =MT−1, [λ] =
MT−2. Εφαρμόζοντας διαστατική ανάλυση βρίσκουμε ότι έχουμε την αδιάστατη
παράμετρο ǫ με ǫ2 = mλ

k2 , όπου για μικρή μάζα του σώματος που ταλαντώνεται
μπορούμε να υποθέσουμε ότι ǫ≪ 1.
Μπορούμε να κανονικοποιήσουμε το χρόνο θέτοντας s = t

T , όπου s η αδιάστα-
τη μεταβλητή και T ένας χαρακτηριστικός χρόνος. Για το χαρακτηριστικό χρόνο
T έχουμε τις εξής επιλογές :
α) T = m

k και τότε η εξίσωση γίνεται ẍ + ẋ + ǫ2x = 0 ή για τους όρους πρώτης
τάξης ẍ0 + ẋ0 = 0. Αυτή η κανονικοποίηση είναι κατάλληλη για μικρούς χρόνους
(κοντά στο s = 0).
β) T =

√

m
λ και η εξίσωση γίνεται ǫẍ+ ẋ + ǫx = 0 όπου για τους όρους πρώτης

τάξης δίνει ẋ0 = 0. Αυτή η κανονικοποίηση δεν είναι χρήσιμη.
γ) T = k

λ η οποία δίνει ǫ
2ẍ + ẋ + x = 0 όπου για τους όρους πρώτης τάξης

έχουμε ẋ0 + x0 = 0 η οποία είναι καλή προσέγγιση για μεγάλους χρόνους. Αυτό
συμβαίνει γιατί παίρνουμε μια εξίσωση πρώτης τάξης η οποία δεν μπορεί να ικανο-
ποιήσει τις δυο συνοριακές συνθήκες στο t = 0 (η μεγιστοβάθμια παράγωγος της
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εξίσωσης είναι πολλαπλασιασμένη με ǫ2). Η λύση της προσεγγιστικής εξίσωσης
είναι x0 = Ae−λt/k για A μια σταθερά που θα προσδιοριστεί από τη συναρμογή
των λύσεων.
Βλέπουμε ότι έχουμε ένα οριακό στρώμα κοντά στο t = 0. Θέλουμε να εφαρ-

μόσουμε κατάλληλη κανονικοποίηση έτσι ώστε να επαναφέρουμε τον όρο y′′ στην
εξίσωση ως πρωτεύοντα όρο. Θέτουμε s = δτ για κάποιο δ που θα προσδιορίσου-
με. Το πρόβλημα γίνεται

ǫ2

δ2
d2x

dτ2
+

1

δ

dx

dτ
+ x = 0.

Πρέπει να έχουμε είτε ǫ2

δ2 = O(1) έτσι ώστε ο πρώτος και ο τρίτος όρος της
εξίσωσης να είναι της ίδιας τάξης, ή

ǫ2

δ2
= O(

1

δ
)

έτσι ώστε ο πρώτος και ο δεύτερος όρος της εξίσωσης να είναι της ίδιας τάξης.
Στην πρώτη περίπτωση έχουμε δ = ǫ και άρα dx0

dτ = 0, οπότε δεν είναι αυτή η
σωστή επιλογή του δ, διότι στους όρους πρώτης τάξης δεν εμφανίζεται ο όρος ẍ.
Στη δεύτερη περίπτωση παίρνουμε δ = ǫ2 και το πρόβλημα για τους όρους πρώτης
τάξης γίνεται

d2x0
dτ2

+
dx0
dτ

= 0.

Αυτό είναι το εσωτερικό πρόβλημα (το οποίο παίρνουμε για την περίπτωση (α)),
δηλαδή αν κανονικοποιήσουμε το χρόνο με T = m

k ) και η λύση του είναι x0(τ) =

B + Ce−τ = B + Ce−s/ǫ2 = B + Ce−kt/m. Χρησιμοποιώντας τις συνοριακές
συνθήκες για τ = 0 παίρνουμε x0 = xi ≃ Vm

k (1−e−kt/m). Για την εξωτερική λύση

έχουμε x0 = Ae−λt/k. Προκειμένου να πάρουμε ένα ομοιόμορφο ασυμπτωτικό
ανάπτυγμα θέλουμε η εξωτερική λύση για t → 0 να συγκλίνει στο ίδιο σημείο
με την εσωτερική για t → ∞, άρα παίρνοντας τα όρια έχουμε A = Vm

λ . Το
ομοιόμορφο ασυμπτωτικό ανάπτυγμα θα είναι

x(t) ≃ V m

k
(1− e−kt/m) +

V m

λ
(e−λt/k − 1).

Για μεγαλύτερη ακρίβεια μπορούμε να πάρουμε περισσότερους όρους στο ανά-
πτυγμα για την εύρεση της εσωτερικής και εξωτερικής λύσης και όχι μόνο τους
πρωτεύοντες όρους. Επιπλέον εφαρμόζοντας τη διαδικασία της συναρμογής των
λύσεων με τον ίδιο τρόπο όπως και για τους πρωτεύοντες όρους μπορούμε να
πάρουμε ένα ομοιόμορφο ασυμπτωτικό ανάπτυγμα συμπεριλαμβάνοντας και όρους
υψηλότερης τάξης.
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1.5 Παράδειγμα Χημικής Αντίδρασης
Κανονικοποίηση - Οριακό στρώμα

Θεωρούμε μια χημική ουσία συγκέντρωσης c η οποία υπόκειται σε μια ισόθερμη
αντίδραση δεύτερης τάξης σε ένα χωρίο το οποίο μπορεί να θεωρηθεί μονοδιάστατο,
μήκους L. ΄Εχουμε ότι c = c(x, t), 0 ≤ x ≤ L, t > 0. Η συγκέντρωση της χημικής
ουσίας ικανοποιεί την εξίσωση της διάχυσης :

∂c

∂t
= D

∂2c

∂x2
− kc2.

Η χημική αντίδραση καταναλώνει τη χημική ουσία με ρυθμό r(c) = kc2, ενώ
παράλληλα έχουμε διάχυση της ουσίας στο μονοδιάστατο χωρίο. D είναι ο συ-
ντελεστής διάχυσης και k η σταθερά αντίδρασης. ΄Εστω ότι D = 1

60 cm
2 s−1,

k = 1
3000 m

3 kg−1 s−1. Επίσης θεωρούμε ότι για x = 0 και x = L η συγκέντρωση
της χημικής ουσίας είναι ελεγχόμενη και παραμένει σταθερή, c(0, t) = 50 kgm−3,
c(L, t) = 100 kgm−3.
Θέλουμε να δούμε αν ταD, k είναι ‘μικρά’ ή ‘μεγάλα’ , δηλαδή αν στη διαδικασία

κυριαρχεί η διάχυση, δηλαδή ο όρος D ∂2c
∂x2 , ή η αντίδραση, δηλαδή ο όρος −kc2.

Αρχικά κανονικοποιούμε τη συγκέντρωση c. ΄Ενα φυσικό μέγεθος αναφοράς
για τη συγκέντρωση είναι η τιμή στο σύνορο. Θέτουμε c0 = 50 kgm−3 και αν u
η αδιάστατη μεταβλητή για τη συγκέντρωση έχουμε u = c

c0
. Η χαρακτηριστική

κλίμακα για το c είναι τέτοια ώστε u ∼ O(1).
Εφαρμόζοντας την παραπάνω κανονικοποίηση στο πρόβλημα έχουμε

∂u

∂t
= D

∂2u

∂x2
−Au2.

u(0, t) = 1, u(L, t) = 2,

με A = 50 kgm−3k = 1
60 s

−1.
Βλέπουμε ότι η σταθερά A = 1

60 s
−1 δείχνει ‘μικρή¨, δηλαδή ότι η αντίδραση

είναι αργή σε σχέση με τη διάχυση. Επίσης η σταθερά A μας δίνει μια χρονική
κλίμακα που σχετίζεται με την αντίδραση t0 = 60 s.
Κανονικοποιούμε το χρόνο με μια κλίμακα αναφοράς, έστω T και τ = t

T , όπου
τ ο αδιάστατος χρόνος.
Η εξίσωση γίνεται

∂u

∂τ
= TD

∂2u

∂x2
−ATu2.

= TD
∂2u

∂x2
− u2, για t0 = T .

Βλέπουμε ότι η αντίδραση μπορεί να θεωρηθεί αργή για μια χρονική κλίμακα
της τάξης κάποιων δευτερολέπτων και γρήγορη για μια χρονική κλίμακα της τάξης
ωρών.
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΄Εστω ότι T = 1 s τότε το πρόβλημα γίνεται

∂u

∂τ
= D

∂2u

∂x2
− 1

60
u2 ≃ D∂

2u

∂x2
,

και η αντίδραση δεν παίζει ρόλο στη διαδικασία (D ≫ 1
60 ). Εάν T = 3600 s = 1 h

έχουμε

∂u

∂τ
= 3600D

∂2u

∂x2
− 60u2.

ή 60D
∂2u

∂x2
≃ u2,

δηλαδή για μια τέτοια χρονική κλίμακα το πρόβλημα είναι στάσιμο (ο όρος ∂u
∂τ είναι

αμελητέος ).
Θα μελετήσουμε το στάσιμο πρόβλημα. Το εξελικτικό πρόβλημα που παίρνουμε

για T = 1 s δεν έχει ενδιαφέρον, διότι δεν ‘βλέπουμε’ το φαινόμενο της αντίδρασης
στη διαδικασία.
Θέλουμε να δούμε πόσο σημαντικός είναι ο συντελεστής διάχυσης D. Αυτό,

όπως θα δούμε, εξαρτάται στην παρούσα φάση από την κλίμακα αναφοράς του
μήκους του προβλήματος. Διακρίνουμε τις περιπτώσεις :
a) L = 1

10 mm π.χ. αν το σώμα είναι τριχοειδές
b) L = 1m π.χ. αν το σώμα είναι ένας βιομηχανικός αντιδραστήρας.

Οι δύο όροι D ∂2u
∂x2 και Au

2 ισορροπούν, αν έχουμε ένα ενδιάμεσο μήκος σε
σχέση με τις περιπτώσεις (a) και (b). Πράγματι αν l είναι ένα μήκος αναφοράς και
x = ly, όπου y το αδιάστατο μήκος, έχουμε

D
∂2u

∂x2
≃ Au2,

με D = 1
60 cm

2 s−1, A = 1
60 s

−1, ή κανονικοποιώντας

D

l2
∂2u

∂y2
≃ Au2,

και

∂2u

∂y2
≃ u2,

για l2 = D
A = 1 cm2, l = 1 cm.

Θα εξετάσουμε την περίπτωση (a). Θέτουμε l = L = 1
10 mm = 1

100 cm. Τότε

D

L2

∂2u

∂y2
≃ Au2,

με D
L2 = 1

6010
4 s−1. ΄Αρα

∂2u

∂y2
≃ ǫu2,
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με ǫ = 10−4 και u(0) = 1, u(1) = 2. Ισοδύναμα έχουμε uyy ≃ 0 και u ≃ 1 + y,
συνυπολογίζοντας τις συνοριακές συνθήκες. Τελικά c ≃ 50(1 + 100x) kgm−3,
μετρώντας το x σε cm.

u=1

 u=2

y=0 y=1

Σχήμα 1.2: Αρχική συνθήκη για τη συγκέντρωση.

Για την περίπτωση (b) έχουμε l = L = 1m = 100 cm και η εξίσωση γίνεται

D

L2

∂2u

∂y2
≃ u2,

με D
L2 = 1

6010
−4 s−1 . ΄Αρα

ǫ2
∂2u

∂y2
≃ u2,

με ǫ = 10−2 και u(0) = 1, u(1) = 2.
Εδώ το D είναι ‘μικρό’ δηλαδή η διάχυση είναι πιο αργή διαδικασία σε σχέση με

την αντίδραση. Το πρόβλημα δίνει u ≃ 0, η προσέγγιση αυτή όμως δεν ικανοποιεί
τις συνοριακές συνθήκες στο σύνορο u = 1 για y = 0 και u = 2 για y = 1, άρα
έχουμε συνοριακό στρώμα στα σημεία y = 0 και y = 1.
Κοντά στο y = 0 εφαρμόζουμε την αλλαγή κλίμακας y = ǫz, έτσι ώστε ο

συντελεστής του όρου ∂2u
∂y2 να γίνει μονάδα, και έχουμε

∂2u
∂z2 ≃ u2, (1.16)

u(0) = 1, limz→∞ u(z) = 0.

Η συνοριακή συνθήκη limz→∞ u(z) = 0 εκφράζει το γεγονός ότι μακριά από το
z = 0 η u πρέπει να είναι μηδέν. Επίσης

∂

∂z

∂u

∂z
=

∂

∂u

∂u

∂z
(
∂u

∂z
) =

∂

∂u
(
∂u

∂z
)
∂u

∂z
,
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u=1

 u=2

y=0 y=1

Σχήμα 1.3: Συνοριακά στρώματα κοντά στα σημεία y = 0 και y = 1.

άρα

∫

∂2u

∂z2
du =

∫

u2du ή

∫

∂

∂u
(
∂u

∂z
)
∂u

∂z
=

u3

3
+ C ή

1

2
(
∂u

∂z
)2 =

u3

3
+ C.

΄Εχουμε ότι ∂u
∂z < 0 άρα ∂u

∂z = −(23 + C′)1/2. Επειδή για z →∞ ισχύει ότι u = 0

και ∂u
∂z = 0 παίρνουμε C′ = 0. Επομένως ∂u

∂z = −
√

2
3u

3/2 και u−1/2 = 1√
6
z + B

όπου B = −C′/2. Από τη συνοριακή συνθήκη u(0) = 1 παίρνουμε ότι B = 1 και
τελικά u = 6

(z+
√
6)2
.

Κοντά στο y = 1 θέτουμε y = 1− ǫz. Το πρόβλημα γίνεται

Σχήμα 1.4: Αλλαγή μεταβλητών y = 1− ǫz.

∂2u
∂z2 ≃ u2,

u(0) = 2, limz→∞ u(z) = 0.

΄Ομοια παίρνουμε 1
2 (

∂u
∂z )

2 = u3

3 + C, όπου C = 0 επειδή u = ∂u
∂z = 0 για z → ∞.
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΄Αρα u−1/2 = 1√
6
z + B και δεδομένου ότι u(0) = 2 έχουμε B = 1/

√
2. Τελικά

u = 6
(z+

√
3)2
.

Κάνοντας τη συναρμογή των λύσεων έχουμε

u ≃ 6

(yǫ +
√
6)2

+
6

(1−y
ǫ +

√
3)2

.

Η παραπάνω έκφραση, επιστρέφοντας στις διαστατικές μεταβλητές, γίνεται

c(x) ≃ 6c0ǫ
2L2

[

(x+ ǫ
√
6L)−2 + (L+ ǫ

√
3L− x)−2

]

.
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Κεφάλαιο 2

ΠΑΡΑΓΩΓΗ ΤΩΝ
ΒΑΣΙΚΩΝ ΔΙΑΦΟΡΙΚΩΝ
ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ
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2.1 Εξισώσεις Διάχυσης

Πολλά μοντέλα - θεμελιώδεις εξισώσεις στις φυσικές επιστήμες προέρχονται από
νόμους διατήρησης. ΄Ενας νόμος διατήρησης είναι επί της ουσίας ένας νόμος ισοζυ-
γίου που εκφράζει τη διατήρηση μιας ποσότητας σε μια διαδικασία. Παραδείγματα
τέτοιων νόμων είναι α) Το πρώτο αξίωμα της θερμοδυναμικής σύμφωνα με το οποίο
η μεταβολή της εσωτερικής ενέργειας είναι ίση με τη συνολική θερμότητα συν το
έργο που παράγεται. β) Στη περίπτωση που έχουμε ροή ρευστού σε ένα χωρίο που
περιέχει χημικές ενώσεις οι οποίες υπόκεινται σε κάποια αντίδραση έχουμε ότι ο
ρυθμός μεταβολής της συγκέντρωσης μιας χημικής ένωσης είναι ίσος με το ρυθμό
εισροής μείον το ρυθμό εκροής αυτής στο σύστημα συν το ρυθμό παραγωγής η
κατανάλωσης της. γ) Ο ρυθμός μεταβολής ενός πληθυσμού είναι ίσος με το ρυθμό
γεννήσεων μείον το ρυθμό θανάτων και μείον τον ρυθμό μετανάστευσης.
Θα διατυπώσουμε το βασικό νόμο διατήρησης. ΄Εστω u(x, t) είναι μέγεθος

εξαρτημένο από το x ∈ R και το χρόνο t > 0. Θεωρούμε ότι η u αντιπροσωπεύει τη
πυκνότητα ή συγκέντρωση κάποιας ουσίας πχ. πληθυσμού, μάζας, ενέργειας κτλ.
Η ποσότητα u μεταβάλλεται μόνο ως προς μία χωρική κατεύθυνση και κατανέμεται
σε ένα σωληνοειδές χωρίο με σταθερή διατομή A.

x=a x=b

Σχήμα 2.1: Σωληνοειδές χωρίο.

΄Εστω I = [a, b] τυχαίο. Η συνολική τιμή της ποσότητας που περιέχεται στο

χωρίο I είναι
∫ b

a
u(x, t)Adx. Θεωρούμε ότι έχουμε κίνηση αυτής της ποσότητας

στο I. Ορίζουμε ως ροή, η συνάρτηση ροής της u στο x και σε χρόνο t τη
συνάρτηση φ(x, t). Δηλαδή η φ(x, t) αντιπροσωπεύει το ποσό της u που διέρχεται
διαμέσου της διατομής του σωλήνα στο x σε χρόνο t ανα μονάδα χρόνου και

επιφάνειας. ([φ] = [u]
L2T ). Επιπλέον θεωρούμε ότι φ(x, t) > 0 εαν η ροή στο

σημείο x είναι κατά τη θετική φορά ενώ φ(x, t) < 0 εάν η ροή στο σημείο x είναι
κατά τη αρνητική φορά. Επομένως ο ρυθμός ροής της ποσότητας στο εσωτερικό
του χωρίου που καθορίζεται από το διάστημα I είναι A(φ(a, t) − φ(b, t)).
Τέλος συμβολίζουμε με f(x, t, u) τη συνάρτηση πηγής, δηλαδή το ρυθμό με τον

οποίο η u παράγεται η καταναλώνεται ανά μονάδα όγκου στο σημείο x και σε χρόνο
t. Εάν f > 0 τότε η f ονομάζεται πηγή αλλιώς αν f < 0 ονομάζεται απαγωγή. Ο
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ρυθμός παραγωγής η κατανάλωσης της u επομένως είναι
∫ b

a Af(x, t, u)dx.
Ο θεμελιώδης νόμος διατήρησης για το μέγεθος u μπορεί να διατυπωθεί ως

εξής :
Ο χρονικός ρυθμός μεταβολής της συνολικής ποσότητας u στο I είναι ίσος με
τον ρυθμό της ποσότητας που ρέει στο χωρίο I συν τον ρυθμό παραγωγής η
κατανάλωσης της u στο I.
Επομένως

d

dt

∫ b

a

u(x, t)Adx = A(φ(a, t) − φ(b, t)) +
∫ b

a

Af(x, t, u)dx,

ή

d

dt

∫ b

a

u(x, t)dx = φ(a, t)− φ(b, t) +
∫ b

a

f(x, t, u)dx.

Αυτός είναι ο νόμος διατήρησης σε ολοκληρωτική μορφή και ισχύει ακόμα και
αν οι u, φ, f δεν είναι ομαλές συναρτήσεις. Τώρα απο το θεμελιώδες θεώρημα

του απειροστικού λογισμού έχουμε ότι φ(a, t) − φ(b, t) = −
∫ b

a
∂φ
∂x (x, t)dx και

επιπλέον έχουμε d
dt

∫ b

a u(x, t)dx =
∫ b

a
∂u
∂x (x, t)dx εάν οι u, φ είναι αρκετά ομαλές

συναρτήσεις. Εάν και η f είναι συνεχής παίρνουμε

∫ b

a

[

∂u

∂x
(x, t) +

∂φ

∂x
(x, t)− f(x, t, u)

]

dx = 0.

Το διάστημα I το επιλέξαμε τυχαία και η ίδια σχέση ισχύει για οποιαδήποτε επιλογή
του διαστήματος I άρα ισχύει ότι

∂u

∂x
(x, t) +

∂φ

∂x
(x, t)− f(x, t, u) = 0, (2.1)

για x ∈ R και t > 0. Αυτός είναι ο νόμος διατήρησης σε διαφορική μορφή.

Νόμος διατήρησης σε πολλές διαστάσεις Ο νόμος διατήρησης μπορεί
να γενικευτεί για τη μελέτη φαινομένων σε δύο ή τρείς διαστάσεις. Θεωρούμε ένα
χωρίο D ⊆ R

3, και x = (x1, x2, x3) ∈ R
3. ΄Εστω u = u(x, t) μία συνάρτηση

πυκνότητας και θεωρούμε ένα τυχαίο υποχωρίο V του D, με λείο σύνορο ∂V .
Το συνολικό ποσό που περιέχεται στο V σε αυτή τη περίπτωση θα είναι

∫

V
u(x, t)dx. Επιπλέον το συνολικό ποσό παραγωγής η κατανάλωσης της u στο

V θα είναι ίσο με
∫

V f(x, t, u)dx για κάποια συνάρτηση f .
Επίσης πρέπει να προσδιορίσουμε τη ροή, την οποία συμβολίζουμε με φ(x, t),

στο σύνορο ∂V του χωρίου. ΄Εστω n(x) το μοναδιαίο κάθετο διάνυσμα στο ση-
μείο x ∈ ∂V με φορά προς τα έξω. Η συνολική ροή μέσω του ∂V θα είναι
∫

∂V
φ(x, t)n(x)ds όπου ds είναι μία στοιχειώδη επιφάνεια του ∂V .
Ο νόμος διατήρησης, κατα αναλογία με τη μονοδιάστατη περίπτωση θα έχει τη

μορφή

d

dt

∫

V

u(x, t)dx = −
∫

∂V

φ(x, t)n(x)ds +

∫

V

f(x, t, u)dx.
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X

X

1

3

X2

V

n(x)

(x,t)φ

Σχήμα 2.2: Αυθέρετο υποχωρίο V .

Επίσης από το θεώρημα απόκλισης έχουμε ότι
∫

∂V

φ(x, t)n(x)ds =

∫

V

divφ(x, t)dx,

άρα ο νόμος διατήρησης, κατα αναλογία με τη μονοδιάστατη περίπτωση, θα έχει
τη μορφή

d

dt

∫

V

u(x, t)dx = −
∫

V

divφ(x, t)dx +

∫

V

f(x, t, u)dx.

ή
∫

V

[

∂u

∂t
(x, t)dx + divφ(x, t) − f(x, t, u)

]

dx = 0,

το χωρίο V όμως έχει επιλεγεί τυχαία και η παραπάνω σχέση ισχύει για οποιοδή-
ποτε V ⊆ D και επομένως παίρνουμε τη διαφορική μορφή του νόμου διατήρησης

∂u

∂t
(x, t) + divφ(x, t) = f(x, t, u), (2.2)

με x ∈ D και t > 0.

Καταστατικές Εξισώσεις Η εξίσωση (2.1) ή η εξίσωση (2.2) είναι μερική
διαφορική εξίσωση με δύο αγνώστους τις u και φ και χρειαζόμαστε ακόμα μία
εξίσωση προκειμένου να πάρουμε ένα επαρκώς προσδιορισμένο πρόβλημα. Μία
τέτοια εξίσωση η οποία συσχετίζει τις αγνώστους u και φ ονομάζεται καταστατική
εξίσωση. Τέτοιες εξισώσεις συνήθως βασίζονται σε εμπειρικά αποτελέσματα και
σε υποθέσεις σχετικά με τις φυσικές ιδιότητες του μέσου.

Εξίσωση Διάχυσης Θεωρούμε το νόμο διατήρησης σε μία διάσταση χωρίς
πηγαίο όρο, f = 0,

∂u

∂t
(x, t) +

∂φ

∂x
(x, t) = 0, (2.3)
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με x ∈ R, t > 0. Πολλές φορές το ποσό που ρέει διαμέσου μίας διατομής στο
σημείο x στο χρόνο t είναι ανάλογο της κλίσης της u στο σημείο αυτό, δηλαδή φ ∝
ux. Επιπλέον η ροή έχει κατεύθυνση απο σημεία με μεγαλύτερη πυκνότητα προς
σημεία με μικρότερη πυκνότητα. Για παράδειγμα η θερμότητα ρέει από περιοχές με
μεγαλύτερη θερμοκρασία προς περιοχές με μικρότερη θερμοκρασία (Αυτός είναι ο
δεύτερος νόμος της θερμοδυναμικής) ή αν το u αναπαριστά πληθυσμό έχουμε ροή
από περιοχές με μεγαλύτερη προς περιοχές με μικρότερη συγκέντρωση πληθυσμού.

u

t

u=u(x,t)

Σχήμα 2.3: Κατεύθυνση ροής σε σχέση με τη κλίση της u.

Επομένως σε αυτές τις περιπτώσεις η καταστατική εξίσωση παίρνει τη μορφή

φ(x, t) = −D∂u
∂x

(x, t), (2.4)

για κάποια σταθερά D η οποία ονομάζεται σταθερά διάχυσης και σχετίζεται με τη

ταχύτητα του φαινομένου της διάχυσης ([D] = L2

T ). Η εξίσωση αυτή είναι ο νόμος
του Fick.
Συνδυάζοντας τις εξισώσεις (2.3), (2.4) παίρνουμε την εξίσωση της διάχυσης

∂u

∂t
(x, t) =

∂2u

∂x2
(x, t). (2.5)

Αξίζει να σημειώσουμε εδώ ότι η σταθερά D καθορίζει ένα χρόνο αναφοράς
για τη διαδικασία. Πράγματι αν l είναι ένα χαρακτηριστικό μήκος τότε αυτός ο

χρόνος αναφοράς είναι t0 = l2

D .

Η εξίσωση της θερμότητας Στη περίπτωση όπου η ποσότητα u αναπα-
ριστά θερμότητα, πχ. σε ένα τρισδιάστατο χωρίο, με όμοιο τρόπο όπως για την
εξίσωση της διάχυσης μπορούμε να παράγουμε την εξίσωση της θερμότητας. Για
λόγους πληρότητας επαναλαμβάνουμε τα βασικά βήματα της διαδικασίας.
΄Εστω ένα χωρίο Ω ⊂ R

3 το οποίο είναι ομογενές και ισότροπο όσον αφορά
στη θερμική συμπεριφορά του. Συμβολίζουμε με T (x, t) τη θερμοκρασία σε ένα
σημείο x = (x1, x2, x3) ∈ R

3 τη χρονική στιγμή t.
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Θεωρούμε ένα χωρίο D αυθαίρετο υποχωρίο του Ω ⊂ R
3. ΄Εστω c η θερμο-

χωρητικότητα του υλικού και ρ η πυκνότητα του και υποθέτουμε ότι αυτές είναι
σταθερές. Το συνολικό ποσό θερμότητας που περιέχεται στο χωρίο D θα είναι

∫

D

ρcT (x, t)dx.

΄Εστω n(x) το μοναδιαίο κάθετο διάνυσμα στην επιφάνεια ∂D στο σημείο x με
φορά έξω από το χωρίο. Τότε η συνολική ροή θερμότητας μέσω του ∂D θα είναι

∫

∂D

q(x, t)n(x)dS,

όπου q(x, t) είναι η ροή θερμότητας, δηλαδή το ποσό θερμότητας που διέρχεται
ανά μονάδα επιφάνειας και χρόνου και dS το στοιχείο επιφάνειας του ∂D.
Επίσης συμβολίζουμε με f(x, t) το ποσό της θερμότητας που παράγεται ή κα-

ταναλώνεται λόγω κάποιας πηγής ή απαγωγής (π.χ. λόγω του ότι λαμβάνει χώρα
κάποια χημική αντίδραση).
Σύμφωνα με το νόμο διατήρησης της ενέργειας η μεταβολή της εσωτερικής

ενέργειας του χωρίου πρέπει να είναι ίση με την θερμότητα που εισέρχεται ή εξέρ-
χεται από το σύνορό του συν το ποσό της θερμότητας που εκλύεται η απορροφάται
λόγω πηγών ή απαγωγών. ΄Ετσι ο νόμος διατήρησης στην προκειμένη περίπτωση
θα έχει τη μορφή

d

dt

∫

D

ρcT (x, t)dx = −
∫

∂D

q(x, t)n(x)dS +

∫

D

f(x, t)dx. (2.6)

Από το θεώρημα απόκλισης έχουμε ότι

d

dt

∫

D

ρcT (x, t)dx = −
∫

D

div(q(x, t))dx +

∫

D

f(x, t)dx.

Επειδή το χωρίο D είναι τυχαίο και οι συναρτήσεις T, q, f θεωρούμε ότι είναι
συνεχείς παίρνουμε το νόμο διατήρησης:

∂

∂t
(ρcT (x, t)) + div(q(x, t)) = f(x, t). (2.7)

Η ροή θερμότητας h συνδέεται με τη θερμοκρασία μέσω μίας καταστατικής
εξίσωσης. Αυτή είναι στη προκειμένη περίπτωση ο νόμος του Fourier (κατάναλογία
με το νόμο του Fick στη γενική περίπτωση) σύμφωνα με τον οποίο η κλίση της
θερμοκρασίας είναι ανάλογη της ροής

q(x, t) = −k∇T (x, t), (2.8)

όπου η σταθερά k είναι ο συντελεστής θερμικής αγωγιμότητας. Χρησιμοποιώ-
ντας την καταστατική σχέση (2.8) στην εξίσωση (2.7) παίρνουμε την εξίσωση της
θερμότητας

ρc
∂T

∂t
(x, t) = k∆T (x, t) + f(x, t),
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η οποία στην περίπτωση που δεν έχουμε πηγές ή απαγωγές, f = 0, αυτή γίνεται

ρc
∂T

∂t
(x, t) = k∆T (x, t). (2.9)

Εξίσωση Αντίδρασης - Διάχυσης Εάν σε ένα πρόβλημα έχουμε πηγές,
δηλαδή f 6= 0 και επιπλέον ο πηγαίος όρος εξαρτάται από τη u, πράγμα που
απαντάται πολύ συχνά σε φαινόμενα χημικών αντιδράσεων, ο νόμος διατήρησης σε
μία διάσταση έχει τη μορφή

∂u

∂t
(x, t) +

∂φ

∂x
(x, t) = f(x, t, u). (2.10)

Εφαρμόζωντας το νόμο του Fick παίρνουμε την εξίσωση αντίδρασης διάχυσης

∂u

∂t
(x, t) = D

∂2u

∂x2
(x, t) + f(x, t, u).

Σε πολλές περιπτώσεις ο πηγαίος όρος f έχει τη μορφή f = f(u) = eu(x,t),
f = f(u) = e−u(x,t) ή f = f(u) = up(x, t), p ≥ 2.

Εξίσωση Fisher ΄Ενα πολύ καλό μοντέλο για την εξέλιξη ενός πληθυσμού
είναι η γνωστή λογιστική εξίσωση

du

dt
= ru

(

1− u

K

)

,

όπου u = u(t) είναι ο πληθυσμός και οι σταθερές r > 0 και K > 0 είναι ο ρυθμός
αύξησης και η φέρουσα ικανότητα αντίστοιχα.
Εάν θεωρήσουμε ότι η πυκνότητα του πληθυσμού εξαρτάται και από το χώρο

u = u(x, t) στον οποίο έχουμε διάχυση του, τότε ένα καλό μοντέλο είναι η εξίσωση
Fisher

∂u

∂t
(x, t) = D

∂2u

∂x2
(x, t) + ru(x, t)

(

1− u(x, t)

K

)

.

Εξίσωση Διάχυσης - Μεταφοράς Στην περίπτωση που έχουμε διάχυση
της ποσότητας u σε ένα σώμα το οποίο κινείται, με κάποια ταχύτητα v τότε πάλι
με την ίδια διαδικασία, όπως για την εξίσωση της διάχυσης αλλά θεωρώντας επι-
πρόσθετα ότι φ(x, t) = −D∇u(x, t) + vu(x, t), δηλαδή ότι έχουμε μία επιπλέον
συνεισφορά στη ροή λόγω της μεταφοράς υλικού ίση με vu(x, t), παίρνουμε την
εξίσωση μεταφοράσ-διάχυσης

∂u

∂t
(x, t) + v∇u(x, t) = D∆u(x, t) + f(u, x, t).

Θα αναφέρουμε ένα χαρακτηριστικό παράδειγμα στο οποίο προκύπτει η παρα-
πάνω εξίσωση. Θεωρούμε ένα σωλήνα μικρής διατομής μέσα στον οποίο κινείται
ένα ρευστό με ταχύτητα v και μέσα στο οποίο διαχέεται μια χημική ουσία όπου c
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είναι η συγκέντρωσή της. Τότε μπορούμε να υποθέσουμε ότι έχουμε μεταβολή της
c μόνο στη μία διάσταση κατά μήκος του σωλήνα. Η συγκέντρωση c μεταβάλλεται
λόγω α) του μηχανισμού της διάχυσης και β) της κίνησης του ρευστού στη μία
διάσταση. Επομένως η εξίσωση που μοντελοποιεί το φαινόμενο είναι η

∂u

∂t
(x, t) + v

∂u

∂x
(x, t) = D

∂2u

∂x2
(x, t) + f(u, x, t).

Αρχικές και συνοριακές συνθήκες Για να έχουμε ένα καλά τοποθετη-
μένο πρόβλημα για την εξίσωση της θερμότητας ή και γενικότερα για την εξίσωση
της μεταφοράς - διάχυσης χρειαζόμαστε κατάλληλες αρχικές και συνοριακές συν-
θήκες. ΄Εστω ότι έχουμε τη μονοδιάστατη εξίσωση της θερμότητας

ρcTt = kTxx, 0 < x < l, t > 0,

η οποία μοντελοποιεί για παράδειγμα τη διάχυση της θερμότητας σε μία ράβδο
μήκους l.
Χρειαζόμαστε μια συνθήκη για τη θερμοκρασία της ράβδου τη χρονική στιγμή

t = 0. Αυτή ονομάζεται αρχική συνθήκη και θα έχει τη μορφή

T (x, 0) = f(x), 0 < x < l,

όπου f(x) η αρχική κατανομή της θερμοκρασίας. Επίσης χρειαζόμαστε συνθήκες
στα άκρα x = 0 και x = l, δηλαδή συνοριακές συνθήκες. Αν είναι γνωστή η
θερμοκρασία στα άκρα της ράβδου τότε οι συνοριακές συνθήκες γράφονται στη
μορφή

T (0, t) = g(t), T (l, t) = h(t) t > 0,

όπου g και h δεδομένες συναρτήσεις. Επίσης είναι δυνατό να έχουμε και άλλου
είδους συνοριακές συνθήκες. Αν για παράδειγμα το ένα άκρο της ράβδου για x = 0
είναι θερμικά μονωμένο έτσι ώστε να μην μπορεί να διέρχεται θερμότητα από αυτό,
από τον νόμο του Fourier έχουμε ότι η θερμική ροή στο x = 0 είναι μηδέν ή

Tx(0, t) = 0 t > 0.

Γενικότερα θα μπορούσαμε να θεωρήσουμε ότι η θερμική ροή σε ένα άκρο, αν αυτή
είναι ελεγχόμενη, είναι ίση με μια δεδομένη συνάρτηση, ή ότι

kTx(0, t) = φ(t), t > 0.

΄Ενας άλλος τύπος συνοριακής συνθήκης, εάν η θερμική ροή στο άκρο της ράβδου
εξαρτάται από τη θερμοκρασία του περιβάλλοντος, δίνεται από το νόμο ψύξης του
Newton σύμφωνα με τον οποίο

kTx(0, t) = a(T (0, t)− ψ(t)) t > 0.

Ο νόμος αυτός εκφράζει το γεγονός ότι η ροή της θερμότητας είναι ανάλογη με
τη διαφορά της θερμοκρασίας στο άκρο της ράβδου και της θερμοκρασίας ψ του
περιβάλλοντος.
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Γενικεύοντας, χαρακτηριστικές μορφές συνοριακών συνθηκών για την εξίσωση
της θερμότητας σε ένα χωρίο Ω είναι οι εξής:
T (x, t) = 0, x ∈ ∂Ω ή συνθήκες Dirichlet,
∂T
∂n (x, t) = 0, x ∈ ∂Ω ή συνθήκες Neumann, όπου n το μοναδιαίο διάνυσμα κάθε-
το στην ∂Ω,
∂T
∂n (x, t) + bT (x, t) = 0, x ∈ ∂Ω ή συνθήκες Robin ή μεικτές συνοριακές συνθή-
κες, όπου b σταθερά.

Τέλος αν έχουμε μια ράβδο πολύ μεγάλου μήκους μπορούμε να θεωρήσουμε
ότι έχουμε την εξίσωση της θερμότητας στο διάστημα −∞ < x < ∞. Σε αυτή
την περίπτωση συνήθως θέτουμε για συνοριακή συνθήκη limx→±∞ T (x, t) = 0 ή
ότι η T (x, t) είναι φραγμένη καθώς x→ ±∞.

2.2 Παραγωγή της Εξίσωσης Laplace και οι
Εξισώσεις του Maxwell

Η εξίσωση Laplace μπορεί να παραχθεί όταν αναζητούμε στάσιμες λύσεις σε πα-
ραβολικές ή ελλειπτικές εξισώσεις. Σε αυτή την παράγραφο θα παρουσιάσουμε
κάτω από ποιές συνθήκες παίρνουμε την εξίσωση Laplace από την εξίσωση της
θερμότητας ή απο τις εξισώσεις του Maxwell για τον ηλεκτρομαγνητισμό.

Στάσιμη θερμική ροή Εάν θεωρήσουμε την εξίσωση της θερμότητας

∂T

∂t
= k∆T,

σε πολλές περιπτώσεις (όταν οι συνοριακές συνθήκες δεν εξαρτώνται από τον
χρόνο) μετά από μεγάλο χρονικό διάστημα η επίδραση της αρχικής συνθήκης εξα-
σθενεί και η θερμοκρασία T εξαρτάται μόνο από τη χωρική μεταβλητή x. Σε αυτή
την περίπτωση ∂T

∂t = 0 και παίρνουμε την εξίσωση Laplace.

∆T = 0.

Εάν θεωρήσουμε ότι στην εξίσωση έχουμε μια πηγή ή απαγωγή, η οποία δεν
εξαρτάται από το χρόνο, f = f(x), ή αντίστοιχη στάσιμη κατάσταση εκφράζεται
από την εξίσωση Poisson

∆T = f(x).

Για την καλή τοποθέτηση του προβλήματος χρειαζόμαστε συνοριακές συνθήκες
που είναι της ίδιας μορφής με αυτές για την εξίσωση της θερμότητας.
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Εξισώσεις του Maxwell για τον ηλεκτρομαγνητισμό Οι εξισώσεις
του Maxwell για τον ηλεκτρομαγνητισμό είναι

∂D

∂t
= ∇×H − j,

∂B

∂t
= −∇× E,

∇ ·D = ρ,

∇ · B = 0,

D = ǫE,

B = µH,

j = σE,

όπου B είναι η μαγνητική επαγωγή, E το ηλεκτρικό πεδίο, D είναι η ηλεκτρική
μετατόπιση, H είναι η ένταση του μαγνητικού πεδίου, ǫ είναι η επιδεκτικότητα, µ
είναι η διαπερατότητα, j είναι η αγωγιμότητα, ρ είναι η πυκνότητα φορτίου και σ ο
συντελεστής ηλεκτρικής αγωγιμότητας.
Αυτό το σύστημα εξισώσεων μπορεί να απλοποιηθεί εάν θέσουμε ǫ = ǫ0 (στα-

θερά) και µ = µ0 (σταθερά) και μελετήσουμε τη στάσιμη λύση.
Θεωρώντας τη στάσιμη κατάσταση του συστήματος έχουμε ∂B

∂t = 0 και συνε-
πώς ∇× E = 0. Επομένως για το ηλεκτρικό πεδίο E έχουμε E = −∇φ, με φ το
ηλεκτρικό δυναμικό. Τότε −∇(ǫ0∇φ) = −ǫ0∆φ = ρ. Εάν Θέσουμε ρ = 0 τότε
παίρνουμε την εξίσωση Laplace για το ηλεκτρικό δυναμικό φ.

∆φ = 0.

΄Ομοια εάν j = 0 τότε ∇×H = 0 άρα H = ∇ψ, με ψ το δυναμικό. Τελικά έχουμε
∆ψ = 0 για µ σταθερό και ∇ · B = 0.
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2.3 Παραγωγή της Κυματικής Εξίσωσης

Θεωρούμε μια τέλεια εύκαμπτη χορδή μήκους a η οποία σε κατάσταση ισορροπίας
είναι προεντεταμένη με σταθερά άκρα. Επιλέγουμε καρτεσιανό σύστημα συντεταγ-
μένων έτσι, ώστε τα δύο άκρα της χορδής να είναι στα σημεία (0, 0, 0) και (a, 0, 0).
Μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε μία παράμετρο s, 0 ≤ s ≤ a, προκειμένου να
παραμετροποιήσουμε μία καμπύλη με άκρα (0, 0, 0) και (a,O,O) που αναπαριστά
τη χορδή.

s(0,0,0) (a,0,0)

Σχήμα 2.4: Σχηματική αναπαράσταση χορδής.

Η κίνηση του σημείου s της χορδής, στον τρισδιάστατο χώρο κατά τη χρο-
νική στιγμή t μπορεί να περιγραφεί από τη διανυσματική συνάρτηση r(s, t) =
(X(s, t), Y (s, t), Z(s, t)). Το διάνυσμα ∂r

∂t αναπαριστά την ταχύτητα του σημείου
s τη χρονική στιγμή t και εφάπτεται της χορδής στο σημείο s, ενώ το διάνυσμα
∂2r
∂t2 μας δίνει την επιτάχυνση της χορδής στο σημείο s.

s r(a,t)=(a,0,0)r(0,t)=(0,0,0)

dr(s,t)/ds

Σχήμα 2.5: Παραμόρφωση χορδής.

Εφαρμόζουμε τον δεύτερο νόμο του Newton σύμφωνα με τον οποίο η δύναμη
σε κάθε τμήμα της χορδής ισούται με τη χρονική παράγωγο της ροπής αυτού
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του τμήματος. Η μάζα της χορδής του τμήματος [α, β] δίνεται από τη συνάρτηση
πυκνότητας της μάζας ρ(s), α < s < β. ΄Αρα έχουμε
∫ β

α
ρ(s)ds = μάζα του τμήματος [α, β] της χορδής.

∫ β

α ρ(s)∂r(s,t)∂t ds = ροπή του τμήματος [α, β] της χορδής.
Το τμήμα [α, β] της χορδής υφίσταται στα άκρα α και β τις δυνάμεις από το

υπόλοιπο της χορδής (τάσεις) και τις εξωτερικές δυνάμεις από το περιβάλλον, όπως
η βαρύτητα. Οι εξωτερικές δυνάμεις γραφόμενες ως μια διανυσματική συνάρτηση
F (s, t) = (F1(s, t), F2(s, t), F3(s, t)) παριστάνουν τη δύναμη ανά μονάδα μάζας
στο σημείο s της χορδής.
Για να περιγράψουμε τις δυνάμεις επαφής, εισάγουμε την τάση T (s, t). Το

τμήμα [β, a] ασκεί μια δύναμη επαφής επί του τμήματος [α, β] της χορδής στο
σημείο s = β η οποία δίνεται από την παράσταση

T+(β, t)
∂r
∂s (β, t)

|∂r∂s (β, t)|
.

Η χορδή είναι τέλεια εύκαμπτη άρα η δύναμη επαφής έχει διεύθυνση κατά μήκος
της εφαπτομένης της χορδής στο σημείο s = β. Κατ΄ ανάλογο τρόπο έχουμε μία
δύναμη που ασκείται από το [0, α] στο τμήμα [α, β] της χορδής και στο σημείο
s = a η οποία δίνεται από την παράσταση

−T−(α, t)
∂r
∂s (α, t)

|∂r∂s (α, t)|
.

Από το δεύτερο νόμο του Newton έχουμε

∫ β

α

ρ(s)
∂r(s, t)

∂t
ds =

∫ β

α

ρ(s)F (s, t)ds+ T+(β, t)
∂r
∂s (β, t)

|∂r∂s (β, t)|
− T−(α, t)

∂r
∂s (α, t)

|∂r∂s (α, t)|
.(2.11)

s

dr(s,t)/ds

r(a,t)

r(b,t)

f(a)

f(b)

Σχήμα 2.6: Δυνάμεις επαφής. Στο σημείο s = a η δύναμη είναι f(a) =

−T−(α, t)
∂r
∂s

(α,t)

| ∂r
∂s

(α,t)| και στο σημείο s = b, f(b) = T+(β, t)
∂r
∂s

(β,t)

|∂r
∂s

(β,t)| .
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Εάν στην (2.11) πάρουμε το όριο β → α προκύπτει ότι T+(α, t) = T−(α, t),
έτσι παραλείποντας το πρόσημο γράφουμε T+(α, t) = T−(α, t) = T (s, t).
Εάν παραγωγίσουμε ως προς β την (2.11) και θέσουμε β = s παίρνουμε την

εξίσωση της παλλόμενης χορδής.

ρ(s)
∂r(s, t)

∂t
= ρ(s)F (s, t) +

∂

∂s

{

T (s, t)
∂r
∂s (s, t)

|∂r∂s (s, t)|

}

, (2.12)

με s ∈ (0, a) και t > 0.
Η διανυσματική διαφορική εξίσωση (2.12) ισοδυναμεί με τρεις βαθμωτές δια-

φορικές εξισώσεις ως προς τους αγνώστους X,Y, Z, T . Για κάθε ελαστικό υλικό
υπάρχει μια καλά ορισμένη συνάρτηση N που εκφράζει τη σχέση της τάσης T (s, t)

και του παράγοντα |∂r(s,t)∂t | η οποία γράφεται

T (s, t) = N(|∂r(s, t)
∂t

|, s).

Η εξίσωση (2.12) είναι δύσκολο να λυθεί και έτσι καταφεύγουμε στη μελέτη μιας
πρώτης προσέγγισης της, δηλαδή της γραμμικοποίησής της. Αποδεικνύεται ότι οι
λύσεις αυτής της γραμμικοποιημένης εξίσωσης δίνουν ικανοποιητικές απαντήσεις
ειδικά σε φαινόμενα που αφορούν μικρές ταλαντώσεις.
Για να βρούμε την πρώτη προσέγγιση του προβλήματος χρησιμοποιούμε τον

ακόλουθο μετασχηματισμό.

X(s, t) = s+ ǫx(s, t), Y (s, t) = ǫy(s, t), Z(s, t) = ǫz(s, t), (2.13)

T (s, t) = T0 + ǫT1(s, t), F (s, t) = ǫf(s, t), (2.14)

όπου η παράμετρος ǫ έχει την ίδια τάξη μεγέθους με τη μέγιστη μετατόπιση της
χορδής από τη θέση ουδέτερης ισορροπίας X = s, U = s, Z = 0.
Από τις εξισώσεις (2.13) και (2.14) έχουμε

∂X

∂s
(s, t) = 1 + ǫ

∂x

∂s
(s, t),

∂Y

∂s
(s, t) = ǫ

∂y

∂s
(s, t),

∂Z

∂s
(s, t) = ǫ

∂z

∂s
(s, t),

έτσι προκύπτει

|∂r
∂s

(s, t)|2 =

(

1 + ǫ
∂x

∂s
(s, t)

)2

+

(

ǫ
∂y

∂s
(s, t)

)2

+

(

ǫ
∂z

∂s
(s, t)

)2

.

Χρησιμοποιώντας το ανάπτυγμα Taylor έχουμε

|∂r
∂s

(s, t)|2 = 1 + ǫ
∂x

∂s
(s, t) +O(ǫ2).
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΄Αρα ισχύει

∂r
∂s (s, t)

|∂r∂s (s, t)|
=

(

1 +O(ǫ2), ǫ
∂y

∂s
(s, t) +O(ǫ2), ǫ

∂z

∂s
(s, t) +O(ǫ2)

)

. (2.15)

Εισάγοντας την (2.15) στην (2.12) και χρησιμοποιώντας τους μετασχηματισμούς
(2.13) και (2.14) παίρνουμε τις ακόλουθες γραμμικοποιημένες εξισώσεις για τις
εγκάρσιες και διαμήκεις ταλαντώσεις,

ρ(s)
∂2x(s, t)

∂t2
= ρ(s)f1(s, t) +

∂T1
∂s

(s, t), s ∈ (0, a), t > 0, (2.16)

ρ(s)
∂2y(s, t)

∂t2
= ρ(s)f2(s, t) + T0

∂2y

∂s2
(s, t), s ∈ (0, a), t > 0, (2.17)

ρ(s)
∂2z(s, t)

∂t2
= ρ(s)f3(s, t) + T0

∂2z

∂s2
(s, t), s ∈ (0, a), t > 0. (2.18)

Οι εξισώσεις που μας ενδιαφέρουν συνήθως είναι αυτές που περιγράφουν τις ε-
γκάρσιες ταλαντώσεις δηλαδή η (2.17) και (2.18). Αυτές οι εξισώσεις είναι του
ίδιου τύπου δηλαδή της λεγόμενης μονοδιάστατης κυματικής εξίσωσης.

∂2u

∂t2
(x, t) =

T0
ρ(x)

∂2u

∂x2
(x, t) + f(x, t), x ∈ (0, a), t > 0. (2.19)

Οι δυνατές συνοριακές συνθήκες που συνοδεύουν το πρόβλημα μπορεί να είναι
οι εξής:
α) Ελεγχόμενα συνοριακά σημεία ή συνοριακές συνθήκες πρώτου είδους ή συνθή-
κες Dirichlet

u(0, t) = h1(t), u(a, t) = h2(t), t > 0.

β) Δεδομένη δύναμη στα συνοριακά σημεία ή συνοριακές συνθήκες δευτέρου εί-
δους ή συνθήκες Neumann

∂u

∂x
(0, t) = f1(t),

∂u

∂x
(a, t) = f2(t), t > 0.

γ) Ελαστική σύνδεση στο σύνορο ή συνοριακές συνθήκες τρίτου είδους ή συνθή-
κες Robin.

∂u

∂x
(0, t)− h

T
u(0, t) = g1(t),

∂u

∂x
(a, t)− h

T
u(0, t) = g2(t), t > 0,

όπου h είναι η σταθερά των ελατηρίων με τα οποία είναι συνδεδεμένα τα άκρα της
χορδής και T η τάση τους.
Επίσης για να έχουμε καλά τοποθετημένο πρόβλημα θα πρέπει να προσδιορί-

σουμε αρχικές συνθήκες ως εξής:

u(x, 0) = f(x),
∂u

∂t
(x, 0) = g(x) x ∈ (0, a).

Η εξίσωση (2.19) απλοποιείται, αν θεωρήσουμε ότι η χορδή αποτελείται από
ομογενές υλικό και ότι ταλαντώνεται χωρίς την επίδραση της βαρύτητας ή άλλων
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εξωτερικών δυνάμεων. Τότε οι εγκάρσιες μετατοπίσεις u(x, t) των σημείων της
χορδής συναρτήσει του χρόνου αποτελούν λύσεις της εξίσωσης

1

c2
∂2u

∂t2
(x, t) =

∂2u

∂x2
(x, t), x ∈ (0, a), t > 0.
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2.4 Ροή υπόγειων υδάτων

2.4.1 Εξισώσεις κίνησης ρευστών

Υποθέτουμε ότι μία περιοχή του τρισδιάστατου χώρου καταλαμβάνεται από ένα
ρευστό (υγρό ή αέριο) σε κίνηση. ΄Εχουμε δύο προσεγγίσεις για να περιγράψουμε
τη κίνηση :

Προσέγγιση Lagrange Προσπαθούμε να προσδιορίσουμε τη θέση (a, b, c, t)
για κάθε χρονική στιγμή t ενός σωματιδίου του ρευστού το οποίο βρίσκεται στο
σημείο (a, b, c) τη χρονική στιγμή t = 0.

Προσέγγιση Euler Προσπαθούμε να προσδιορίσουμε τη ταχύτητα ~v(x, y, z, t),
τη πυκνότητα ρ(x, y, z) και άλλες φυσικές μεταβλητές όπως η πίεση P (x, y, z) για
κάθε χρονική στιγμή t σε κάθε σημείο (x, y, z) στη περιοχή που περιέχεται το
ρευστό.
Υποθέτουμε πάντα ότι η ταχύτητα, η πυκνότητα και η πίεση μεταβάλλονται

ομαλά ως προς κάθε τους μεταβλητή. Θεωρούμε μια κλειστή επιφάνεια S στο
ρευστό που περιέχει ένα χωρίο D. Δηλαδή συγκεντρώνουμε τη προσοχή μας σε
ένα συγκεκριμένο στοιχειώδες χωρίο του ρευστού. Υποθέτουμε επιπλέον ότι δεν
έχουμε πηγές ή διαρροές ρευστού σε κάποιο σημείο. Με βάση αυτές τις υποθέσεις
από το νόμο διατήρησης της μάζας έχουμε ότι ο ρυθμός μεταβολής της μάζας του
ρευστού στο χωρίο D ισούται με το ρυθμό με τον οποίο το ρευστό εισέρχεται στο
D κατά μήκος της S.

v dt

N

θ

S

Σχήμα 2.7: Ροή ρευστού στο σύνορο S
.

΄Εστω dS μία μικρή στοιχειώδη περιοχή στο σημείο Q στην επιφάνεια S. Το
ρευστό που διαπερνά το dS μεταξύ του χρόνου t και t + dt καταλαμβάνει ένα
κύλινδρο βάσης dS και ύψους ~v(Q)dt cos(θ) όπου θ είναι η γωνία των ~v(Q) και
~N(Q), όπου ~N(Q) είναι το κάθετο διάνυσμα στην επιφάνεια S στο σημείο Q με
φορά προς τα έξω.
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Επομένως ο κύλινδρος έχει όγκο

Vc = ~v(Q) ~N(Q)dSdt. (2.20)

Επίσης ο ρυθμός με τον οποίο το ρευστό διαπερνά την επιφάνεια S μας δίνεται
από το επιφανειακό ολοκλήρωμα

∫

S

~v ~NdS =

∫

S

~vdS̃ (2.21)

όπου dS̃ = ~NdS. Η σχέση (2.20) μας δίνει τον όγκο του ρευστού που διαπερνά
το dS. Επομένως η μάζα που διαπερνά το dS μεταξύ του χρόνου t και t+ dt είναι

ρ~v(Q) ~N(Q)dSdt, (2.22)

όπου ρ είναι η πυκνότητα του ρευστού. Επομένως ο ρυθμός με τον οποίο η μάζα
του ρευστού εξέρχεται από το D κατά μήκος της S είναι

∫

S

ρ~v ~NdS.

Ο ρυθμός με τον οποίο η μάζα εισέρχεται στο D θα είναι −
∫

S
ρ~v(Q) ~N(Q)dS, και

άρα εφόσον έχουμε διατήρηση της μάζας από το θεώρημα απόκλισης παίρνουμε

∫

D

∂ρ

∂t
dV = −

∫

S

ρ~v ~Nd = −
∫

D

div(ρ~v)dV,

ή δεδομένου ότι το D είναι ένα τυχαίο υποχωρίο που καταλαμβάνει το ρευστό
έχουμε

∂ρ

∂t
+ div(ρ~v) = 0. (2.23)

Η εξίσωση (2.23) ονομάζεται εξίσωση συνέχειας και είναι ένας νόμος διατήρησης
που αφορά στη κίνηση ενός ρευστού και ισχύει για κάθε περιοχή που καταλαμβάνει
το ρευστό. Για ένα ασυμπίεστο ρευστό (πχ. το νερό είναι τέτοιο) έχουμε ότι η
πυκνότητα δεν μεταβάλλεται, ρ = σταθερά και η εξίσωση συνέχειας γίνεται

div(~v) = 0,

και η ταχύτητα ~v είναι ένα σωληνοειδές διανυσματικό πεδίο.
΄Ενα άλλο στοιχείο που πρέπει να λάβουμε υπόψιν είναι ότι η κίνηση του ρευστού

θα πρέπει να καθορίζεται και από το δεύτερο νόμο του Newton, δηλαδή ο ρυθμός
μεταβολής της ορμής κάθε μέρους του ρευστού είναι ίσος με το άθροισμα των
δυνάμεων που ασκούνται σε αυτό.
΄Εχουμε ότι για κάθε χρονική στιγμή η ορμή είναι

∫

D ρ~vdV και μεταβάλλεται
με ρυθμό

∫

D

∂

∂t
(ρ~v) dV.
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Η μεταβολή της ορμής οφείλεται στους παρακάτω λόγους
α) Στην ορμή κατά μήκους του S,
β) Στη πίεση που ασκείται στο ρευστό στο χωρίο D απο το ρευστό που καταλαμ-
βάνει το εξωτερικό χωρίο από το D,
γ) Στις διάφορες εξωτερικές δυνάμεις όπως πχ. βαρύτητα, ηλεκτρομαγνητικές
δυνάμεις κτλ., που ασκούνται στο D.
α) Η ορμή μεταφέρεται κατά μήκος της επιφάνειας S στο D με ρυθμό

−
∫

S

~v
(

ρ~v ~N
)

dS.

β) Η πίεση του ρευστού στοD ασκείτε στο S στη κατεύθυνση του διανύσματος

− ~N . Επομένως η δύναμη που εξασκείται στο D από το υπόλοιπο ρευστό είναι

−
∫

S

P ~NdS,

όπου P είναι η πίεση.
γ) Οι εξωτερικές δυνάμεις (σε μονάδες δύναμης ανα μονάδα μάζας) θα είναι

∫

D

ρ~FdV

Συνοψίζοντας η εφαρμογή του δεύτερου νόμου του Newton και του θεωρήμα-
τος της απόκλισης, μας δίνει την εξίσωση

∫

D

∂

∂t
(ρ~v) dV = −

∫

S

~v
(

ρ~v ~N
)

dS −
∫

S

P ~NdS +

∫

D

ρ~FdV

=

∫

D

[ρ(~v · ∇)~v + ~vdiv (ρ~v)] dV −
∫

D

∇PdV +

∫

D

ρ~FdV,

ή

∫

D

[

ρ
∂~v

∂t
+ ~v

∂ρ

∂t
+ ~vdiv (ρ~v) + ρ (~v · ∇)~v +∇P − ρ~F

]

dV = 0. (2.24)

Στην εξίσωση (2.24) ο δεύτερος και ο τρίτος όρος του ολοκληρώματος μας
δίνει μηδέν λόγω της εξίσωσης της συνέχειας. Επομένως αφού το χωρίο D είναι
τυχαίο έχουμε

ρ
∂~v

∂t
++ρ (~v · ∇)~v = −∇P + ρ~F. (2.25)

Η εξίσωση (2.25) είναι η εξίσωση κίνησης ρευστού. Η εξίσωση (2.23) και (2.25)
ονομάζονται εξισώσεις Euler
Στη περίπτωση που έχουμε ένα ρευστό με ιξώδες, δηλαδή έχουμε εσωτερική

τριβή ανάμεσα στα μόρια του ρευστού, με μια ανάλογη διαδικασία μπορεί να α-
ποδειχθεί ότι η επιρροή αυτού του φαινομένου στο σύνολο των παραγόντων που
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μεταβάλουν την ορμή του ρευστού μπορεί να αναπαρασταθεί από έναν όρο της
μορφής r∆~v όπου r > 0 είναι μια σταθερά. Σε αυτή τη περίπτωση η εξίσωση
κίνησης του ρευστού γίνεται

ρ
∂~v

∂t
++ρ (~v · ∇)~v − r∆~v = −∇P + ρ~F . (2.26)

Αυτή είναι η εξίσωση Navier - Stokes. Για r → 0 και μαζί με την εξίσωση της
συνέχειας παίρνουμε τις εξισώσεις Euler.
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2.5 Κινητική Χημικών Αντιδράσεων

Η κινητική χημικών αντιδράσεων ακολουθεί τον παρακάτω νόμο που διατυπώθηκε
το 1867 από τους Guldberg και Waage.
Νόμος Δράσης της Μάζας (Law of mass action)Ο ρυθμός μιας χημικής
αντίδρασης είναι ανάλογος με τη συγκέντρωση των αντιδρώντων που λαμβάνουν
μέρος υψωμένη σε δύναμη ίση με τη στοιχειομετρική σταθερά τους.

Παράδειγμα Για τη χημική αντίδραση

aA + bB ⇆ cC + dD

όπουA, B, C, D είναι οι χημικές ενώσεις ή στοιχεία που μετέχουν στην αντίδραση
και a, b, c, d οι στοιχειομετρικές σταθερές τους αντίστοιχα έχουμε ότι ο ρυθμός
της ευθείας αντίδρασης (→) είναι kf [[A]]a [[B]]b, ενώ ο ρυθμός της αντίστροφης
αντίδρασης (←) είναι kr [[C]]c [[D]]d όπου με [[X ]] συμβολίζουμε την συγκέντρωση
του στοιχείου X . Ο συνολικός ρυθμός της αντίδρασης θα είναι

kf [[A]]
a [[B]]b − kr [[C]]c [[D]]d,

όπου kf και kr είναι σταθερές αναλογίας. Σε συνθήκη χημικής ισορροπίας έχουμε
ότι

kf [[A]]
a [[B]]b = kr [[C]]

c [[D]]d,

και η σταθερά ισορροπίας keq είναι

keq =
kf
kr

=
[[A]]a [[B]]b

[[C]]c [[D]]d
.

Παραδείγματα στοιχειωδών χημικών αντιδράσεων είναι τα εξής :
α)

A→ B

Σε αυτή την περίπτωση ένα mole του A κατά την αντίδραση παράγει ένα mole
του B. Ο ρυθμός της αντίδρασης είναι −k[[A]] και η εξίσωση που περιγράφει τη
μεταβολή της συγκέντρωσης του A είναι d[[A]]

dt = −k[[A]] όπου k είναι η σταθερά
της αντίδρασης.
β)

2A→ B

Σε αυτή την περίπτωση δύο mole του A κατά την αντίδραση παράγουν ένα mole
του B. Η εξίσωση που περιγράφει τη μεταβολή της συγκέντρωσης του A είναι
d[[A]]
dt = −k[[A]]2 όπου k είναι η σταθερά της αντίδρασης.
Για την αντίδραση του τύπου

A +B → C

όμοια έχουμε d[[A]]
dt = −k[[A]][[B]].

Αντιδράσεις του τύπου A +B + C → D συμβαίνουν σπάνια και είναι αρκετά
πολύπλοκες όσον αφορά στο μηχανισμό τους.
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Σχέση σταθεράς χημικής αντίδρασης και θερμοκρασίας Οι μο-
νάδες της σταθεράς της χημικής αντίδρασης είναι τέτοιες ώστε τα δύο μέλη της
εξίσωσης να είναι συμβατά όσον αφορά στις μονάδες τους. Για παράδειγμα για την

αντίδραση A → B όπου d[[A]]
dt = −k[[A]] έχουμε [k] = T−1 ενώ για την αντίδραση

d[[A]]
dt = −k[[A]]2 έχουμε [k] = L3M−1T−1.
Επίσης η σταθερά της χημικής αντίδρασης k γενικά εξαρτάται από τη θερμοκρα-

σία. Ο λόγος για αυτό είναι ότι σύμφωνα με τη θεωρία αλλαγής φάσης του Eyring
μια χημική αντίδραση πρέπει να υπερβεί ένα ποσό ενέργειας για να εξελιχθεί.

A+BC

ABC

AB+C

k+ k+

DG

Σχήμα 2.8: Μεταβολή της ενέργειας κατά τη διάρκεια μιας χημικής αντίδρασης.

Τα προϊόντα A + BC έχουν κάποιο ποσό ενέργειας λόγω του χημικού δυνα-
μικού τους για δεδομένη θερμοκρασία και πίεση. Κατά τη διάρκεια μιας χημικής
αντίδρασης έχουμε μια μεταβολή αυτής της εσωτερικής ενέργειας που οδηγεί σε
μια στάσιμη κατάσταση (ασταθής) σχηματίζοντας το σύμπλεγμα ABC+

+ . Κατόπιν
το σύστημα οδηγείται σε μία καινούργια στάσιμη κατάσταση (ευσταθής) δημιουρ-
γώντας τα προϊόντα AB + C. Σχηματικά έχουμε

A+BC → ABC+
+ → AB + C.

Η μεταβολή της ενέργειας από την αρχική στην τελική κατάσταση, ∆E = Eact,
που είναι απαραίτητη για να πραγματοποιηθεί η χημική αντίδραση ονομάζεται ε-
νέργεια ενεργοποίησης της αντίδρασης (Activation Energy) και είναι ίση με τη
μεταβολή της εσωτερικής ενέργειας του συστήματος ∆G ( με ∆G < 0 λόγω
εντροπίας ) που χρειάζεται το σύστημα για το σχηματισμό ευσταθούς προϊόντος.
Ο ρυθμός της χημικής αντίδρασης αυξάνεται με τη θερμοκρασία και σύμφωνα

με το νόμο του Arrhenious έχουμε ότι

k = Ae e
−Eact

RT ,

ή ln( k
A ) = −Eact

RT , όπου
Eact είναι η ενέργεια της αντίδρασης (J mole−1),
T η θερμοκρασία (oK)
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R η παγκόσμια σταθερά αερίων (= 8.314J mole−1 oK−1)
Ae σταθερά αναλογίας.
Για δύο διαφορετικές θερμοκρασίες T1 και T2 έχουμε

k(T1)

k(T2)
= exp

(

E

RT1
− E

RT2

)

ή

k(T1) = k(T2) exp

(

E

RT1T2
(T1 − T2)

)

.

Σε πολλά συστήματα συμβαίνει να έχουμε μεγάλη τιμή για την ενέργεια ενερ-
γοποίησης της αντίδρασης σε σχέση με τις διακυμάνσεις της θερμοκρασίας, ο-
πότε ο λόγος E

RT1T2
παραμένει σχεδόν σταθερός και η παραπάνω σχέση γίνεται

k(T1) = k(T2) θ
(T1−T2), για θ = exp( E

RT1T2
).

Η προσέγγιση Frank - Kamenetskii Η παραπάνω προσέγγιση μπορεί να
περιγραφεί πιο αναλυτικά με τον ακόλουθο τρόπο. Θεωρούμε τον νόμο του Ar-

rhenious, k = Ae e
−Eact

RT , για τον οποίο υποθέτουμε ότι η ενέργεια της αντίδρασης
Eact είναι μεγάλη. ΄Εστω Tc μια χαρακτηριστική τιμή για τη θερμοκρασία της χη-
μικής αντίδρασης (π.χ. αν η χημική αντίδραση λαμβάνει χώρα σε ένα εύρος 100oC
- 200oC θα μπορούσαμε να πάρουμε σαν χαρακτηριστική θερμοκρασία Tc = 100oC
) και ότι Eact

RTc
≫ 1 επειδή Eact ≫ 1. Θέτουμε Eact

RTc
= 1

ǫ με ǫ≪ 1.
Χρησιμοποιούμε το μετασχηματισμό T = Tc(1 + ǫu) όπου u η νέα αδιάστατη

θερμοκρασία. Τότε

−Eact

RT
= − Eact

RTc(1 + ǫu)
= −1

ǫ

1

1 + ǫu
= −1

ǫ

1 + ǫu− ǫu
1 + ǫu

= −1

ǫ

(

1− ǫu

1 + ǫu

)

= −1

ǫ
+

u

1 + ǫu
≃ −1

ǫ
+ u.

΄Αρα τελικά Ae e
−Eact

RT ≃ Aee
− 1

ǫ eu.

Τάξη Αντίδρασης Γενικά για μια αντίδραση της μορφής

aA + bB + cC + . . .→ Προϊόντα

ο ρυθμός της αντίδρασης είναι

k[[A]]a [[B]]b [[C]]c . . .

και η τάξη της αντίδρασης a+ b+ c+ . . ..

Μία αντίδραση της οποίας η εξίσωση είναι της μορφής d[[A]]
dt = −k0, είναι μηδενι-

κής τάξης. Για παράδειγμα ετερογενείς πολύπλοκες αντιδράσεις που συμβαίνουν σε
πολλά βήματα έχουν ρυθμό αυτής της μορφής. Παράδειγμα τέτοιου είδους αντίδρα-
σης έχουμε στη παραγωγή μεθανίου. Εδώ [k0] =ML−3T−1 και [[A]] = [[A0]]+k0t,
για [[A]](0) = A0.
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Η αντίδραση A → B είναι πρώτης τάξης. Εδώ d[[A]]
dt = −k1[[A]], d[[B]]

dt =
−k1[[A]], όπου [k1] = T−1. Λύνοντας τις εξισώσεις αυτές έχουμε [[A]] = [[A0]]e

−k1t,

και d[[B]]
dt = −k1[[A0]]e

−k1t ή [[B]] = [[A0]](1 − e−k1t) όπου η αρχική συγκέντρωση
είναι [[A]](0) = A0.
Παραδείγματα τέτοιων αντιδράσεων βρίσκουμε στην περίπτωση μείωσης ραδιο-

ϊσοτόπων, στη βιομηχανική κατανάλωση οξυγόνου, στην αναπνοή βακτηριδίων,
άλγης κ.τ.λ.
Η αντίδραση A +A → B είναι δεύτερης τάξης. ΄Οσον αφορά στο ρυθμό μετα-

βολής της συγκέντρωσης του A έχουμε d[[A]]
dt = −k2[[A]]2, και [[A]](t) = [[A0]]

[[A0]]k2t+1 .

΄Ομοια η αντίδραση A +B → C είναι δεύτερης τάξης και d[[A]]
dt = −k2[[A]][[B]] και

[[B]] = [[B0]]− το μέρος του B που έχει αντιδράσει = [[B0]] − ([[A0]] − [[A]]). Για
[[B0]] > [[A0]] έχουμε τη λύση της εξίσωσης

ln(
[[A]]

[[B]]
)− ln(

[[A0]]

[[B0]]
) = −k2([[A0]]− [[B0]])t.

Η αντίδραση A + R → 2R η οποία είναι αυτοκαταλυτική παρουσιάζει την ίδια
συμπεριφορά.
Παράδειγμα αντίδρασης δεύτερης τάξης έχουμε στη διαδικασία σχηματισμού

κρυστάλλων, στην κινητική βακτηριδίων κ.τ.λ.
Γενικά σε μία αντίδραση n τάξης για τη συγκέντρωση C του αντιδρώντος

έχουμε
dC

dt
= −kCn.

Η τάξη της αντίδρασης n μπορεί να υπολογιστεί από τη σχέση ln(− dC
dt ) = n ln(C)+

ln(k). Μετρώντας πειραματικά το ρυθμό dC
dt και τη συγκέντρωση C για διάφορες

χρονικές στιγμές έχουμε ότι η τάξη της αντίδρασης είναι ίση με την κλίση της
ευθείας του γραφήματος της ποσότητας ln(− dC

dt ) ως προς ln(C).

ln(K)

ln(-dC/dt)

ln(C)

n

Σχήμα 2.9: Γραφικός υπολογισμός της τάξης n μιας χημικής αντίδρασης.
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Συστήματα Αντιδράσεων Πολλές φορές καλούμαστε να μοντελοποιήσου-
με φαινόμενα που σχετίζονται με συστήματα αντιδράσεων δηλαδή δύο ή περισσότε-
ρες αντιδράσεις λαμβάνουν χώρα ταυτόχρονα. Παραδείγματα τέτοιων αντιδράσεων
είναι :

• A → B → C,

• NH3 −N → NO−
2 −N → NO−

3 −N,

• NH3 +
3

2
O2 → NO−

2 + H+ +H2O

NO−
2 +

1

2
O2 → NO−

3

NH3 + 2O2 → NO−
3 + H+ +H2O.

Για το τελευταίο παράδειγμα θεωρώντας ότι το οξυγόνο μετέχει στην αντί-
δραση πολύ λίγο, με την έννοια ότι βρίσκεται σε αφθονία και η συγκέντρωση του
παραμένει σχεδόν σταθερή κατά τη διάρκεια της αντίδρασης, η συγκέντρωση του
O2 μπορεί να απορροφηθεί στη σταθερά της αντίδρασης. Θέτοντας [[NH3]] = A,
[[NO2]] = B, [[NO3]] έχουμε ότι :

dA

dt
= −k1A

dB

dt
= k1A− k2B

dC

dt
= k2B.

Λύνοντας το παραπάνω σύστημα έχουμε A = A0e
−k1t και dBdt = k1A0e

−k1t−k2B
ή B = B0e

−k2t + e−k2t
∫ t

0 e
k2s(k1A0e

−k1s)ds. Θέτοντας NT = A0 + B0 + C0

έχουμε C = NT −A0e
−k1t −B0e

−k2t − A0k1

k2−K1
(e−k1t − e−k2t).

Αμφίδρομες Αντιδράσεις Μια αμφίδρομη αντίδραση έχει τη μορφή

A ⇆ B.

Σε αυτή την περίπτωση έχουμε το ακόλουθο σύστημα για τις συγκεντρώσεις των
A και B.

d[[A]]

dt
= −k1[[A]] + k2[[B]],

d[[B]]

dt
= k1[[A]]− k2[[B]], .

Επειδή η συνολική συγκέντρωση CT = [[A]] + [[B]] = A0 + B0 για A0 = [[A]](0),
B0 = [[B]](0), δηλαδή η συνολική ποσότητα υλικού στην αντίδραση παραμένει
σταθερή, παίρνουμε

d[[A]]

dt
= −k1[[A]] + k2(CT − [[A]]),
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και άρα

[[A]] = A0e
−(k1+k2)t +

k2CT

k1 + k2
(1− e−(k1+k2)t).

2.5.1 Αντίδραση Michaelis - Menton Κινητική ενζύμων

Η αντίδραση Michaelis - Menton είναι ένα παράδειγμα αντίδρασης που η τάξη της
είναι μεταξύ ένα και δύο. Αυτή η αντίδραση ακολουθεί ένα μηχανισμό δύο βημάτων

E + S
k1

⇄
k2

[ES]
k3−→ E + P,

όπου E είναι το ένζυμο, S είναι το αντιδρών και P είναι το προϊόν. Ο ρόλος
του ενζύμου στη χημική αντίδραση είναι ότι μειώνει την ενέργεια ενεργοποίησης
της αντίδρασης ενώ παράλληλα αυξάνει το ρυθμό της. Πράγματι για ενέργεια
ενεργοποίησης E1 > E2 έχουμε ότι για το ρυθμό της αντίδρασης ισχύει k1 =

Ae−
E1
RT < k2 = Ae−

E2
RT .

Για τη συγκέντρωση της ένωσης ES έχουμε

d[[ES]]

dt
= k1[[E]][[S]]− k2[[ES]]− k3[[ES]],

ενώ για το προϊόν P ισχύει
d[[P ]]

dt
= k3[[ES]].

Η πρώτη αντίδραση

E + S
k1

⇄
k2

[ES],

γίνεται με πολύ πιο γρήγορο ρυθμό σε σχέση με τη δεύτερη

[ES]
k3−→ E + P,

δηλαδή έχουμε k3 ≪ k2, k1 και μπορούμε να θεωρήσουμε ότι η αντίδραση E +
S k2 ⇆

k1 [ES], βρίσκεται σε ισορροπία ενώ εξελίσσεται η δεύτερη. Με βάση αυτή

την υπόθεση μπορούμε θέσουμε d[[ES]]
dt = 0 και παίρνουμε

(k2 + k3)[[ES]] ≃ k2[[ES]] = k1[[E]][[S]],

ή

kM =
k2
k1

=
[[E]][[S]]

[[ES]]
.

Επιπλέον αν ET είναι η συνολική ποσότητα ενζύμου που μετέχει στην αντίδραση
έχουμε ότι ET = E + ES, άρα

[[ES]] =
[[ET ]][[S]]

kM + [[S]]
,
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και
d[[P ]]

dt
= k3

[[ET ]][[S]]

kM + [[S]]
.

Ο όρος [[ET ]] αυξάνει το ρυθμό αντίδρασης και όρος k3[[ET ]] = µmax[[P ]] είναι ο
μέγιστος ρυθμός αύξησης του προϊόντος και η εξίσωση γίνεται

d[[P ]]

dt
= µmax

[[P ]][[S]]

kM + [[S]]
, (2.27)

με [[S]] = S0− [[P ]], όπου S0 είναι η αρχική συγκέντρωση του S. Η εξίσωση (2.27)
μας δίνει τον ρυθμό της αντίδρασης Michaelis - Menton.
Στη περίπτωση όπου [[S]]≪ kM η εξίσωση προσεγγιστικά γίνεται

d[[P ]]

dt
≃ µmax

kM
[[P ]][[S]],

δηλαδή χαρακτηρίζεται απο τη συμπεριφορά μιας αντίδρασης δεύτερης τάξης, ενώ
εάν [[S]]≫ kM έχουμε ότι

d[[P ]]

dt
≃ µmax[[P ]],

δηλαδή χαρακτηρίζεται από τη συμπεριφορά μιας αντίδρασης πρώτης τάξης.
Επιπλέον ο ρυθμός αύξησης της αντίδρασης, µ δίνεται απο τη σχέση

µ =
d[[P ]]
dt

[[P ]]
= µmax

[[S]]

kM + [[S]]
.

[S]

µmax/2

µmax

KM

Σχήμα 2.10: Ρυθμός αύξησης της αντίδρασης Michaelis - Menton.

56



Κεφάλαιο 3

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ
ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ
ΜΟΝΤΕΛΩΝ
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3.1 Μαθηματικά μοντέλα για το φαινόμενο
του θερμοκηπίου

Η δραματική αύξηση του πληθυσμού της Γης αλλά και η αύξηση της κατά κεφαλή
κατανάλωσης πόρων ειδικά στις βιομηχανοποιημένες κοινωνίες έχει άμεσες επι-
πτώσεις στο περιβάλλον. Η πιο σημαντική ίσως είναι αυτή που έχει να κάνει με
την αλλαγή του κλίματος της Γης. Η απελευθέρωση μεγάλων ποσοτήτων αερίων
CO2, CH4, N2O κτλ. στην ατμόσφαιρα λόγω ανθρώπινων δραστηριοτήτων (πχ.
εξατμίσεις, λιπάσματα κτλ.) προκαλεί μεταβολή της θερμοχωρητικότητας της ατμό-
σφαιρας (εγκλωβίζεται θερμότητα) πράγμα που έχει σαν αναμενόμενο αποτέλεσμα
την αύξηση της μέσης θερμοκρασίας της Γης. Αυτό το φαινόμενο ονομάζεται φαι-
νόμενο του θερμοκηπίου μια και ανάλογος είναι και ο μηχανισμός θέρμανσης ενός
θερμοκηπίου.
Για να κατασκευάσουμε ένα μοντέλο για το φαινόμενο αυτό θα πρέπει πρώτα

να κατανοήσουμε πως μπορούμε να φτιάξουμε ένα μοντέλο για τις φυσιολογικές
μεταβολές της θερμοκρασίας της Γης.

3.1.1 Θερμοκρασιακές μεταβολές της Γής

Η Γη θερμαίνεται από την ακτινοβολία του Ηλίου. Αυτή απορροφάται κατά 30%
από τα σύννεφα, 25% από την ατμόσφαιρα και το υπόλοιπο 45% απορροφάται ή
αντανακλάται από τη βλάστηση, το έδαφος ή τους ωκεανούς.
Σε κάθε μέσο η εισροή θερμότητας προκαλεί μεταβολή της θερμοκρασίας του

μέσου που οδηγεί σε ανταλλαγή (εκροή) θερμότητας μέσω ακτινοβολίας ή επαφής
με άλλα σώματα ή το διάστημα. Επιπλέον, αφού σε διαφορετικά σώματα - συ-
νιστώσες της Γης (έδαφος, ατμόσφαιρα κτλ.) έχουμε διαφορετική επίδραση της
εισροής θερμότητας από τον ΄Ηλιο, έχουμε και διαφοροποίηση στην μεταφορά ε-
νέργειας στις διάφορες συνιστώσες της Γης (πχ. ανταλλαγή θερμότητας ανάμεσα
στο έδαφος και την ατμόσφαιρα).
Μεταβολές επίσης παρατηρούνται μεταξύ τροπικών και πολικών περιοχών ή

σε σχέση με τη χρονική διάρκεια μίας ημέρας ή ενός έτους. Αυτό που κατά βά-
ση πρέπει να προσδιορίσουμε είναι ποιό ῾῾κομμάτι᾿᾿ της Γης και της ατμόσφαιρας
συνεισφέρει στην ανταλλαγή θερμότητας με τον ΄Ηλιο.
Γενικά μια μικρή αλλαγή στη θερμοχωρητικότητα της Γης θα προκαλέσει μικρές

αλλαγές στη θερμοκρασία της Γης αυτές όμως μπορεί να είναι σημαντικές για τη
ζωή στη Γη. Επίσης βασικό στοιχείο της διαδικασίας είναι η χρονική κλίμακα στην
οποία έχουμε αγωγή θερμότητας σε ένα σώμα όπως η Γη.
Εάν για τη Γη θεωρήσουμε σαν χαρακτηριστικό συντελεστή θερμικής αγω-

γιμότητας αυτόν του γρανίτη, k η χρονική κλίμακα για τη διάχυση θερμότητας

στη Γη είναι R2

k ∼ 94 · 106 χρόνια, όπου R η ακτίνα της Γης. Αυτό μας λέει ότι
πολύ λίγο της Γης επηρεάζεται από αλλαγές στην εισροή θερμότητας στη διάρκεια
μίας ημέρας, έτους ή της περιόδου για την οποία το φαινόμενο του θερμοκηπίου
υφίσταται δηλαδή περίπου για 50 χρόνια. Θέλουμε να δούμε οι αλλαγές θερμο-
κρασίας στην επιφάνεια της Γης μέχρι ποιό βάθος προκαλούν αισθητές μεταβολές.
Περιμένουμε αυτό το βάθος να είναι της τάξης του

√
kt, όπου για t ∼ 50 χρόνια,
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έχουμε
√
kt ∼ 41.5m.

3.1.2 Προσωρινές μεταβολές

Αρχικά θα εξετάσουμε την επίδραση των ταλαντώσεων της θερμικής εισροής στο
έδαφος της Γης στη διάρκεια μίας ημέρας ή ενός έτους. Η θερμική εισροή στην
επιφάνεια της Γης φ θεωρούμε ότι μπορεί να εκφραστεί σαν μία σειρά Fourier

φ(0, t) = Tyear cos(ωyeart) + Tday cos(ωdayt) + . . . .

Για λόγους απλοποίησης θα θεωρήσουμε ότι φ(0, t) = q cos(ωt). ΄Εχουμε ότι η
θερμοκρασία T = T (x, t), όπου t ο χρόνος και x το βάθος από την επιφάνεια της
Γης ικανοποιεί την εξίσωση

Tt = kTxx.

Επίσης η συνοριακή συνθήκη για x = 0 θα έχει τη μορφή

−KTx(0, t) = q cos(ωt),

και 0 < x <∞, t > 0 ενώ για x→∞ θέλουμε T (x, t)→ 0.

T       0,    x         0

T   = k Tt xx

−KT (0,t)=q cos(   t)φ (0,  )=t ϖ,

x

Σχήμα 3.1: Σχηματική αναπαράσταση του μοντέλου
.

Λόγω της μορφής της συνοριακής συνθήκης θα αναζητήσουμε λύσεις της μορ-
φής

T (x, t) = ℜ{F (x)eiωt}.
Αντικαθιστώντας την έκφραση ℜ{F (x)eiωt} στην εξίσωση της θερμότητας έχουμε

iωF (x) = kF ′′(x), (3.1)

ενώ η συνοριακή συνθήκη έχει τη μορφή

−KF ′(0)eiωt = qeiωt,
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ή
−KF (0) = q.

Η λύση της εξίσωσης (3.1) είναι

F (x) = C1e
−(i+1)

√
ω
2k x + C2e

(i+1)
√

ω
2kx.

Απο τη συνθήκη T (x, t)→ 0, για x→∞ έχουμε F (x)→ 0, για x→∞ και άρα
C2 = 0. Επίσης απο τη συνθήκη F ′(0) = − q

K παίρνουμε

C1 =
q

K
√

ω
2k

1

1 + i
=

q√
Kωρc

(√
2

2
(i− i)

)

=
q√
Kωρc

[

cos
(

−π
4

)

+ i sin
(

−π
4

)]

=
q√
Kωρc

e−iπ4 .

Τελικά όσων αφορά την F (x) έχουμε

F (x) =
q√
Kωρc

e−(i+1)
√

ω
2kx−iπ4 ,

και

T (x, t) =
q√
Kωρc

e−(i+1)
√

ω
2k x ei(ωt−π

4 ),

ενώ

T (0, t) =
q√
Kωρc

ei(ωt−π
4 ).

Συμπεράσματα Το πλάτος των ταλαντώσεων T̂ της θερμοκρασίας για x = 0
είναι T̂ (0, t) = q√

Kωρc
. Επίσης δεν έχουμε μεταφορά θερμότητας σε μεγάλο βάθος

γιατί οι ταλαντώσεις φθίνουν εκθετικά με ρυθμό e−
√

ω
2k x. Η θερμοκρασία για

x = 0 έχει διαφορά φάσης με τη ροή στο x = 0 κατά το 1
8 της περιόδου. Αν

η θερμοκρασία γίνεται μέγιστη το μεσημέρι η μέγιστη θερμοκρασία του εδάφους
εντοπίζεται 3 ώρες αργότερα. Για ετήσιες μεταβολές η καθυστέρηση είναι της
τάξης των 6−7 εβδομάδων. Επίσης εάν αυξάνεται το ω έχουμε μείωση του πλάτους
T̂ (0, t). ΄Ετσι από τη σχέση

ωday

ωyear
= 365 έχουμε T̂year =

√
365T̂day ≃ 20T̂day.

΄Αρα T̂day ≪ T̂year και σε σχέση με το φαινόμενο του θερμοκηπίου οι μεταβολές
στη χρονική διάρκεια μιας ημέρας δεν παίζουν μεγάλο ρόλο.
΄Οσων αφορά το βάθος της επίδρασης των επιφανειακών μεταβολών πρέπει το

x να είναι τέτοιο ώστε ο όρος exp
(√

− ω
2kx
)

να είναι αμελητέος. ΄Ενα τέτοιο

μήκος είναι lω = 5
√

2k
ω . Για k = 10−6 w2

sec (συντελεστής θερμικής διάχυσης

του γρανίτη) το βάθος επίδρασης είναι lω ∼ 0.8m για τη χρονική διάρκεια μιας
ημέρας ενώ lω ∼ 16m για τη χρονική διάρκεια ενός έτους. Βλέπουμε ότι μόνο
16m βάθους παίζουν ρόλο στην ανταλλαγή θερμότητας του εδάφους με τον ΄Ηλιο.
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Η ανάλογη ποσότητα για τους ωκεανούς είναι l ∼ 1.8m για τη διάρκεια ενός
χρόνου. Αν και παρόλα αυτά για τη διάχυση θερμότητας στους ωκεανούς πρέπει
να συνυπολογίσουμε και άλλους παράγοντες πχ. θαλάσσια ρεύματα κτλ. αυτή η
τιμή είναι ενδεικτική.
Ο όρος

exp

(

i

(

ωt− π

4
−
√

ω

2k
x

))

συνδέεται με τη ταλάντωση και υποδεικνύει ότι το φαινόμενο που μελετάμε χαρα-
κτηρίζεται από ένα θερμικό κύμα ταχύτητας

√
2kω.

Για αυξανόμενη συχνότητα ω το πλάτος T̂ (0, t) μειώνεται κατά 1√
ω
και άρα οι

ταλαντώσεις με μεγαλύτερη συχνότητα αποσβένονται πιο γρήγορα από αυτές με
χαμηλή συχνότητα. Η Γη ενεργεί σαν φυσικό φίλτρο μεταφέροντας υψηλότερες
συχνότητες σε ανώτερα στρώματα. Μετρώντας τη θερμοκρασία της Γης σε βάθος
έχουμε πληροφορίες για χαμηλές συχνότητες όπως για παράδειγμα ταλαντώσεις
που οφείλονται σε ηλιακές κηλίδες, φαινομένου με περίοδο 11-14 χρόνια περίπου.

3.1.3 Χωρικές μεταβολές

Θα εξετάσουμε πως μεταβάλλεται το προηγούμενο μοντέλο αν θεωρήσουμε χωρική
διακύμανση στην εισροή θερμοκρασίας. ΄Εστω ότι q = sin(µy)eiωt = φ(0, y, t) ενώ
T = T (x, y, t).

T   = k (T     + T    )t xx

x

q= sin(   y) e          =    (0,y,t)µ ωi    t φ

y

yy

Σχήμα 3.2: Σχηματική αναπαράσταση του μοντέλου
.

Για την εξίσωση
Tt = k(Txx + Tyy),

αναζητούμε λύσεις της μορφής

T (x, y, t) = T̃ (x) sin(µy)eiωt,

και παίρνουμε

T̃ ′′ − [µ2 +
iω

k
]T̃ = 0. (3.2)
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Βλέπουμε ότι ο όρος ω
k που έχει διαστάσεις L

−2 αντιστοιχεί σε ένα μήκος που
σχετίζεται με τις μεταβολές θερμότητας στο βάθος του εδάφους, lω. Ο όρος
µ2, (όμοια [µ2] = L−2) σχετίζεται με τις διακυμάνσεις της θερμοκρασίας στο
γεωγραφικό πλάτος της Γής, lh.
΄Εχουμε ότι lω ∼ 16m όπως υπολογίσαμε στην πιο απλή εκδοχή του μοντέλου

και για να δούμε τις αισθητές μεταβολές κατά πλάτος στην επιφάνεια της Γης η
απόσταση πρέπει να είναι lh > 500Km, άρα µ2 ≪ ω

k . Επειδή η λύση της εξίσωσης
(3.2) είναι της μορφής

T̃ = Ce
−
√

(µ2+iω
k )x ≃ Ce−

√
iω
k
x,

προσεγγιστικά έχουμε την ίδια μορφή λύσης που παίρνουμε αν δεν θεωρήσουμε
χωρικές μεταβολές, δηλαδή όταν T = T (x, t).
Το συμπέρασμα είναι ότι η θεώρηση θερμικών μεταβολών όσων αφορά το γε-

ωγραφικό πλάτος της Γης δεν παίζει σημαντικό ρόλο στην ανταλλαγή θερμότητας
Γης Ηλίου. Επομένως μπορούμε να θεωρήσουμε τη Γη σαν ένα θερμικά λεπτό
σώμα.
Παρόμοια συμπεράσματα προκύπτουν αν λάβουμε υπόψιν τη καμπυλότητα της

Γης, μεταβολές όσων αφορά το γεωγραφικό πλάτος κτλ.

3.1.4 Θερμικές μεταβολές λόγω του φαινομένου του
θερμοκηπίου

Γνωρίζοντας την επίδραση της περιοδικής θέρμανσης στη Γή θέλουμε να δούμε πως
μια αλλαγή στη μέση εισροή θερμότητας επιδρά στην επιφανειακή θερμοκρασία της
Γης.
Λόγω των αερίων του θερμοκηπίου έχουμε επιπλέον θερμότητα που συσσωρεύ-

εται στην ατμόσφαιρα. Θεωρούμε λοιπόν μια αλλαγή, αύξηση στη θερμική εισροή
από Q σε Q+q. Το μοντέλο που θα αναλύσουμε είναι σχετικά απλό και δίνει μόνο
μια ένδειξη για την αντίδραση της Γης σε μια τέτοιου είδους μεταβολή. Θεωρούμε
τη Γή σαν ένα αγώγιμο στερεό. ΄Ενα πιο ρεαλιστικό μοντέλο θα θεωρούσε τη Γη
σαν ένα ομοιογενές ρευστό στρώμα που οι θερμικές ιδιότητες του είναι η μέση
τιμή αυτών του εδάφους, της ατμόσφαιρας, των ωκεανών κτλ.
Σε κατάσταση ισορροπίας η εισροή θερμότηταςQ εξισορροπείται από την εκροή

θερμότητας κατα τη διάρκεια της νύχτας. Σε αυτή τη περίπτωση ισχύει ο νόμος
του Stefan για την ακτινοβολία

Q = σT 4
0 ,

όπου Q είναι η θερμότητα του σώματος T0 η θερμοκρασία του και σ σταθερά.
Εάν αυτή η ισορροπία διαταραχθεί και η εισροή θερμότητας γίνει Q+q απο την

αρχή διατήρησης της ενέργειας παίρνουμε

φ(0, t) = −kTx(0, t) = Q+ q − σ (T0 + T (0, t))
4
,

δηλαδή η επιφανειακή θερμοκρασία μεταβάλλεται και από T0 αυξάνεται (για q > 0)
σταδιακά κατά T (0, t) με τέτοιο τρόπο ώστε το σύστημα να επανέλθει σε κατά-

σταση ισορροπίας, δηλαδή ωστε να ισχύει Q+q = σ (T0 + T (0, t))
4 ή Tx(0, t) = 0.
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Q
To To

4σ

Σχήμα 3.3: Εισροή και εκκροή θερμότητας στην επιφάνεια της Γής.

Θα υποθέσουμε, και αυτό είναι ρεαλιστικό, ότι η αλλαγή στην εισροή θερμό-
τητας είναι σχετικά μικρή, δηλαδή ότι q

Q ≪ 1 και κατά συνέπεια περιμένουμε να

έχουμε T (0,t)
T0
≪ 1.

΄Εχουμε ότι

−kTx(0, t) = Q+ q − σ (T0 + T (0, t))
4
= Q+ q − σT 4

0

(

1 +
T (0, t)

T0

)4

= Q+ q − σT 4
0

(

1 + 4
T (0, t)

T0
+ 12

(

T (0, t)

T0

)2

+ . . .

)

.

Κρατώντας τους όρους κυρίαρχης τάξης στη παραπάνω σχέση και δεδομένου ότι
Q = σT 4

0 , παίρνουμε

−kTx(0, t) = Q+ q − σT 4
0 − 4

T (0, t)

T0
+ . . .

= q − 4σT 4
0

T (0, t)

T0
. . . .

= 4
Q

T0

(

qT0
4Q
− T (0, t)

)

.

Οπότε τελικά έχουμε τη σχέση

−kTx(0, t) = 4
Q

T0

(

qT0
4Q
− T (0, t)

)

,

ή για β = 4Q
T0
και Teql =

T0q
4Q έχουμε

−kTx(0, t) = β (Teql − T (0, t)) . (3.3)

Η σχέση (3.3) είναι ο νόμος ψύξης του Newton. Η θερμοκρασία T (0, t) θα αυξά-
νεται μέχρι να γίνει ίση με Teql δηλαδή τη θερμοκρασία του σώματος στη καινούρια
κατάσταση ισορροπίας.
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Το ζητούμενο είναι ο χρόνος που χρειάζεται η επιφανειακή θερμοκρασία της
Γης για να πάρει τη τιμή T0 + Teql. Για T0 = 290oK, q

Q = 4% έχουμε μια αύξηση

στη μέση θερμοκρασία της Γης Teql =
T0

4
q
Q ≃ 2.9oK. Για να προσδιορίσουμε τη

χρονική κλίμακα στην οποία θα γίνει αυτή η αλλαγή χρησιμοποιούμε το ακόλουθο
αποτέλεσμα. Συγκεκριμένα θεωρούμε το ίδιο μοντέλο που κατασκευάσαμε για
να μελετήσουμε τις προσωρινές θερμοκρασιακές μεταβολές της Γης, δηλαδή Tt =
kTxx, 0 < x < ∞, limx→∞ T (x, t) = 0, αλλά με συνοριακή συνθήκη για x = 0
−kTx(0, t) = Q′. Σε αυτή τη περίπτωση μπορεί να δειχθεί ότι η θερμοκρασία για
x = 0 ικανοποιεί την εξίσωση :

T (0, t) = 2µ

∫ t

0

Q′
√
t− t′

dt′, (3.4)

με µ = 1
2
√
πρcK

. ΄Αρα για Q′ = β (Teql − T (0, t)) έχουμε

T (0, t) = 2µβ

∫ t

0

Teql − T (0, t′)√
t− t′

dt′. (3.5)

Αυτή είναι μια ολοκληρωτική εξίσωση Voltera με άγνωστο τη συνάρτηση T (0, t).
Υπάρχει θεώρημα που μας εξασφαλίζει την ύπαρξη και τη μοναδικότητα της λύσης
για την εξίσωση (3.5).
Επίσης η μέθοδος αυτή με την οποία ένα πρόβλημα μερικών διαφορικών εξισώ-

σεων μετασχηματίζεται σε μια ολοκληρωτική εξίσωση στο σύνορο (μειώνοντας τη
διάσταση του προβλήματος κατα ένα και απλοποιώντας το πρόβλημα) ονομάζεται
Boundary integral method.
Η κλίμακα χρόνου που χρειάζεται η T (0, t) για να γίνει ίση με την Teql μπορεί

να προσδιοριστεί απο την εξίσωση (3.5). Για να το κάνουμε αυτό εφαρμόζουμε
την αλλαγή κλίμακας θ = T

Teql
, τ = t

t0
, όπου το t0 είναι η χρονική κλίμακα που

θέλουμε να προσδιορίσουμε. Η εξίσωση (3.5) ως προς τις καινούριες μεταβλητές
παίρνει τη μορφή

θ(0, τ) = 2
µβ√
t0

∫ τ

0

1− θ(0, τ ′)√
τ − τ ′

dτ ′. (3.6)

΄Αρα μια χρονική κλίμακα τέτοια ώστε να ανταποκρίνεται σε αισθητές μεταβολές
της θ(0, τ) στην εξίσωση (3.6) πρέπει να ικανοποιεί τη σχέση 2 µβ√

t0
= 1 ή t0 =

4πρcK√
t0

= πk
β2 = π

k (
k
β )

2. Για t0 = 290oK, q
Q = 4%, Teql = 2.9oK και ότι k =

0.34kw/(m2/sec), (ο ρυθμός με τον οποίο η θερμότητα διαπερνά τα σύννεφα)
έχουμε t0 ∼ 11 ημέρες.
Πιο ακριβή μοντέλα που λαμβάνουν υπόψιν τη θερμοχωρητικότητα της ατμό-

σφαιρας κτλ. δίνουν t0 ∼ 1 χρόνο.
Ακόμα πιο πολύπλοκα και ακριβή μοντέλα δείχνουν ότι αυτός ο χαρακτηρι-

στικός χρόνος είναι ακόμα πιο μεγάλος και ότι η επίδραση από το φαινόμενο του
θερμοκηπίου δεν έχει γίνει αισθητή ακόμα.
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3.1.5 Θεμελιώδης λύση για τη εξίσωση της θερμότη-
τας

Θεωρούμε ανά πεπερασμένο ποσό θερμότητας ανά μοναδιαία επιφάνεια το οποίο
στιγμιαία μεταφέρεται σε μια επίπεδη επιφάνεια ενός αγώγιμου υλικού. Η βασική
ιδέα είναι ότι αν προσδιορίσουμε τη κατανομή της θερμοκρασίας λόγω στιγμιαίας
εισροής θερμότητας σε ένα σημείο του χώρου μπορούμε να υπολογίσουμε τη κατα-
νομή της θερμοκρασίας λόγω οποιασδήποτε εισροής θερμότητας σε κάποιο σημείο
σε οποιοδήποτε χρόνο απλά προσθέτοντας τις συνεισφορές από τέτοιες πηγές στο
χώρο και το χρόνο.
Θεωρούμε ότι έχουμε τη θερμική πηγή στο σημείο x = 0, t = 0 ποσότητας Q

ανά μονάδα επιφανείας. Αν T (x, t) είναι η θερμοκρασία, αυτή ικανοποιεί το εξής
πρόβλημα

Tt(x, t) = kTxx, −∞ < x <∞, t > 0,

T (x, 0) = 0, x 6= 0,

lim
x→±∞

T (x, t) = 0,
∫ ∞

−∞
T (x, t)dx = Q′ =

Q

ρc
.

Τ=0 Τ=0

x x
Εισροη  : θερµοτητα /επιφανεια

Q

Σχήμα 3.4: Σημιακή εισροή θερμότητας
.

Οι παράμετροι του προβλήματος είναι οι ποσότητες x, t, k, Q′ και T άρα η λύση
θα είναι της μορφής T = T (x, t, k,Q′). Χρησιμοποιώντας διαστατική ανάλυση

μπορούμε να καταλήξουμε στο συμπέρασμα ότι T = Q′
√
kt
U(ξ), με ξ = x√

kt
. Αυτό

το αποτέλεσμα μας δείχνει οτι ένας μετασχηματισμός κατάλληλος για το πρόβλημα
είναι ο εξής (T, x, t)→ (U, ξ, t). ΄Ετσι μπορούμε να πάρουμε ένα πρόβλημα ως προς
τη U = U(ξ) δηλαδή μια συνήθη διαφορική εξίσωση αντί μιας μερικής διαφορικής.
Η μεταβλητή ξ = x√

kt
ονομάζεται μεταβλητή ομοιότητας (similarity variable) και η

αντίστοιχη λύση ομοιότητας (similarity solution), επειδή ομοιότητα της λύσης για
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διάφορες χρονικές στιγμές. Αν πχ. T0 η θερμοκρασία για x = x0, t = t0 δηλαδή
ξ0 = x0√

kt0
τότε για t = 4t0, x = 2x0 έχουμε ξ =

x√
kt

= ξ0 και T (2x0, 4t0) =
T0

2 .

Αυτός ο μετασχηματισμός μπορεί να προσδιοριστεί και αν αναζητήσουμε ένα
μετασχηματισμό που αφήνει την εξίσωση αναλλοίωτη. Συγκεκριμένα αν T̄ (x̄, t̄) =
γT (x, t), x̄ = αx, t̄ = βt έχουμε

T̄t(x̄, t̄) = k
α2

β
T̄x̄x̄, −∞ < x̄ <∞, t̄ > 0, (3.7)

T̄ (x̄, 0) = 0, x̄ 6= 0,

lim
x̄→±∞

T̄ (x̄, t̄) = 0,
∫ ∞

−∞
T̄ (x̄, t̄)dx̄ = αγQ′.

Για να παραμείνει αναλλοίωτη η εξίσωση πρέπει T̄ = 1√
β
, x̄ =

√
βx, t̄ = βt,

επειδή θέλουμε α2 = β και αγ = 1. ΄Αρα β = ( x̄x)
2 = t̄

t = ( T̄T )
−2. Επομένως

καταλήγουμε πάλι στο συμπέρασμα ότι T (x, t) = 1√
t
F ( x√

t
).

Θέτοντας ξ = x√
kt
έχουμε

Tt(x, t) =

(

∂

∂t
+
∂ξ(x, t)

∂t

∂

∂ξ

)(

Q′
√
kt
U(ξ)

)

,

ή

Tt(x, t) = −
Q′

2t
√
kt

(U(ξ) + ξU ′(ξ)) .

΄Ομοια

Txx(x, t) =
Q′

(kt)
3
2

U ′′(ξ).

Αντικαθιστώντας στην εξίσωση έχουμε

U ′′(ξ) +
ξ

2
U ′(ξ) +

1

2
= 0,

ενώ
∫ ∞

−∞
U(ξ)dξ = 1, lim

ξ→±∞
U(ξ) = 0.

Επίσης λόγω συμμετρίας ως προς τον άξονα x = 0 το πρόβλημα μπορεί να απλο-
ποιηθεί

U ′′(ξ) +
ξ

2
U ′(ξ) +

1

2
U(ξ) = 0, (3.8)

∫ ∞

0

U(ξ)dξ =
1

2
, U ′(0) = 0, lim

ξ→∞
U(ξ) = 0.

Οι δύο γραμμικά ανεξάρτητες λύσεις της εξίσωσης είναι

U1(ξ) = C1e
− ξ2

4 , U2(ξ) = C2e
− ξ2

4

∫ ξ

0

e
y2

4 dy.
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Επειδή U ′
2(ξ) 6= 0 συμπεραίνουμε ότι

U(ξ) = Ce−
ξ2

4 .

Επίσης απο τη συνθήκη
∫∞
0 U(ξ)dξ = 1

2 παίρνουμε C = 1
2
√
π
, και τελικά

U(ξ) =
e−

ξ2

4

2
√
π
,

ή

T (x, t) =
Q′

2
√
πkt

e−
x2

4kt .

Επιπλέον

T (0, t) =
Q′

2
√
πkt

.

Συμβολίζουμε τη κατανομή θερμοκρασίας λόγω εισροής θερμότητας, μοναδιαί-
ας ανα μονάδα επιφάνειας για x = 0, t = 0 ώς εξής

G(x, t) =

{

0, t < 0,

µ e−
x2

4kt√
t

t > 0,

όπου µ = 1
2ρc

√
πk

= 1
2
√
πρcK

, για k = K
ρc .

Επειδή η εξίσωση της θερμότητας είναι αναλλοίωτη στην αλλαγή της αρχής
(t = 0, x = 0) για x = 0 λόγω εισροής θερμότητας ανά μοναδιαία επιφάνεια,
η κατανομή θερμοκρασίας που οφείλεται σε ένα ποσό θερμότητας q(t′)dt′ ανά
μοναδιαία επιφάνεια σε ένα στοιχειώδες χρονικό διάστημα (t′, t′ + dt′) στο x = 0
δίνεται από τη σχέση

dT (0, t) = [q(t′)dt′]G(0, t− t′),
ή

dT (0, t) =

{

0, t < t′,

µ q(t′)dt′√
t−t′

t > t′,

Για διαδοχικές εισροές ποσών θερμότητας έχουμε

T (0, t) = µ

∫ t

0

q(t′)√
t− t′

dt′,

και

T (x, t) = µ

∫ t

0

q(t′)e
− x2

4k(t−t′)

√
t− t′

dt′.

Αν θέλουμε να μελετήσουμε το ίδιο πρόβλημα για x > 0 μπορούμε να χρησιμο-
ποιήσουμε τη συμμετρία του προβλήματος. Η συνάρτηση G(x, t) είναι συμμετρική
ως προς το x = 0. Θεωρούμε ότι 2G(x, t) είναι η κατανομή θερμοκρασίας σε ένα
μονωμένο στο x = 0 διάστημα [0,∞), λόγω μοναδιαίας εισροής θερμότητας ανά
μονάδα επιφάνειας για t = 0. ΄Αρα για x = 0

T (0, t) = 2µ

∫ t

0

q(t′)√
t− t′

dt′.
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Παρατήρηση Η λύση ομοιότητας για την εξίσωση (3.7) μπορεί να βρεθεί και
ως εξής :
Αναζητούμε λύσεις της μορφής T = tbU(ξ) όπου ξ = x

ta , όπου τα a, b θα
προσδιοριστούν. Αντικαθιστώντας στην (3.7) παίρνουμε

btb−1U(ξ) + tb(−axt−a)U ′(ξ) = ktb−2aU ′′(ξ),

ή

tb−1 (bU(ξ)− aξU ′(ξ)) = ktb−2aU ′′(ξ),

ή τελικά

t2a−1 (bU(ξ)− aξU ′(ξ)) = kU ′′(ξ).

Σε αυτή την εξίσωση δεν θέλουμε εξάρτηση από το t επομένως επιλέγουμε a = 1
2

και T = tbU( x√
t
), ενώ η εξίσωση γίνεται

kU ′′(ξ) +
1

2
ξU ′(ξ) − bU(ξ) = 0.

Επίσης θέλουμε
∫∞
−∞ T (x, t)dx = Q′ ή

∫ ∞

−∞
tb
√
tU(

x√
t
)dξ = Q′,

για dx =
√
tdξ. ΄Ομοια με πριν δε θέλουμε να έχουμε εξάρτηση απο το x και

το t και πρέπει να επιλέξουμε b = − 1
2 και τελικά T (x, t) = 1√

t
U( x√

t
), οπότε

καταλήγουμε πάλι στην εξίσωση (3.8).
Η μέθοδος αυτή μπορεί να χρησιμοποιηθεί γενικά για την εύρεση λύσης ομοιό-

τητας σε μερικές διαφορικές εξισώσεις, αν το πρόβλημα επιδέχεται τέτοια λύση.
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3.2 Διασπορά Καπνού από Ψηλή Καμινάδα

Θεωρούμε ότι έχουμε μια ψηλή καμινάδα εργοστασίου από την οποία έχουμε συ-
νεχόμενη εκροή καπνού στην ατμόσφαιρα. Η ταχύτητα του αέρα είναι u στην
κατεύθυνση του x-άξονα, αν θεωρήσουμε ένα σύστημα συντεταγμένων για το
οποίο η καμινάδα βρίσκεται στον άξονα των z με τη βάση της στο σημείο (0, 0, 0).

z=0 xx=0

u

d>>h

yh

z

z=d

Σχήμα 3.5: Σχηματική αναπαράσταση ροής καπνού από ψηλή καμινάδα.

Θέλουμε να έχουμε μια εκτίμηση για τη συγκέντρωση καπνού κοντά στο έ-
δαφος και σε μεγάλη απόσταση από την καμινάδα. Θέτοντας συντεταγμένες σε
σχέση με τον αέρα (δηλαδή τέτοιες ώστε ο παρατηρητής να ακολουθεί τη κίνηση
του αέρα) μπορούμε να πάρουμε την εξίσωση της διάχυσης για τη συγκέντρωση
του καπνού c = c(x, y, z),

∂c

∂t
= v∆c,

όπου v ο συντελεστής διάχυσης της συγκέντρωσης ([v] = L2/T ). Εάν θέσουμε
(πιο σωστά) τις συντεταγμένες σε σχέση με το έδαφος, δηλαδή παίρνοντας σαν
αρχή, x = 0 τη βάση της καμινάδας έχουμε την εξίσωση μεταφοράς διάχυσης

∂c

∂t
+ u

∂c

∂x
= v∆c,

όπου u η ταχύτητα του αέρα ([u] = L/T ). Ο όρος u ∂c
∂x μοντελοποιεί τη μεταφορά

υλικού λόγω της κίνησης του αέρα.
Επειδή η ροή από τη καμινάδα είναι σταθερή μας ενδιαφέρει η στάσιμη λύση

του προβλήματος. Για ∂c
∂t = 0 μετά την πάροδο μεγάλου χρονικού διαστήματος

από την αρχή λειτουργίας της καμινάδας, η εξίσωση γίνεται

u
∂c

∂x
= v

(

∂2c

∂x2
+
∂2c

∂y2
+
∂2c

∂z2

)

.

Για να απλοποιήσουμε το πρόβλημα ολοκληρώνουμε ως προς y για να πάρουμε ένα
πρόβλημα για τη συγκέντρωση του καπνού στην κατεύθυνση x και z. ΄Εχουμε
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c̄(x, z) =
∫∞
−∞ c(x, y, z)dy με c → 0, ∂c

∂y → 0 για y → ±∞ και η εξίσωση για τη
ποσότητα c̄ γίνεται

u
∂c̄

∂x
= v

(

∂2c̄

∂x2
+
∂2c̄

∂z2

)

.

Το πρόβλημα μπορεί να απλοποιηθεί περισσότερο επειδή ενδιαφερόμαστε για με-
γάλες αποστάσεις από την καμινάδα δηλαδή για x = O(L) ή μεγαλύτερο όπου
L ≫ h, και h το ύψος της καμινάδας. ΄Ετσι με κατάλληλη αλλαγή κλίμακας,
x = Lx̄, z = hz̄ έχουμε

u

L

∂c̄

∂x̄
=

v

h2

(

∂2c̄

∂x̄2
+
∂2c̄

∂z̄2

)

.

Επιπλέον για h
L ≪ 1 μπορούμε να απαλείψουμε τον όρο ∂2c̄

∂x̄2 . Το πρόβλημα σε
διαστατική μορφή γίνεται

u
∂c̄

∂x
= v

∂2c̄

∂z2
, (3.9)

δηλαδή έχουμε τη μονοδιάστατη εξίσωση της θερμότητας.
΄Οσον αφορά τις συνοριακές συνθήκες έχουμε τα εξής :

Για τα ανώτερα στρώματα της ατμόσφαιρας (σε ύψος d) όπου d≫ h είναι λογικό
να θεωρήσουμε ότι δεν έχουμε ροή καπνού και ∂c̄

∂z = 0 για z = d ή ∂c̄
∂z → 0 για

z →∞. Στο έδαφος επίσης δεν μπορούμε να έχουμε ροή καπνού άρα ∂c̄
∂z = 0 για

z = 0. ΄Οσον αφορά τη συνθήκη για x = 0, την οποία χρειαζόμαστε επειδή έχουμε
παραβολική εξίσωση, έχουμε ότι η καμινάδα συμπεριφέρεται σαν πηγή καπνού με
τον καπνό να εισέρχεται στην ατμόσφαιρα με σταθερή ροή Q στο σημείο (x, z) =
(0, h).

Q(z)

Q

z=h z

Σχήμα 3.6: Αρχική συνθήκη για την εξίσωση (3.9).

Χρειαζόμαστε μια συνάρτηση που να έχει μοναδιαία τιμή στο σημείο z = h
πάνω στην ευθεία x = 0 ενώ παντού αλλού πάνω στην ευθεία είναι μηδέν. Αυτό
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μπορούμε να το εκφράσουμε χρησιμοποιώντας τη συνάρτηση δ(z), δηλαδή τη συ-
νάρτηση δέλτα ή συνάρτηση Dirac. Η συνάρτηση δέλτα έχει τις εξής ιδιότητες.
i) δ(z) = 0 για z 6= 0,
ii)
∫ a

−a δ(z)f(z)dz = f(0) για κάθε ομαλή συνάρτηση f(z).
Μπορούμε δηλαδή να περιγράψουμε τη συνάρτηση δέλτα σαν μία αιχμή με μονα-
διαία επιφάνεια στο z = 0. Θέτουμε λοιπόν σαν ‘αρχική συνθήκη’ στο x = 0,
c̄(0, z) = Q

u δ(z − h).
Απλοποιούμε περαιτέρω το πρόβλημα κανονικοποιώντας τις μεταβλητές ως εξής

: z = hẑ, x = uh2

v x̂, και c̄ =
Q
uh ĉ, και το πρόβλημα γίνεται

u ∂ĉ
∂x̂ = ∂2 ĉ

∂ẑ2 , (3.10)
∂c̄
∂ẑ = 0, για ẑ = 0, ∂c̄

∂ẑ → 0, για ẑ →∞, (3.11)

ĉ = δ(ẑ − 1) για x̂ = 0. (3.12)

Σε αυτό το σημείο πρέπει να επισημάνουμε ότι για να είναι ρεαλιστική η παραπάνω
τροποποίηση του προβλήματος η χαρακτηριστική κλίμακα του x πρέπει να είναι

πολύ μεγαλύτερη από αυτή του z, δηλαδή χρειαζόμαστε uh2

v ≫ h ή hu≫ v.
Αυτό το πρόβλημα μπορούμε να το λύσουμε χρησιμοποιώντας τη θεμελιώδη

λύση της εξίσωσης της θερμότητας. Για το πρόβλημα

u∂u
∂t = ∂2u

∂x2 ,
∂u
∂x → 0, για x→ ±∞,
u = δ(x) για t̂ = 0.

η λύση είναι u = 1√
4πt

e−
x2

4t .

Για το πρόβλημα (3.10-3.12) χρησιμοποιούμε τη θεμελιώδη λύση με σημειακή

πηγή στο z = 1, δηλαδή g(x̂, ẑ) = 1√
4πx̂

e−
(ẑ−1)2

4x̂ .

0 zz=1

g(x,z)

Σχήμα 3.7: Θεμελιώδης λύση στο ẑ = 1.

Για να ικανοποιείται η συνοριακή συνθήκη για z = 0 πρέπει ∂ĉ
∂ẑ = 0 άρα για

να βρούμε τη λύση του προβλήματος πρέπει να αφαιρέσουμε ποσότητα ίση με τη
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συνεισφορά της g στο z = 0 για να πάρουμε μια λύση που ικανοποιεί τις συνοριακές
συνθήκες. Αυτό επιτυγχάνεται θεωρώντας μια εικονική συνεισφορά από μια πηγή

στο z = −1 η οποία θα έχει την μορφή 1√
4πx̂

e−
(ẑ+1)2

4x̂ . ΄Αρα η λύση έχει τη μορφή

ĉ =
1√
4πx̂

e−
(ẑ−1)2

4x̂ +
a√
4πx̂

e−
(ẑ+1)2

4x̂ ,

όπου a είναι μια σταθερά που μπορεί να προσδιοριστεί έτσι ώστε να ικανοποιούνται
οι συνοριακές συνθήκες. Πιο συγκεκριμένα έχουμε

∂ĉ

∂ẑ
=

1√
4πx̂

(

−(−1)e
− 1

4x̂

2x̂
− ae

− 1
4x̂

2x̂

)

= 0,

για ẑ = 0 άρα πρέπει a = 1. Επομένως η λύση του προβλήματος (3.10) είναι

ĉ =
1√
4πx̂

(

e−
(ẑ−1)2

4x̂ + e−
(ẑ+1)2

4x̂

)

.

Από τη μορφή της λύσης του προβλήματος βλέπουμε ότι η συγκέντρωση του
καπνού είναι πυκνότερη στο έδαφος, για z = 0 έχουμε τη μέγιστη τιμή με ĉ(x̂, 0) =

1√
πx̂
e−

1
4x̂ . Το ίδιο συμβαίνει για x̂ = 1

2 δηλαδή σε απόσταση από τη καμινάδα

x = h2u
2v .

72



3.3 Διάχυση μόλυνσης σε μια λίμνη

Θεωρούμε μια λίμνη με μακρόστενη μορφολογία η οποία είναι μολυσμένη από κά-
ποια χημική ουσία. Επίσης υποθέτουμε ότι η μολυσματική ουσία αρχικά είναι
ομοιόμορφα κατανεμημένη δηλαδή η συγκέντρωση της μόλυνσης είναι παντού C0.
Η λίμνη μπορεί να αυτοκαθαριστεί συνδέοντας το ένα άκρο της με ένα ρεύμα κα-
θαρού νερού έτσι ώστε η μία άκρη να έχει συγκέντρωση μολυσματικής ουσίας
σταθερή και ίση με μηδέν.
Θεωρούμε επίσης ότι η μολυσματική ουσία διαχέεται στον όγκο της λίμνης και

αν C είναι η συγκέντρωση της έχουμε την εξίσωση

Ct = v∆C,

όπου v είναι ο συντελεστής διάχυσης.
Από την υπόθεση ότι η λίμνη έχει μακρόστενη μορφολογία μπορούμε να απλο-

ποιήσουμε το πρόβλημα θεωρώντας το μονοδιάστατο, δηλαδή ότι C = C(x), για
0 < x < ∞ αν θεωρήσουμε ότι στα σημεία x = 0 και x = ∞ βρίσκονται τα δύο
άκρα της λίμνης η οποία έχει πολύ μεγάλο μήκος.

x=0

Σχήμα 3.8: Λίμνη με μακρόστενη μορφολογία
.

Το πρόβλημα λοιπόν παίρνει τη μορφή

Ct(x, t) = vCxx(x, t), 0 < x <∞, t > 0, (3.13)

C(0, t) = 0, limx→∞ C(x, t) = 0, t > 0,

C(x, 0) = C0, 0 < x <∞.

Για το πρόβλημα αυτό θα αναζητήσουμε λύση ομοιότητας. Μια τέτοια λύση είναι
συχνά χρήσιμη γιατί μας δίνει μια έκφραση της άγνωστης συνάρτησης σε κλει-
στή μορφή όταν δεν προσδιορίζονται από το πρόβλημα συγκεκριμένες χωρικές η
χρονικές κλίμακες. Αυτές θα μπορούσαν να μας δώσουν εν δυνάμει κάποια μικρή
παράμετρο έτσι ώστε να πάρουμε κάποιο ανάπτυγμα διαταραχής.
Επίσης μία τέτοια λύση μπορεί να χρησιμοποιηθεί για δοκιμή σε αριθμητικές

μεθόδους επειδή συχνά μπορούν να δώσουν τη τοπική συμπεριφορά μίας λύσης
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όπως για παράδειγμα για μικρούς χρόνους και αποστάσεις σε σχέση με τα μεγέθη
του προβλήματος (εδώ 0 < x < ∞). Με αυτόν το τρόπο παίρνουμε μια ένδειξη
για την αξία του μοντέλου.
Θεωρούμε ότι η λύση έχει τη μορφή C = tbf(ξ) όπου ξ = x

ta είναι η μεταβλητή
ομοιότητας. Η εξίσωση (3.13) γίνεται

btb−1f(ξ) + tb(−axt−a−1)f ′(ξ) = tb−1 (bf(ξ)− aξf ′(ξ)) = vtb−2af ′′(ξ),

ή

t2a−1 (bf(ξ)− aξf ′(ξ)) = vf ′′(ξ).

Για να απαλείψουμε τον χρόνο χρειαζόμαστε a = 1
2 . Επομένως C = tbf( x√

t
) και

η εξίσωση παίρνει τη μορφή

vf ′′(ξ) +
1

2
ξf ′(ξ)− bf(ξ) = 0.

Ο προσδιορισμός του b μπορεί να γίνει από την αρχική συνθήκη. Αυτή υποδει-
κνύει ότι για t→ 0 πρέπει να έχουμε C → C0 ή εναλλακτικά ότι η συνάρτηση f(ξ)
πρέπει να έχει τη μορφή κάποιας δύναμης του ξ καθώς t → 0 για να αποφύγουμε
την εξάρτηση από τα x και t. Επομένως θεωρούμε ότι f(ξ) ∼ cξγ για κάποια
σταθερά c. Τότε

C = tbcxγt−
γ
2 = cxγtb−2γ .

Επομένως για να αποφύγουμε τα όρια C → 0 και C → ∞ για t → 0 πρέπει να
έχουμε b = γ

2 . ΄Αρα C(x, 0) = C0 = cxγ και αυτή η σχέση ισχύει μόνο για γ = 0
άρα τελικά και b = 0.
Η εξίσωση τώρα έχει τη μορφή

vf ′′(ξ) +
1

2
ξf ′(ξ) = 0.

Ολοκληρώνοντας παίρνουμε

f ′(ξ) = Ae−
ξ2

4v ,

και

f(ξ) = A

∫ x√
t

0

e−
s2

4v ds+B,

Χρησιμοποιούμε τη συνοριακή συνθήκη στο x = 0 για να προσδιορίσουμε το B
και έχουμε ότι για x = 0 πρέπει C(0, t) = 0 = B. Επομένως

C = 2
√
vA

∫ x

2
√

vt

0

e−η2

dη =
√
vπAerf(

x

2
√
vt
)

Η συνάρτηση erf , (error function) ορίζεται απο τη σχέση

erf(z) =
2√
π

∫ z

0

e−η2

dη,
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και έχει τις ιδιότητες erf(0) = 0 και limz→∞ erf(z) = 1.
Από την αρχική συνθήκη C(x, 0) = C0 =

√
vπA παίρνουμε A = C0√

vπ
, επομέ-

νως η μορφή της λύσης γίνεται

C(x, t) = C0erf

(

x

2
√
vπ

)

.

Για x√
vt
≫ 1 έχουμε C ≃ C0 ενώ Cx ≪ 1. Δηλαδή για μικρό χρονικό διάστημα

δεν βλέπουμε την επίδραση της συνοριακής συνθήκη για x ≫ 1 και το μοντέλο

δίνει μια επαρκή προσέγγιση για t≪ L2

v όπου L μια αρκετά μεγάλη απόσταση απο
το σημείο x = 0.
Για να πάρουμε το 1

20 της αρχικής μόλυνσης σε κάποιο σημείο της λίμνης
x = x0 πρέπει να έχουμε

C

C0
=

1

20
= erf

(

x

2
√
vπ

)

ή
∫ x

2
√

vt

0

e−η2

dη ≃
√
π

40
≃ 0.045,

γιατί για x
2
√
vt
≪ 1 έχουμε ότι

∫ x

2
√

vt

0

e−η2

dη ≃ x

2
√
vt
.

Συνεπώς, δεδομένου ότι μια χαρακτηριστική τιμή για τη σταθερά διάχυσης για μια

μολυσματική ουσία είναι v = 10−2 miles
year , παίρνουμε vt =

x2

(0.009)2 ≃ 120x2.

Αυτό σημαίνει ότι για να αυτοκαθαριστεί η λίμνη ένα μίλι μακριά από το σημείο
x = 0 χρειάζονται 1010 χρόνια. Το συμπέρασμα είναι ότι η διάχυση είναι ανεπαρ-
κής μηχανισμός από μόνος του για να καθαριστεί έστω και μία μικρή λίμνη. Η
απομάκρυνση της μολυσματικής ουσίας με κάποιο τρόπο είναι απαραίτητη.

75



3.4 Η εξίσωση πορώδους υλικού

Θεωρούμε ότι έχουμε ένα ισότροπο υλικό, πορώδες και τη ροή μέσα σε αυτό να
καθορίζεται απο το νόμο του Darcy. Με κατάλληλη κανονικοποίηση έχουμε

~v = −∇P,

όπου
~v : το διάνυσμα της ταχύτητας ([~v] = LT−1 ),
P : πίεση ([P ] =MT−2L−1).
Η εξίσωση της συνέχειας στη προκειμένη περίπτωση είναι

∂ρ

∂t
= ∇ · (ρ∇P ) ,

όπου
ρ : η πυκνότητα ([ρ] =ML−3 ), η οποία δεν είναι σταθερή ως προς το χρόνο.
Σε περίπτωση που έχουμε ισόθερμη μεταβολή της ροής, δηλαδή έχουμε αργή

ροή, ισχύει ότι η πίεση είναι ανάλογη της πυκνότητας, P ∝ ρ ενώ για αδιαβατική
μεταβολή, σε περίπτωση που η θερμική αγωγιμότητα δεν είναι μεγάλη, έχουμε ότι
η πίεση είναι ανάλογη μίας δύναμης της πυκνότητας δηλαδή P ∝ ργ , με γ > 1.
Στη περίπτωση αδιαβατικής μεταβολής η εξίσωση της συνέχειας παίρνει τη

μορφή
∂ρ

∂t
= ∇ · (ρm∇ρ) ,

για m > 0, m = γ > 1 ή m = 1 ανάλογα με τη περίπτωση, έχουμε

∂ρ

∂t
= ρm∇2ρ+mρm−1

∣

∣∇ρ
∣

∣

2
,

ή χρησιμοποιώντας τη πίεση P για εξαρτημένη μεταβλητή

∂P

∂t
= P∇2P +

1

m

∣

∣∇P
∣

∣

2
.

Στις παραπάνω εξισώσεις για τη πίεση ή τη πυκνότητα, για να έχουν φυσικό νόημα
αυτές, μας ενδιαφέρουν μόνο θετικές λύσεις, δηλαδή θέλουμε P > 0 και ρ > 0.
Επιπλέον οι εξισώσεις αυτές είναι παραβολικού τύπου και επιδέχονται τις ανάλογες
συνοριακές και αρχικές συνθήκες.
Εάν θεωρήσουμε τη περίπτωση που έχουμε ένα μονοδιάστατο χωρίο η εξίσωση

για την πυκνότητα γίνεται

∂ρ

∂t
=

∂

∂x

(

ρm
∂ρ

∂x

)

.

Η εξίσωση αυτή επιδέχεται λύσης συγκεκριμένης μορφής. Αυτές ονομάζονται
λύσεις του οδεύοντος κύματος, (travelling wave solutions) και έχουν τη μορφή
ρ = ρ(x − ct), όπου c σταθερά και z = x − ct η νέα ανεξάρτητη μεταβλητή. Για
ρ = ρ(z) η εξίσωση γίνεται

d

dz

(

ρm
dρ

dz

)

+ c
dρ

dz
.
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για ′ = d
dz και ολοκληρώνοντας έχουμε

ρmρ′ + cρ = C,

όπου C κάποια σταθερά. Θέλουμε να έχουμε θετικές λύσεις, ρ > 0 για z < 0 και
ρ = 0 για z ≥ 0. Από το νόμο διατήρησης, δηλαδή ότι η ροή είναι ίση με −ρm∇ρ,
έχουμε ότι η ποσότητα ρmρ′ είναι συνεχής και ρmρ′ = 0 για z = 0.
Η γραφική παράσταση της λύσης θα έχει τη μορφή μίας καμπύλης η οποία είναι

κοίλη για m > 1, κυρτή για m < 1 και είναι μια ευθεία για m = 1.

z                z=0 z                z=0 z                z=0

m>1 m=1 m<1
ρ ρ ρ

Σχήμα 3.9: Μορφές της ρ για διάφορες τιμές του m.
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3.5 Μαθηματικό Μοντέλο για τη Διαδικασία
Παραγωγής Χάλυβα

΄Ενας τρόπος παραγωγής λεπτών φύλλων χάλυβα είναι χύνοντας λιωμένο χάλυβα
στην επιφάνεια ενός χάλκινου κυλίνδρου που περιστρέφεται οριζόντια και ο οποίος
ψύχεται εσωτερικά από νερό το οποίο ανακυκλώνεται. ΄Ενα ερώτημα που προκύπτει
για αυτό τον τρόπο παραγωγής είναι για παράδειγμα τι μέγεθος πρέπει να έχει ο
κύλινδρος. Απο τη μια μεγάλοι κύλινδροι είναι δύσκολοι στην κατασκευή τους,
αλλά από την άλλη ο κύλινδρος πρέπει να είναι αρκετά μεγάλος έτσι, ώστε ο
χάλυβας να ψύχεται στην επιφάνεια του κατά τη διάρκεια της περιστροφής του.
Επίσης ο κύλινδρος πρέπει να παραμένει σε αρκετά κρύα κατάσταση, δηλαδή στη
διάρκεια μιας περιστροφής η θερμότητα από το χάλυβα πρέπει να μεταφέρεται στο
νερό, στο εσωτερικό του κυλίνδρου, αλλιώς υπάρχει κίνδυνος να υπερθερμανθεί ο
κύλινδρος.
Ο στόχος είναι να κατασκευάσουμε ένα μαθηματικό μοντέλο έτσι, ώστε να

μπορέσουμε να προσδιορίσουμε τα μεγέθη που χαρακτηρίζουν τη διαδικασία και πιο
συγκεκριμένα να βρούμε μια εκτίμηση για το μήκος της ζώνης που καταλαμβάνει ο
ρευστός χάλυβας πάνω στον κύλινδρο. Αυτό το χαρακτηριστικό είναι πολύ βασικό
για την κατασκευή του όλου μηχανισμού. ΄Οσο μικρότερη είναι αυτή η ζώνη τόσο
μικρότερη χρειάζεται να είναι και η διάμετρος του κυλίνδρου και άρα και το κόστος
κατασκευής.
Θα μελετήσουμε τη διαδικασία ψύξης του χάλυβα όταν αυτός έρχεται σε επαφή

με το χάλκινο κύλινδρο. Θεωρούμε ότι το τμήμα του κυλίνδρου που έρχεται σε
επαφή με το χάλυβα έχει θερμοκρασία Tc. Επίσης, επειδή ο λιωμένος χάλυβας
έρχεται σε επαφή με μικρό τμήμα της επιφάνειας του κυλίνδρου, θεωρούμε ότι
αυτή είναι επίπεδη. ΄Εστω ότι η ταχύτητα του κυλίνδρου είναι σταθερή και ίση με
U και ότι ο χάλυβας χύνεται με τέτοιο τρόπο έτσι, ώστε να ακολουθεί την κίνηση
του κυλίνδρου. Για ένα σύστημα συντεταγμένων το οποίο κινείται με τον κύλινδρο

Σχήμα 3.10: Σχηματική αναπαράσταση της διαδικασίας παραγωγής χάλυβα

x′, z′ η εξίσωση της θερμότητας είναι

Tt = ks(Tx′x′ + Tz′z′),

για την κατανομή θερμοκρασίας στο φύλλο χάλυβα και άρα για ένα σταθερό σύ-
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στημα συντεταγμένων (x, z) με x = x′ + Ut, z = z′ η εξίσωση γίνεται

Tt + UTx = ks(Txx + Tzz).

Μετά την αρχή της διαδικασίας η κατανομή της θερμοκρασίας παραμένει σταθερή
σε σχέση με το χρόνο και άρα μας ενδιαφέρει η στάσιμη λύση. Επίσης υποθέτουμε
ότι ο συντελεστής θερμικής διάχυσης και η πυκνότητα έχουν την ίδια τιμή για το
ρευστό και το στερεό χάλυβα.
Εάν hs είναι το πάχος του φύλλου χάλυβα και ls το μήκος του χάλυβα που είναι

λιωμένος έχουμε hs

ls
≪ 1. ΄Αρα ο όρος Txx

Tzz
είναι τάξης (hs

ls
)2 ≪ 1 και μπορούμε

να θεωρήσουμε ότι

UTx = ksTzz.

Οι δύο όροι της εξίσωσης ισορροπούν αν θέσουμε για κλίμακα μήκους xc =
Uh2

s

ks

το οποίο μας δίνει ls ∼ Uh2
s

ks
. Για ks = 5 · 10−6w2/s, U = 1m/s, h = 0.01m

έχουμε ότι ls = 20m. ΄Αρα hs

ls
∼ 1.5 · 10−6 άρα η παραπάνω προσέγγιση ότι

Txx ≫ Tzz, είναι ορθή.
΄Ενα βασικό χαρακτηριστικό της διαδικασίας είναι ότι κατά τη διάρκεια στερε-

οποίησης του χάλυβα απελευθερώνεται λανθάνουσα θερμότητα και αυτό επηρεάζει
τη διαδικασία. Θεωρούμε ότι η θερμοκρασία τήξης είναι σταθερή και ίση με Tm.
Επίσης ο λιωμένος από το στερεοποιημένο χάλυβα διαχωρίζονται από μια επιφάνεια
η οποία βρίσκεται στη θέση z = Z(x). Σε ένα χρονικό διάστημα [t, t + δt] ένας
στοιχειώδης όγκος του υλικού κινείται από τη θέση x στη θέση x+ Uδt. Καθώς
αυτός λιώνει η αλλαγή θέσης της διεπιφάνειας θα είναι Z(x + Uδt) − Z(x) και ο
ρυθμός απελευθέρωσης ενέργειας από αυτόν τον κινούμενο όγκο θα είναι

ρsLU
dZ

dx
,

ανά μονάδα επιφάνειας. L είναι η λανθάνουσα θερμότητα (σε J/kg). Η απελευθέ-
ρωση αυτής της ενέργειας γίνεται στη διεπιφάνεια στερεού και ρευστού και η αρχή
διατήρησης της ενέργειας υποδεικνύει ότι θα έχουμε μια μεταβολή στη θερμική
ροή κατά μήκος της επιφάνειας η οποία είναι

ks [Tz(x, Z(x)−)− Tz(x, Z(x)+)] = ρsLU
dZ

dx
. (3.14)

Επίσης στη διεπιφάνεια η θερμοκρασία είναι ίση με τη θερμοκρασία τήξης δηλαδή

T (x, Z(x)) = Tm. (3.15)

Συνοψίζοντας οι εξισώσεις που μοντελοποιούν το φαινόμενο είναι

UTx = ksTzz, hs > z > 0, (3.16)

για το ρευστό και το στερεό όπου hs είναι το πάχος του φύλλου χάλυβα και

UTx = ksTzz, 0 > z > −hc, (3.17)
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Σχήμα 3.11: Σχηματική αναπαράσταση του μαθηματικού μοντέλου

όπου hc είναι το πάχος του περιστρεφόμενου κυλίνδρου. Επίσης, όσον αφορά στις
συνοριακές συνθήκες, για z = hs και z = hc, δεν έχουμε ροή θερμότητας στην
πάνω επιφάνεια του χάλυβα και στην κάτω επιφάνεια του χάλκινου κυλίνδρου άρα

Tz(x, hs) = 0, Tz(x, hc) = 0. (3.18)

Στην ενδιάμεση επιφάνεια η θερμοκρασία πρέπει να είναι συνεχής. ΄Εστω Td(x)
η θερμοκρασία στην επιφάνεια του κυλίνδρου. Οι ‘αρχικές συνθήκεσ’, δηλαδή οι
συνθήκες για x = 0, προκειμένου να οριστεί καλά το πρόβλημα είναι

T (0, z) = Ts, 0 < z < hs (3.19)

T (0, z) = Tc, −hc < z < 0, (3.20)

όπου Ts, Tz θεωρούνται δοσμένα. Επίσης από την αρχή διατήρησης της θερμότητας
για τη ροή από το χάλυβα στον κύλινδρο έχουμε

ksTz(x, 0
−) = kcTz(x, 0

+). (3.21)

Το σύστημα των εξισώσεων (3.14-3.21 ) μας δίνουν ένα πρόβλημα με κινούμενο
σύνορο για το οποίο αποδεικνύεται ότι υπάρχει μοναδική λύση.
Προκειμένου να απλοποιήσουμε το πρόβλημα πρέπει να το κανονικοποιήσουμε.

Η θερμοκρασία μεταβάλλεται μεταξύ του Tc και Ts άρα μπορούμε να χρησιμοποιή-
σουμε για αδιάστατη θερμοκρασία τη μεταβλητή θ, τέτοια ώστε T = Tc+(Ts−Tc)θ.
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Επίσης για τη θερμοκρασία τήξης έχουμε θm = Tm−Tc

Ts−Tc
. Για το x χαρακτηριστική

κλίμακα είναι το hs ενώ για το z η
Uh2

s

ks
.

Πρέπει να τονίσουμε ότι το πρόβλημα στη συγκεκριμένη μορφή του δεν μπορεί
να λυθεί αναλυτικά πλήρως χωρίς περαιτέρω απλοποιήσεις. Μια παραδοχή που
μπορούμε να κάνουμε έτσι, ώστε να μπορούμε να βρούμε αναλυτική λύση και να
πάρουμε μια ιδέα για τη λύση του προβλήματος και για το μήκος της ζώνης που
καταλαμβάνει ο ρευστός χάλυβας πάνω στον κύλινδρο, είναι να θεωρήσουμε ότι οι
ζώνες χαλκού και χάλυβα επεκτείνονται μέχρι το άπειρο. Μια τέτοια παραδοχή, αν
και φαίνεται μη ρεαλιστική, στην πράξη μας επιτρέπει να βρούμε αναλυτικές λύσεις
(λύσεις ομοιότητας) οι οποίες δίνουν μια πολύ καλή προσέγγιση του φαινομένου
κοντά στα x = 0 και z = 0. Σε αυτή την περίπτωση οι μόνες κλίμακες μήκους
του προβλήματος είναι το x και το z, άρα εφαρμόζοντας διαστατική ανάλυση μπο-
ρούμε να διαπιστώσουμε ότι υπάρχει λύση ομοιότητας θ(η) με η = z

ds(x)
, όπου

ds(x) =
√

ksx
U . ΄Ομοια παίρνουμε και Z(x) = Ads(x) = A

√

ksx
U . Η επιφανειακή

θερμοκρασία του κυλίνδρου δεν μπορεί να εξαρτάται από το x και θ(η)η=0 = θd
για θd σταθερά. Επομένως οι εξισώσεις για το χάλυβα στη στερεά και ρευστή
ζώνη γίνονται

θ′′ = −1

2
ηθ′, η > 0,

θ′′ = −1

2
ληθ′, η < 0,

όπου λ = ks

kc
. ΄Οσον αφορά στις συνοριακές συνθήκες παίρνουμε

θ → 1, για η →∞,
θ → 0, για η → −∞,

και θ = θd για η = 0 στην επιφάνεια του κυλίνδρου, ενώ θ = θm για η = A στη
διεπιφάνεια ρευστού και στερεού χάλυβα.
Λύνοντας τις εξισώσεις έχουμε για τη περιοχή του ρευστού, η > A

θ = 1− (1− θm)
erfc(η2 )

erfc(A2 )
,

ενώ για τη περιοχή του στερεού A > η > 0 έχουμε

θ = θd + (θm − θd)
erfc(η2 )

erfc(A2 )
.

Στην περιοχή του χαλκού, η < 0

θ = θd

(

1 + erf(
√
λ
η

2
)
)

= θderfc(−
√
λ
η

2
).

Οι σταθερές A και θd μπορούν να καθοριστούν από τις υπόλοιπες συνθήκες του
προβλήματος. Από τη συνθήκη στη διεπιφάνεια έχουμε θη(0+) = µθη(0

−) για
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µ = kc

ks
ή A = 2v[θη(A

−) − θη(A
+)] όπου ks = Ks

ρscs
, Ks η σταθερά θερμική

αγωγιμότητας, cs η θερμοχωρητικότητα και v = cs(Ts−Tc)
L . Αντικαθιστώντας στη

λύση έχουμε
Tm

1 + µ
√
λerf(A2 )

,

ενώ

A = v

(

θm − θd
erf(A2 )

− 1− θm
erfc(A2 )

)

erf ′(
A

2
).

Απαλείφοντας το θd τελικά παίρνουμε

A = v

(

γθm

1 + γerf(A2 )
− 1− θm
erfc(A2 )

)

erf ′(
A

2
),

όπου γ = µ
√
λ. Η παραπάνω μη γραμμική εξίσωση για το A μπορεί να λύθεί

αριθμητικά.
Τελικά σύμφωνα με αυτό το μοντέλο το μέτωπο στερεοποίησης συναντά την

επιφάνεια του χάλυβα στη θέση Z(x) = hs, άρα το μήκος για τον οποίο ο χάλυβας
παραμένει ρευστός πάνω στον κύλινδρο είναι ls =

Uhs

A2ks
.
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