ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4
ΠΙΘΑΝΟΓΕΝΝΗΤΡΙΕΣ, ΡΟΠΟΓΕΝΝΗΤΡΙΕΣ ΚΑΙ ΧΑΡΑΚΤΗΡΙΣΤΙΚΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ
4.0 Εισαγωγή

Σ’ αυτό το κεφάλαιο θα δούμε ότι οι ροπές μιας τυχαίας μεταβλητής 
[image: image1.wmf]X

 μπορούν να υπολογιστούν με τη βοήθεια κατάλληλων συναρτήσεων. Αυτές οι συναρτήσεις είναι οι πιθανογεννήτριες, οι ροπογεννήτριες και οι χαρακτηριστικές συναρτήσεις. Θα παρουσιάσουμε τον τρόπο με τον οποίο αυτές οι συναρτήσεις χρησιμοποιούνται για τον υπολογισμό των ροπών μιας τυχαίας μεταβλητής 
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4.1 Πιθανογεννήτριες 

Έστω 
[image: image3.wmf]X

 μία διακριτή τυχαία μεταβλητή η οποία παίρνει μη-αρνητικές ακέραιες τιμές. Δίνουμε τον ακόλουθο ορισμό.

Ορισμός (Πιθανογεννήτρια). Η πιθανογεννήτρια (probability generating function) 
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 (ή 
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 μιας τυχαίας μεταβλητής 
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 ορίζεται ως εξής: 
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 είναι η συνάρτηση πιθανότητας της 
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 Επομένως η πιθανογεννήτρια συγκλίνει πάντοτε και μάλιστα απόλυτα στο διάστημα 
[image: image12.wmf]].
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 Μπορούμε να παραγωγίσουμε την πιθανογεννήτρια  οσεσδήποτε φορές παραγωγίζοντας τη δυναμοσειρά όρο προς όρο. 
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[image: image13.wmf]å

¥

=

-

=

1

1

'

)

(

)

(

x

x

X

X

t

x

xf

t

h

 και 
[image: image14.wmf]å

¥

=

-

-

=

2

2

'

'

,

)

(

)

1

(

)

(

x

x

X

X

t

x

f

x

x

t

h

 
[image: image15.wmf].

1

1

£

£

-

t

 

Θέτοντας 
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Επομένως, η μέση τιμή και η διασπορά της 
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 προσδιορίζονται από την πιθανογεννήτρια 
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 Η ποσότητα 
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 Ανάλογοι τύποι που χρησιμοποιούν παραγώγους ανώτερης τάξεως της 
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 Μπορούμε να υπολογίσουμε την παραγοντική ροπή 
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 από την πιθανογεννήτρια της, 
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Ισχύει ότι: 
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    (4.1) 

Στη δεύτερη ισότητα υποθέτουμε ότι η εναλλαγή των 
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 είναι εν γένει επιτρεπτή.

Επομένως, ισχύει ότι: 
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[image: image35.wmf].
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Για 
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 η σχέση (4.1) γράφεται ως εξής: 
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 Το δεξιό μέλος της τελευταίας ισότητας καλείται παραγοντική ροπή 
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τάξεως της τυχαίας μεταβλητής 
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 Αν 
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 είναι η πιθανογεννήτρια μίας διακριτής τυχαίας μεταβλητής 
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 τότε η συνάρτηση πιθανότητας της 
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 θα δίνεται από τον τύπο: 
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[image: image44.wmf].
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 Από το τελευταίο αποτέλεσμα προκύπτει ότι η πιθανογεννήτρια καθορίζει μονοσήμαντα τη συνάρτηση πιθανότητας της τυχαίας μεταβλητής από την οποία προέρχεται. Η επόμενη πρόταση είναι πολύ σημαντική και παρατίθεται χωρίς απόδειξη.
Πρόταση 4.1 Η πιθανογεννήτρια μιας διακριτής τυχαίας μεταβλητής προσδιορίζει μονοσήμαντα την κατανομή της, δηλαδή αν 
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 είναι δύο διακριτές τυχαίες μεταβλητές με πιθανογεννήτριες 
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 έχουν την ίδια κατανομή.

Έστω 
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 μία διακριτή τυχαία μεταβλητή με πιθανογεννήτρια 
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Παράδειγμα 1 Μία διακριτή τυχαία μεταβλητή έχει σ.π. 
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(α) Να βρεθεί η τιμή της σταθεράς 
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(β) Να υπολογιστεί η πιθανογεννήτρια 
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(γ) Να βρεθεί η μέση τιμή και η παραγοντική ροπή δευτέρας τάξεως 
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(δ) Να βρεθεί η διακύμανση της 
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Λύση. (α) Από τη συνθήκη 
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(β) Διαδοχικά έχουμε 
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(γ) Παραγωγίζοντας τη συνάρτηση 
[image: image69.wmf])
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Επομένως, 
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[image: image73.wmf].
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(δ) Έχουμε 
[image: image74.wmf].

961

1122

))

(

(

)

(

)]

1

(

[

))

(

(

)

(

)

(

2

2

2

=

-

+

-

=

-

=

X

E

X

E

X

X

E

X

E

X

E

X

Var


Παράδειγμα 2 Η πιθανογεννήτρια 
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 μίας διακριτής τυχαίας μεταβλητής 
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 δίνεται από τον τύπο: 
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 Να δειχθεί ότι η συνάρτηση πιθανότητας 
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,

1

,

0

=

x

 ικανοποιεί την αναδρομική σχέση 
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[image: image81.wmf]4
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 με αρχικές συνθήκες 
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Λύση. Από τον τύπο της πιθανογεννήτριας, έπεται ότι 
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 Αντικαθιστώντας την πιθανογεννήτρια 
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 Αν θέσουμε 
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Για να ισχύει η τελευταία σχέση ως ταυτότητα για κάθε 
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 θα πρέπει οι συντελεστές των δυνάμεων του 
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 στα δύο μέλη να συμπίπτουν. Συνεπώς, έχουμε τις ακόλουθες ισότητες:
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από τις οποίες προκύπτουν οι ζητούμενες σχέσεις. 
4.2 Ροπογεννήτριες
Η ροπογεννήτρια είναι μία ακόμη συνάρτηση που χρησιμεύει για τον υπολογισμό όλων των ροπών 
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[image: image120.wmf].
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Σημειώνουμε ότι η ποσότητα 
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Άρα, 
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Παράδειγμα 3 Η ροπογεννήτρια της διακριτής τυχαίας μεταβλητής 
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Παράδειγμα 4 Έστω 
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(γ) Να υπολογιστεί η μέση τιμή 
[image: image267.wmf]EX

 και η διασπορά 
[image: image268.wmf]).

var(

X


Λύση. (α) Είναι 
[image: image269.wmf].

,

1

)

(

)

(

)

(

)

(

a

x

e

dy

e

x

X

P

x

F

x

a

x

a

a

y

X

>

-

=

=

£

=

-

-

-

ò

q

q

q

 

[image: image270.wmf]ò

ò

ò

+

+

-

-

-

+

-

=

=

=

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

<

<

1

1

)

(

1

2

.

1

)

(

)

(

1

2

a

a

a

a

a

x

X

a

a

X

e

dx

e

dx

x

f

dx

x

f

a

X

a

P

q

q

q


(β) 
[image: image271.wmf]ò

¥

-

-

<

-

=

=

=

a

ta

a

x

tx

tX

X

t

e

t

dx

e

e

e

E

t

M

.

,

)

(

)

(

)

(

q

q

q

q

q


(γ) Μετά από πράξεις, έχουμε 
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4.3 Χαρακτηριστικές συναρτήσεις
Οι χαρακτηριστικές συναρτήσεις είναι λίγο πιο πολύπλοκες από τις ροπογεννήτριες (και τις πιθανογεννήτριες) διότι στον ορισμό τους εμπλέκονται μιγαδικοί αριθμοί. Έχουν όμως δύο σημαντικά πλεονεκτήματα σε σύγκριση με τις ροπογεννήτριες. Το πρώτο είναι το γεγονός ότι, σε αντίθεση με τις ροπογεννήτριες οι οποίες απαιτούν την ύπαρξη της μέσης τιμής 
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 Το δεύτερο είναι το γεγονός ότι η συνάρτηση κατανομής αλλά και η συνάρτηση πιθανότητας (ή πυκνότητας) μιας τυχαίας μεταβλητής προκύπτουν από την χαρακτηριστική της συνάρτηση μέσω τύπων αντιστροφής. Δίνουμε τον ακόλουθο ορισμό.

Ορισμός (Χαρακτηριστική συνάρτηση). Έστω 
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Η συνάρτηση 
[image: image297.wmf])

(

t

X

f

 όπως ορίστηκε στην τελευταία ισότητα είναι γνωστή με την ονομασία μετασχηματισμός Fourier της συνάρτησης 
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Σ’ αυτό το σημείο θα ανακεφαλαιώσουμε κάποια βασικά στοιχεία της θεωρίας των μιγαδικών αριθμών. Κάθε μιγαδικός αριθμός 
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Οι δύο δυναμοσειρές στις δύο παρενθέσεις της τελευταίας παράστασης είναι τα αναπτύγματα των 
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Η τελευταία ανισότητα είναι συνέπεια της Πρότασης 3.8. Συνεπώς, οι χαρακτηριστικές συναρτήσεις είναι πεπερασμένες για κάθε 
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Αν στις παραπάνω ισότητες θέσουμε 
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 Η τελευταία σχέση μας δίνει τη δυνατότητα υπολογισμού των ροπών 
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 Μία άμεση συνέπεια των παραπάνω τύπων αντιστροφής είναι η επόμενη πρόταση που ονομάζεται Θεώρημα Μοναδικότητας και παρατίθεται χωρίς απόδειξη.

Πρόταση 4.3 (Θεώρημα Μοναδικότητας). Η χαρακτηριστική συνάρτηση 
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Παράδειγμα 8 Έστω 
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 μία συνεχής τυχαία μεταβλητή με χαρακτηριστική συνάρτηση 
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Από τον τύπο της αντιστροφής έχουμε 
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Έστω 
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 μία τυχαία μεταβλητή με χαρακτηριστική συνάρτηση 
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Παράδειγμα 9 Έστω 
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Παράδειγμα 11 (Κατανομή Poisson). Έστω 
[image: image434.wmf]~

X

Poisson
[image: image435.wmf]),

(

l

 
[image: image436.wmf].

0

>

l

 
Τότε 
[image: image437.wmf],

)

(

)

1

(

-

=

t

X

e

t

l

h

 
[image: image438.wmf])

1

(

)

(

-

=

t

e

X

e

t

M

l

 και 
[image: image439.wmf].

)

(

)

1

(

-

=

it

e

X

e

t

l

f

  

Είναι 
[image: image440.wmf].

!

)

(

!

)

(

)

1

(

0

0

-

-

¥

=

-

¥

=

-

=

=

=

=

å

å

it

it

e

e

x

x

it

x

x

itx

X

e

e

e

x

e

e

x

e

e

t

l

l

l

l

l

l

l

f



[image: image441.wmf]å

å

¥

=

-

-

¥

=

-

-

=

=

=

=

0

)

1

(

0

.

!

)

(

!

)

(

x

t

t

x

x

x

x

X

e

e

e

x

t

e

x

e

t

t

l

l

l

l

l

l

l

h



[image: image442.wmf].

!

)

(

!

)

(

)

(

)

(

)

1

(

0

0

0

-

-

¥

=

-

¥

=

¥

=

-

=

=

=

=

=

=

=

å

å

å

t

t

e

e

x

x

t

x

x

x

tx

tx

tX

X

e

e

e

x

e

e

x

e

e

x

X

P

e

e

E

t

M

l

l

l

l

l

l

l


Στη συνέχεια θα υπολογίσουμε με δύο τρόπους τη μέση τιμή και τη διασπορά της τυχαίας μεταβλητής 
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Παράδειγμα 12 Έστω ότι η ροπογεννήτρια μιας τυχαίας μεταβλητής 
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Παράδειγμα 14 (Εκθετική κατανομή). Έστω 
[image: image479.wmf]~

X

Εκθετική
[image: image480.wmf]),

(

l

 
[image: image481.wmf].

0

>

l


Τότε 
[image: image482.wmf]it

t

X

-

=

l

l

f

)

(

 και 
[image: image483.wmf].

,

)

(

l

l

l

<

-

=

t

t

t

M

X


Είναι 
[image: image484.wmf],

]

[

)

(

0

)

(

0

)

(

0

it

e

it

dx

e

dx

e

e

t

x

it

x

it

x

itx

X

-

=

-

-

=

=

=

¥

-

-

¥

-

-

¥

-

ò

ò

l

l

l

l

l

l

f

l

l

l

 διότι 
[image: image485.wmf]0

lim

=

-

¥

®

x

x

e

l

 και η συνάρτηση 
[image: image486.wmf]itx

e

 είναι φραγμένη ως προς 
[image: image487.wmf].

x

 Επομένως, 
[image: image488.wmf].

0

lim

lim

)

(

=

=

-

¥

®

-

-

¥

®

itx

x

x

x

it

x

e

e

e

l

l


Είναι 
[image: image489.wmf],

)

(

)

(

0

)

(

0

t

dx

e

dx

e

e

e

E

t

M

x

t

x

tx

tX

X

-

=

=

=

=

ò

ò

¥

-

-

¥

-

l

l

l

l

l

l

 για 
[image: image490.wmf].

l

<

t

 Παρατηρούμε ότι η ροπογεννήτρια της Εκθετικής κατανομής ορίζεται μόνο για εκείνες τις τιμές του 
[image: image491.wmf]t

 που είναι μικρότερες του 
[image: image492.wmf].

l

 Στη συνέχεια θα υπολογίσουμε τη μέση τιμή και τη διασπορά της τυχαίας μεταβλητής 
[image: image493.wmf]X

 με χρήση ροπογεννητριών. Είναι 
[image: image494.wmf]2

'

)

(

)

(

t

t

M

X

-

=

l

l

 και 
[image: image495.wmf].

)

(

2

)

(

3

'

'

t

t

M

X

-

=

l

l

 Για 
[image: image496.wmf],

0

=

t

 
[image: image497.wmf]l

1

)

(

)

0

(

'

=

=

X

E

M

X

 και 
[image: image498.wmf].

2

)

(

)

0

(

2

2

'

'

l

=

=

X

E

M

X

 

Άρα, 
[image: image499.wmf](

)

.

1

1

2

)

(

2

2

2

2

2

l

l

l

=

-

=

-

=

EX

EX

X

Var


Παράδειγμα 15 (Τυπική κανονική κατανομή). Έστω 
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Παράδειγμα 16 (Κανονική κατανομή). Έστω 
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Στη συνέχεια θα υπολογίσουμε τη μέση τιμή και τη διασπορά της 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5
Ο ΙΣΧΥΡΟΣ ΝΟΜΟΣ ΤΩΝ ΜΕΓΑΛΩΝ ΑΡΙΘΜΩΝ ΚΑΙ ΤΟ ΚΕΝΤΡΙΚΟ ΟΡΙΑΚΟ ΘΕΩΡΗΜΑ

5.0 Εισαγωγή

Σ’ αυτό το κεφάλαιο θα παρουσιάσουμε τα πιο σημαντικά θεωρητικά αποτελέσματα της Θεωρίας Πιθανοτήτων που είναι τα Οριακά Θεωρήματα τα οποία ταξινομούνται σε δύο κατηγορίες. Στη πρώτη κατηγορία συμπεριλαμβάνονται οι Νόμοι των Μεγάλων Αριθμών οι οποίοι δίνουν τη θεωρητική βάση της διαισθητικής και πειραματικής διαπίστωσης των Μαθηματικών του 18ου-19ου αιώνα σύμφωνα με την οποία, αν επαναλάβουμε ένα πείραμα τύχης πολλές φορές τότε ο στατιστικός ορισμός της πιθανότητας που αποδίδεται στον Von Mises είναι αληθής. Επιπλέον οι Νόμοι των Μεγάλων Αριθμών συνιστούν ένα ισχυρό εργαλείο για τη μελέτη διάφορων θεωρητικών και εφαρμοσμένων προβλημάτων Πιθανοτήτων και Στατιστικής. Στη δεύτερη κατηγορία συμπεριλαμβάνονται τα Κεντρικά Οριακά Θεωρήματα σύμφωνα με τα οποία, κάτω από αρκετά γενικές συνθήκες, η κατανομή του αθροίσματος ενός μεγάλου αριθμού τυχαίων μεταβλητών μπορεί να προσεγγιστεί ικανοποιητικά από μία κανονική κατανομή. Σε αυτό το κεφάλαιο θα παρουσιάσουμε τον Ισχυρό Νόμο των Μεγάλων Αριθμών και το Κεντρικό Οριακό Θεώρημα.

5.1 Όρια ακολουθιών τυχαίων μεταβλητών
Στο παρόν εδάφιο παραθέτουμε κάποιους ορισμούς που θα μας βοηθήσουν να παρουσιάσουμε τον Ισχυρό Νόμο των Μεγάλων Αριθμών και το Κεντρικό Οριακό Θεώρημα. 

Θεωρούμε μία ακολουθία τυχαίων μεταβλητών 
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Ορισμός Λέμε ότι έχουμε μία ακολουθία ανεξάρτητων (independent) τυχαίων μεταβλητών
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Ορισμός Λέμε ότι έχουμε μία ακολουθία ισόνομων (identically distributed) τυχαίων μεταβλητών 
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Ορισμός (α) Λέμε ότι η ακολουθία τυχαίων μεταβλητών 
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(β) Λέμε ότι η ακολουθία τυχαίων μεταβλητών 
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 Η τέταρτη ισότητα είναι συνέπεια της ανεξαρτησίας των τυχαίων μεταβλητών 
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Εκθετική(1), δηλαδή η τυχαία μεταβλητή 
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5.2 Ο Ισχυρός Νόμος των Μεγάλων Αριθμών
Ο Ισχυρός Νόμος των Μεγάλων Αριθμών (The Strong Law of Large Numbers) είναι ένα από τα πιο γνωστά αποτελέσματα της Θεωρίας Πιθανοτήτων. Σύμφωνα με το παρακάτω θεώρημα, το οποίο παρατίθεται χωρίς απόδειξη, κάτω από κατάλληλες υποθέσεις, ο δειγματικός μέσος μιας ακολουθίας ανεξάρτητων τυχαίων μεταβλητών που ακολουθούν μία κοινή κατανομή συγκλίνει σχεδόν βεβαίως προς τον θεωρητικό μέσο (τη μέση τιμή) της κατανομής.  
Θεώρημα 5.1 (Ισχυρός Νόμος των Μεγάλων Αριθμών, Ι.Ν.Μ.Α.). Έστω μία ακολουθία ανεξάρτητων και ισόνομων τυχαίων μεταβλητών 
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Ο Ι.Ν.Μ.Α. αρχικά αποδείχθηκε από τον Γάλλο Μαθηματικό Borel στην ειδική περίπτωση κατά την οποία η ακολουθία 
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 είναι μία ακολουθία τυχαίων μεταβλητών Bernoulli. Η γενική μορφή του Ι.Ν.Μ.Α., όπως παρουσιάζεται στο Θεώρημα 5.1, αποδείχθηκε από τον Ρώσο Μαθηματικό Kolmogorov.   
Παράδειγμα 2 Θεωρούμε μία ακολουθία ανεξάρτητων δοκιμών ενός τυχαίου πειράματος. Έστω 
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 Από τον Ι.Ν.Μ.Α, η τυχαία μεταβλητή 
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 Το αποτέλεσμα του παραδείγματος μπορεί να ερμηνευτεί ως εξής. Αφού η τυχαία μεταβλητή 
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[image: image618.wmf]n

 δοκιμές του πειράματος, η πιθανότητα 
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Παράδειγμα 3 Έστω 
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 κατάλληλη πραγματική σταθερά. Να βρεθεί το όριο της ακολουθίας των δειγματικών μέσων 
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Επιπλέον, 
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Συνεπώς, 
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Παράδειγμα 4 (Νόμος των Μεγάλων Αριθμών του Chebyshev). Έστω 
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θα έχουμε 
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 Το ζητούμενο προκύπτει άμεσα διότι
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5.3 Το Κεντρικό Οριακό Θεώρημα
Το Κεντρικό Οριακό Θεώρημα (The Central Limit Theorem) είναι ένα από τα πιο αξιοσημείωτα αποτελέσματα της Θεωρίας Πιθανοτήτων. Σύμφωνα με το παρακάτω θεώρημα, το άθροισμα ενός μεγάλου αριθμού ανεξάρτητων τυχαίων μεταβλητών ακολουθεί μία κατανομή η οποία προσεγγίζει την κανονική κατανομή. Όπως θα δούμε στα Παραδείγματα 6 και 7, το ακόλουθο θεώρημα παρέχει, επιπλέον, μία απλή μέθοδο για να υπολογίζουμε, κατά προσέγγιση, πιθανότητες αθροισμάτων ανεξάρτητων τυχαίων μεταβλητών.

Θεώρημα 5.2 (Κεντρικό Οριακό Θεώρημα, Κ.Ο.Θ.). Έστω μία ακολουθία ανεξάρτητων και ισόνομων τυχαίων μεταβλητών 
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Τότε, η τυχαία μεταβλητή 
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 συγκλίνει κατά κατανομή, καθώς 
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 στη συνάρτηση κατανομής της τυποποιημένης κανονικής κατανομής 
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δηλαδή ισχύει ότι 
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 Η τυχαία μεταβλητή 
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 είναι ο γενικός όρος της ακολουθίας των τυποποιημένων δειγματικών μέσων.
Η πρώτη μορφή του Κεντρικού Οριακού Θεωρήματος αποδείχθηκε από τον DeMoivre γύρω στα 1733 μ.Χ. για την ειδική περίπτωση που οι τυχαίες μεταβλητές 
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 είναι δίτιμες και ακολουθούν την κατανομή Bernoulli με πιθανότητα επιτυχίας 
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 Η απόδειξη του DeMoivre γενικεύτηκε από τον Laplace για οποιαδήποτε τιμή της πιθανότητας 
[image: image668.wmf].
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 Μία αυστηρή απόδειξη του Κ.Ο.Θ., όπως αυτό διατυπώνεται στο Θεώρημα 5.2, δόθηκε από τον Ρώσο Μαθηματικό Lyapunov, μαθητή του Chebyshev, την περίοδο 1901-1902. Στη συνέχεια παραθέτουμε κάποιες εφαρμογές του Κ.Ο.Θ. Για την απόδειξη του Κ.Ο.Θ., παραπέμπουμε στο βιβλίο του Μ. Κούτρα, Εισαγωγή στις Πιθανότητες, Μέρος ΙΙ, σελ. 335-337.

Το Κ.Ο.Θ. μας επιτρέπει να κατανοήσουμε το λόγο για τον οποίον η κανονική κατανομή κατέχει εξέχουσα θέση στη Θεωρία Πιθανοτήτων και στη Στατιστική. Τα χαρακτηριστικά (π.χ. βάρος, ύψος) των ατόμων ενός υπό εξέταση πληθυσμού περιγράφονται από κατάλληλες τυχαίες μεταβλητές που μπορούν να θεωρηθούν ως αποτέλεσμα άθροισης πολλών μικρών τυχαίων παραγόντων. Η συσσώρευση πολλών τέτοιων μικρών τυχαίων παραγόντων οδηγεί σε μία (μη αμελητέα) τυχαία ποσότητα, η οποία σύμφωνα με το Κ.Ο.Θ., θα ακολουθεί κατά προσέγγιση την κανονική κατανομή.    
Παράδειγμα 5 Οι καθημερινές διακυμάνσεις μιας μετοχής στο Χρηματιστήριο Αθηνών ακολουθούν, αυτό το χρονικό διάστημα, κάποια άγνωστη κατανομή με γνωστή μέση τιμή 
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 Αν η τιμή μιας μετοχής σήμερα είναι 3000 ευρώ ποια είναι η πιθανότητα σε ένα μήνα (τριάντα ημέρες) από σήμερα η τιμή της μετοχής να βρίσκεται κάπου ανάμεσα στα 2700 και 3050 ευρώ;
Λύση. Έστω 
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 ανεξάρτητες και ισόνομες τυχαίες μεταβλητές που αναπαριστούν τις καθημερινές διακυμάνσεις της μετοχής. Ζητάμε την πιθανότητα 
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Από το Κ.Ο.Θ. η τυχαία μεταβλητή 
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 συγκλίνει κατά κατανομή στη συνάρτηση κατανομής 
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 της τυπικής κανονικής κατανομής. 

Άρα, 
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Η δεύτερη ισότητα είναι συνέπεια της Πρότασης 3.2.

Παράδειγμα 6 Έστω 
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 ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές οι οποίες είναι ομοιόμορφα κατανεμημένες στο διάστημα 
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 Υπολογίστε, κατά προσέγγιση, την πιθανότητα 
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Λύση. Ισχύει ότι 
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Παράδειγμα 7 Έστω ότι ρίχνουμε ένα αμερόληπτο ζάρι δέκα φορές. Υποθέτουμε ότι οι ρίψεις είναι ανεξάρτητες. Βρείτε κατά προσέγγιση την πιθανότητα να είναι το άθροισμα των εμφανιζόμενων αριθμών μεγαλύτερο του 30 και μικρότερο ή ίσο του 40.

Λύση. Έστω ότι η τυχαία μεταβλητή 
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 αναπαριστά το αποτέλεσμα του 
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οστού ζαριού, 
[image: image688.wmf].

10

,

,

1

K

=

i

 Ισχύει ότι 
[image: image689.wmf]2

7

)

(

=

i

X

E

 και 
[image: image690.wmf].

12

35

)

(

=

i

X

Var

 Από το Κ.Ο.Θ. έχουμε
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[image: image692.wmf].
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Παράδειγμα 8 Δείξτε ότι 
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Λύση. Έστω 
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 μία ακολουθία ανεξάρτητων και ισόνομων τυχαίων μεταβλητών που ακολουθούν την κατανομή Poisson με παράμετρο ίση με τη μονάδα. Ισχύει ότι 
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όπου 
[image: image700.wmf]F

 είναι η συνάρτηση κατανομής της τυπικής κανονικής κατανομής.
Παράδειγμα 9 Ο αριθμός των φοιτητών που διαλέγουν το μάθημα της Ψυχολογίας είναι μία τυχαία μεταβλητή που ακολουθεί την κατανομή Poisson με παράμετρο ίση με 100. Ο καθηγητής έχει αποφασίσει ότι, αν ο αριθμός αυτός είναι μεγαλύτερος ή ίσος του 120, θα διαιρέσει τους φοιτητές σε δύο τμήματα, ενώ αν είναι μικρότερος του 120, θα διδάξει το μάθημα σε ένα τμήμα αποτελούμενο από όλους τους φοιτητές. Χρησιμοποιώντας το Κ.Ο.Θ. υπολογίστε, κατά προσέγγιση, την πιθανότητα να διαιρέσει ο καθηγητής τους φοιτητές σε δύο τμήματα.
Λύση. Έστω η τυχαία μεταβλητή 
[image: image701.wmf]X

 που αναπαριστά τον αριθμό των φοιτητών που διαλέγουν το μάθημα της Ψυχολογίας. Ισχύει ότι 
[image: image702.wmf]~
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Poisson
[image: image703.wmf]).
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 Η τυχαία μεταβλητή 
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 μπορεί να γραφεί ως εξής: 
[image: image705.wmf],
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[image: image707.wmf]100
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 είναι ανεξάρτητες και ισόνομες τυχαίες μεταβλητές που ακολουθούν την κατανομή Poisson με παράμετρο ίση με τη μονάδα. 

Από το Κ.Ο.Θ. έχουμε     
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όπου 
[image: image709.wmf]F

 είναι η συνάρτηση κατανομής της τυπικής κανονικής κατανομής.

Παράδειγμα 10 Δύο παίκτες Α και Β παίζουν το εξής παιχνίδι. Ρίχνουν διαδοχικά ένα ζάρι και αν η ένδειξη είναι 1, 3 ή 5, ο παίκτης Α δίνει στον παίκτη Β ποσό 1, 2 ή 3 ευρώ, αντίστοιχα. Αν η ένδειξη είναι 2, 4 ή 6, ο παίκτης Β δίνει στον παίκτη Α ποσό 3, 2 ή 1 ευρώ, αντίστοιχα. Να υπολογισθεί η πιθανότητα σε 60 ρίψεις

(α) ο παίκτης Α να κερδίσει τουλάχιστον 17 ευρώ.

(β) ο παίκτης Α να κερδίσει το πολύ 19 ευρώ.

Λύση. Έστω 
[image: image710.wmf]i
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 το κέρδος του παίκτη Α κατά την 
[image: image711.wmf]-
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οστή ρίψη του ζαριού, 
[image: image712.wmf].
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[image: image714.wmf].
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 Το συνολικό κέρδος του παίκτη Α σε 
[image: image715.wmf]60
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 ρίψεις του ζαριού θα δίνεται από την τυχαία μεταβλητή 
[image: image716.wmf].
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 Σύμφωνα με το Κ.Ο.Θ. η τυποποιημένη τυχαία μεταβλητή 
[image: image717.wmf])
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 ακολουθεί κατά προσέγγιση την τυπική κανονική κατανομή 
[image: image718.wmf]).
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Όμως, 
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[image: image720.wmf].
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Επομένως, 
[image: image721.wmf]å

=

=

=

60

1

,

0

)

(

)

(

i

i

X

E

S

E

 
[image: image722.wmf]å
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(α) Η ζητούμενη πιθανότητα είναι 
[image: image723.wmf](
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(β) Ομοίως, 
[image: image724.wmf](
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Παράδειγμα 11 Μία ασφαλιστική εταιρεία θέλει να εκτιμήσει το μέσο ύψος 
[image: image725.wmf]m

 των ετήσιων απαιτήσεων ανά ασφαλισμένο σε μία συγκεκριμένη κατηγορία ασφάλισης. Για το λόγο αυτό η εταιρεία λαμβάνει ένα τυχαίο δείγμα 
[image: image726.wmf]n

 ασφαλισμένων, εξετάζει το ύψος των απαιτήσεων που έχει το κάθε άτομο σε ένα οικονομικό έτος και υπολογίζει το μέσο όρο 
[image: image727.wmf]n

 παρατηρήσεων. Αν δεχτούμε ότι τα ύψη των απαιτήσεων είναι ανεξάρτητες και ισόνομες τυχαίες μεταβλητές με διακύμανση ίση με 256 ευρώ, τι μέγεθος δείγματος θα πρέπει να χρησιμοποιηθεί ώστε με πιθανότητα τουλάχιστον 99% η εκτιμήση της εταιρείας να μην απέχει από το θεωρητικό (πραγματικό) μέσο 
[image: image728.wmf]m

 περισσότερο από 3 ευρώ;

Λύση. Έστω 
[image: image729.wmf]i
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 το ύψος των ετήσιων απαιτήσεων του 
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οστού ασφαλισμένου. Οι τυχαίες μεταβλητές 
[image: image731.wmf]n
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[image: image734.wmf].
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 Το συνολικό ύψος των ετήσιων απαιτήσεων για τους 
[image: image735.wmf]n

 ασφαλισμένους περιγράφεται από την τυχαία μεταβλητή 
[image: image736.wmf].
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 Θέλουμε να προσδιορίσουμε την τιμή του 
[image: image737.wmf]n

 για την οποία ισχύει 
[image: image738.wmf].
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 Για αρκετά μεγάλο 
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 εφαρμόζουμε το Κ.Ο.Θ. και έχουμε
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[image: image741.wmf],
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 Πρέπει 
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 Από πίνακες της τυπικής κανονικής κατανομής 
[image: image744.wmf]),
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 Συνεπώς αν ζητήσουμε να ισχύει 
[image: image746.wmf])
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 εξασφαλίζεται η ισχύς της προηγούμενης ανισότητας. Αφού η 
[image: image747.wmf])
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 είναι γνήσιως αύξουσα, 
[image: image748.wmf].
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 Συνεπώς, το έλαχιστο μέγεθος δείγματος είναι ίσο με 
[image: image749.wmf].
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 Η πολύ μεγάλη τιμή του 
[image: image750.wmf],

n

 δικαιολογεί, εκ των υστέρων, τη χρήση του Κ.Ο.Θ.
ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6
ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΙΚΕΣ ΤΥΧΑΙΕΣ ΜΕΤΑΒΛΗΤΕΣ

6.0 Εισαγωγή

Σε αυτό το κεφάλαιο κάνουμε μία εισαγωγή στη θεωρία των διανυσματικών τυχαίων μεταβλητών. Θα μελετήσουμε τις διακριτές και τις συνεχείς διανυσματικές τυχαίες μεταβλητές και θα ορίσουμε σε κάθε περίπτωση τις περιθώριες συναρτήσεις κατανομών τους. Επιπλέον θα μελετήσουμε την ανεξαρτησία δύο τυχαίων μεταβλητών και την κατανομή του αθροίσματος ανεξάρτητων τυχαίων μεταβλητών. Οι έννοιες της συνδιακύμανσης και του συντελεστή συσχέτισης δύο τυχαίων μεταβλητών παρουσιάζονται με τη χρήση κατάλληλων σχετικών παραδειγμάτων. Χρησιμοποιώντας μία κατάλληλη σχέση παρουσιάζονται σχετικά παραδείγματα υπολογισμού κατανομών μετασχηματισμένων τυχαίων μεταβλητών. Ορίζονται σημαντικές έννοιες από τη θεωρία των δεσμευμένων κατανομών όπως, μεταξύ άλλων, οι ακόλουθες: δεσμευμένη αθροιστική συνάρτηση κατανομής, δεσμευμένη συνάρτηση πιθανότητας, δεσμευμένη συνάρτηση πυκνότητας και δεσμευμένη μέση τιμή.  
6.1 Διανυσματικές τυχαίες μεταβλητές 

Έστω οι τυχαίες μεταβλητές 
[image: image751.wmf]n
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 που ορίζονται στον ίδιο πιθανοθεωρητικό χώρο 
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 Για κάθε 
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 οι τυχαίες μεταβλητές 
[image: image755.wmf]i
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 είναι τέτοιες ώστε 
[image: image756.wmf]®
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(. Πολλές φορές μας ενδιαφέρει να μελετήσουμε τις τυχαίες μεταβλητές 
[image: image757.wmf]n
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 σε συνδυασμό για να διερευνήσουμε τυχόν συσχετίσεις τους. Με άλλα λόγια, μας ενδιαφέρει το διάνυσμα των τυχαίων μεταβλητών 
[image: image758.wmf]).
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 Για παράδειγμα, έστω ότι η τυχαία μεταβλητή 
[image: image759.wmf]1

X

 αναπαριστά το βάρος, η τυχαία μεταβλητή 
[image: image760.wmf]2

X

 αναπαριστά το ύψος, η τυχαία μεταβλητή 
[image: image761.wmf]3

X

 αναπαριστά την ηλικία και η τυχαία μεταβλητή 
[image: image762.wmf]4

X

 αναπαριστά την πίεση ενός ασθενούς. Μας ενδιαφέρει να διερευνήσουμε τις τυχόν συσχετίσεις αυτών των μεταβλητών. Μελετούμε λοιπόν το διάνυσμα 
[image: image763.wmf]).
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 Δίνουμε τον ακόλουθο ορισμό.

Ορισμός Ένα διάνυσμα 
[image: image764.wmf])
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 που αποτελείται από 
[image: image765.wmf]n

 τυχαίες μεταβλητές ορισμένες στον ίδιο πιθανοθεωρητικό χώρο 
[image: image766.wmf],
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 καλείται 
[image: image768.wmf]-
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διάστατη τυχαία μεταβλητή ή διανυσματική τυχαία μεταβλητή (δ.τ.μ.) 
[image: image769.wmf]-
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dimensional random variable or random vector). Για το διάνυσμα 
[image: image770.wmf]X
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 ισχύει ότι 
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Κατά τη ρίψη δύο ζαριών μας ενδιαφέρει συνήθως τόσο η ένδειξη του πρώτου όσο και του δεύτερου ζαριού. Σε μία κλινική μελέτη μας ενδιαφέρει ο τρόπος με τον οποίον η ηλικία ενός ασθενούς επηρεάζει το χρόνο αντίδρασής του σε ένα συγκεκριμένο φάρμακο. Σε αυτές τις περιπτώσεις εμφανίζονται δύο τυχαίες μεταβλητές. Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζει ο προσδιορισμός της συμπεριφοράς της μιας τυχαίας μεταβλητής σε σχέση με τη συμπεριφορά της άλλης. Στη συνέχεια του παρόντος κεφαλαίου, θα αναπτύξουμε τη θεωρία των διανυσματικών τυχαίων μεταβλητών στην περίπτωση κατά την οποία 
[image: image772.wmf],

2

=

n

 δηλαδή όταν 
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Ορισμός Η συνάρτηση κατανομής 
[image: image774.wmf]:
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 της διανυσματικής διδιάστατης τυχαίας μεταβλητής 
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 ορίζεται ως εξής: 
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,

[

)

,

(

y

Y

x

X

P

y

x

F

£

£

=

 
[image: image778.wmf]¥
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 και καλείται από κοινού (αθροιστική) συνάρτηση κατανομής (joint distribution function) της διδιάστατης διανυσματικής τυχαίας μεταβλητής 
[image: image779.wmf]).
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Η συνάρτηση κατανομής 
[image: image780.wmf]X
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 της τυχαίας μεταβλητής 
[image: image781.wmf]X

 μπορεί να ληφθεί από τη συνάρτηση 
[image: image782.wmf]F

 της διδιάστατης δ.τ.μ. 
[image: image783.wmf])
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[image: image784.wmf]).
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Στην τέταρτη ισότητα η εναλλαγή της θέσης του ορίου και της πιθανότητας είναι επιτρεπτή. Εντελώς ανάλογα προκύπτει ότι 
[image: image785.wmf]).
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Οι συναρτήσεις 
[image: image786.wmf]X
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 και 
[image: image787.wmf]Y
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 καλούνται περιθώριες συναρτήσεις κατανομής (marginal distribution functions) των τυχαίων μεταβλητών 
[image: image788.wmf]X

 και 
[image: image789.wmf].
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Παράδειγμα 1 Θα υπολογίσουμε την πιθανότητα 
[image: image790.wmf]]
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 συναρτήσει των περιθωρίων συναρτήσεων κατανομών των τυχαίων μεταβλητών 
[image: image791.wmf],
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[image: image792.wmf]Y

 και της από κοινού αθροιστικής συνάρτησης κατανομής της διδιάστατης δ.τ.μ. 
[image: image793.wmf]).
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{

}

[{

1

]

}

{

}

[{

1

]

}

,

[{

1

]

,

[

y

Y

x

X

P

y

Y

x

X

P

y

Y

x

X

P

y

Y

x

X

P

c

c

c

£

È

£

-

=

>

È

>

-

=

>

>

-

=

>

>



[image: image795.wmf]).
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 Η δεύτερη ισότητα είναι συνέπεια του Νόμου De Morgan για την τομή δύο ενδεχομένων και η τέταρτη ισότητα είναι συνέπεια του προσθετικού νόμου.

6.2 Διακριτές διανυσματικές τυχαίες μεταβλητές 
Αν οι τυχαίες μεταβλητές 
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Μπορούμε να συνοψίσουμε τις παραπάνω πιθανότητες στον ακόλουθο πίνακα:
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Παράδειγμα 3 Έστω η διδιάστατη διακριτή δ.τ.μ. 
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6.3 Συνεχείς διανυσματικές τυχαίες μεταβλητές

Έστω 
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Η συνάρτηση 
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Παράδειγμα 5 Η από κοινού σ.π. της δ.τ.μ. 
[image: image928.wmf])
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[image: image930.wmf].

Y

X

 
Λύση. Αρχικά θα υπολογίσουμε τη συνάρτηση κατανομής της τυχαίας μεταβλητής 
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Αν παραγωγίσουμε ως προς 
[image: image934.wmf],
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 λαμβάνουμε τη σ.π. της τυχαίας μεταβλητής 
[image: image935.wmf],
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 η οποία δίνεται από τον τύπο: 
[image: image936.wmf].
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Παράδειγμα 6 Η από κοινού συνάρτηση πυκνότητας μιας διδιάστατης διανυσματικής τυχαίας μεταβλητής 
[image: image937.wmf])
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(α) Να υπολογιστεί η πιθανότητα 
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(β) Να βρεθούν οι περιθώριες συναρτήσεις πυκνότητας 
[image: image941.wmf]),
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[image: image942.wmf]).
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(γ) Να βρεθεί η από κοινού συνάρτηση κατανομής 
[image: image943.wmf]).
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(δ) Να βρεθούν οι περιθώριες συναρτήσεις κατανομών 
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(β) 
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Παράδειγμα 7 Η από κοινού αθροιστική συνάρτηση κατανομής των χρόνων ζωής 
[image: image958.wmf]Y

X
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 δύο λαμπτήρων 
[image: image959.wmf]B
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 σε χιλιάδες ώρες δίνεται από τον τύπο: 
[image: image960.wmf]),
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[image: image961.wmf]0
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(α) Να υπολογιστούν οι περιθώριες συναρτήσεις κατανομών των τυχαίων μεταβλητών 
[image: image963.wmf]X

 και 
[image: image964.wmf].
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(β) Ποια είναι η πιθανότητα (i) και οι δύο λαμπτήρες να ζήσουν περισσότερο από 500 ώρες (ii) τουλάχιστον ένας από τους δύο λαμπτήρες να ζήσει περισσότερο από 500 ώρες;

(γ) Να βρεθούν οι περιθώριες συναρτήσεις πυκνότητας των τυχαίων μεταβλητών 
[image: image965.wmf]X

 και 
[image: image966.wmf].

Y

 Ποια είναι η από κοινού συνάρτηση πυκνότητας της διδιάστατης διανυσματικής τυχαίας μεταβλητής 
[image: image967.wmf]);
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Λύση. (α) 
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[image: image969.wmf].
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(β) (i) Έστω τα ενδεχόμενα 
[image: image970.wmf]:
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 ο λαμπτήρας 
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 ζει λιγότερο από 500 ώρες δηλαδή 
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 και 
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 ο λαμπτήρας 
[image: image974.wmf]B

 ζει λιγότερο από 500 ώρες δηλαδή 
[image: image975.wmf].
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[image: image976.wmf]).
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Είναι 
[image: image977.wmf]%.
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[image: image978.wmf].
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[image: image979.wmf]).
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(ii) Ζητάμε την πιθανότητα 
[image: image980.wmf]).
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(γ) 
[image: image981.wmf].
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[image: image982.wmf].
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[image: image983.wmf].
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6.4 Ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές 

Θεωρούμε ένα πείραμα στο οποίο ρίχνουμε ένα νόμισμα και ένα ζάρι. Διαισθητικά πιστεύουμε ότι όποιο κι αν είναι το αποτέλεσμα της ρίψης ενός νομίσματος δεν θα πρέπει να έχει καμία επίδραση στο αποτέλεσμα της ρίψης του ζαριού και αντίστροφα. Έστω 
[image: image984.wmf]X

 η τυχαία μεταβλητή που ισούται με 1 ή 0 ανάλογα με το αν το νόμισμα δείχνει κεφαλή ή γράμματα και έστω 
[image: image985.wmf]Y

 η τυχαία μεταβλητή που παίρνει τις τιμές 
[image: image986.wmf]5
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 ή 6 ανάλογα με το αν η άνω έδρα του ζαριού φέρει τον αριθμό 
[image: image987.wmf]5
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 ή 6 αντίστοιχα. Το αποτέλεσμα του διπλού πειράματος περιγράφεται από τη διδιάστατη διακριτή δ.τ.μ. 
[image: image988.wmf]).
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 Το διαισθητικό μας συμπέρασμα ότι τα αποτελέσματα των ρίψεων του νομίσματος και του ζαριού δεν έχουν καμία επίδραση το ένα στο άλλο, μπορεί να διατυπωθεί αυστηρά ως εξής: αν 
[image: image989.wmf]x

 είναι ένας από τους αριθμούς 0 ή 1 και 
[image: image990.wmf]y

 είναι ένας από τους αριθμούς 
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 πρέπει να είναι ανεξάρτητα. Δίνουμε τον ακόλουθο ορισμό.   
Ορισμός Οι τυχαίες μεταβλητές 
[image: image994.wmf]X

 και 
[image: image995.wmf]Y

 καλούνται ανεξάρτητες (independent) αν για οποιαδήποτε υποσύνολα 
[image: image996.wmf]A

 και 
[image: image997.wmf]B

 του συνόλου των πραγματικών αριθμών, ισχύει ότι
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(6.1)

Ισοδύναμα, οι τυχαίες μεταβλητές 
[image: image999.wmf]X

 και 
[image: image1000.wmf]Y

 είναι ανεξάρτητες όταν και μόνο όταν για οποιαδήποτε σύνολα 
[image: image1001.wmf]A

 και 
[image: image1002.wmf],
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[image: image1005.wmf]Î
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[image: image1007.wmf]),
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 όπου 
[image: image1008.wmf]F

 είναι η από κοινού αθροιστική συνάρτηση κατανομής της διδιάστατης δ.τ.μ. 
[image: image1009.wmf])
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 είναι οι συναρτήσεις κατανομών των τυχαίων μεταβλητών 
[image: image1011.wmf]X

 και 
[image: image1012.wmf],

Y

 αντίστοιχα. 

Όταν οι 
[image: image1013.wmf]X

 και 
[image: image1014.wmf]Y

 είναι διακριτές τυχαίες μεταβλητές, η συνθήκη ανεξαρτησίας (6.1) είναι ισοδύναμη με τη σχέση 
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Η ισοδυναμία των σχέσεων (6.1) και (6.2) εξηγείται ως εξής: Αν στη σχέση (6.1), θέσουμε 
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 λαμβάνουμε τη (6.2). Επιπλέον, αν η σχέση (6.2) ισχύει, τότε για οποιαδήποτε σύνολα 
[image: image1020.wmf]A

 και 
[image: image1021.wmf],
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[image: image1023.wmf]}.
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Όταν οι 
[image: image1024.wmf]X

 και 
[image: image1025.wmf]Y

 είναι συνεχείς τυχαίες μεταβλητές, η συνθήκη της ανεξαρτησίας (6.1) είναι ισοδύναμη με τη σχέση 
[image: image1026.wmf]),
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Διαισθητικά, οι τυχαίες μεταβλητές 
[image: image1028.wmf]X

 και 
[image: image1029.wmf]Y

 είναι ανεξάρτητες όταν η γνώση της μίας δεν επηρεάζει την κατανομή της άλλης. Αν δύο τυχαίες μεταβλητές δεν είναι ανεξάρτητες, τότε καλούνται εξαρτημένες (dependent).

Παράδειγμα 8 Ένας άνδρας και μία γυναίκα έχουν συμφωνήσει να συναντηθούν σε ένα ζαχαροπλαστείο κάποια χρονική στιγμή μεταξύ 12:00 και 1:00 το μεσημέρι. Υποθέτουμε ότι ο άνδρας φθάνει στο ζαχαροπλαστείο στις 
[image: image1030.wmf]X
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 και η γυναίκα φθάνει στις 
[image: image1031.wmf].
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 Υποθέτουμε επιπλέον ότι οι 
[image: image1032.wmf]X

 και 
[image: image1033.wmf]Y

 είναι ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές και ότι ακολουθούν την Oμοιόμορφη κατανομή στο διάστημα 
[image: image1034.wmf]).
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 δηλαδή η πιθανότητα ο άνδρας να περιμένει τη γυναίκα ή αντίστροφα για περισσότερο από δέκα λεπτά.

Λύση. Έστω 
[image: image1036.wmf])
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 η από κοινού συνάρτηση πυκνότητας της διδιάστατης δ.τ.μ. 
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 οι σ.π. των τυχαίων μεταβλητών 
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[image: image1040.wmf],

Y

 αντίστοιχα. 
Είναι 
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Η δεύτερη ισότητα είναι συνέπεια της συμμετρίας και η τέταρτη ισότητα είναι συνέπεια της ανεξαρτησίας των τυχαίων μεταβλητών 
[image: image1046.wmf]X

 και 
[image: image1047.wmf].

Y


Παράδειγμα 9 Υποθέτουμε ότι ο αριθμός των ατόμων που εισέρχονται κατά τη διάρκεια μιας μέρας σε ένα ταχυδρομείο ακολουθεί την κατανομή Poisson με παράμετρο 
[image: image1048.wmf].
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 Δείξτε ότι, αν το κάθε άτομο που εισέρχεται στο ταχυδρομείο είναι άνδρας με πιθανότητα 
[image: image1049.wmf]p

 και γυναίκα με πιθανότητα 
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 τότε ο αριθμός των ανδρών και των γυναικών που μπαίνουν στο ταχυδρομείο κατά τη διάρκεια μιας μέρας είναι ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές που ακολουθούν την κατανομή Poisson με παραμέτρους 
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Λύση. Έστω 
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 αντίστοιχα, ο αριθμός των ανδρών και των γυναικών που εισέρχονται στο ταχυδρομείο κατά τη διάρκεια μιας μέρας. Από το Θεώρημα Ολικής Πιθανότητας και αν δεσμευτούμε ως προς την τυχαία μεταβλητή 
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Η δεύτερη ισότητα προκύπτει διότι προφανώς ισχύει ότι 
[image: image1058.wmf].
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 Η τρίτη ισότητα προκύπτει διότι, εξ υποθέσεως, η τυχαία μεταβλητή 
[image: image1059.wmf]Y
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 Επιπλέον, δοθέντος ότι 
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 άνθρωποι εισέρχονται στο ταχυδρομείο και ο καθένας από αυτούς είναι άνδρας με πιθανότητα 
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 η πιθανότητα ακριβώς 
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 άτομα να είναι άνδρες (και επομένως ακριβώς 
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 δηλαδή η παραπάνω πιθανότητα είναι διωνυμική με παραμέτρους 
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Η περιθώρια συνάρτηση κατανομής της τυχαίας μεταβλητής 
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[image: image1073.wmf].
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Άρα, 
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 Ομοίως, η περιθώρια συνάρτηση κατανομής της τυχαίας μεταβλητής 
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Παρατηρούμε ότι 
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 Επομένως, οι τυχαίες μεταβλητές 
[image: image1083.wmf]X

 και 
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 είναι ανεξάρτητες.

Παράδειγμα 10 Η από κοινού συνάρτηση πιθανότητας της διδιάστατης διακριτής τυχαίας μεταβλητής 
[image: image1085.wmf])
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 Να εξεταστεί αν οι τυχαίες μεταβλητές 
[image: image1088.wmf]X

 και 
[image: image1089.wmf]Y

 είναι ανεξάρτητες και να υπολογιστεί η πιθανότητα 
[image: image1090.wmf]).
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Λύση. Για τη περιθώρια συνάρτηση πιθανότητας της τυχαίας μεταβλητής 
[image: image1091.wmf]X

 έχουμε 
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[image: image1093.wmf].
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Για τη περιθώρια συνάρτηση πιθανότητας της τυχαίας μεταβλητής 
[image: image1094.wmf]Y

 έχουμε 
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Οι τυχαίες μεταβλητές 
[image: image1097.wmf]X

 και 
[image: image1098.wmf]Y

 είναι ανεξάρτητες διότι 
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 Χρησιμοποιούμε την ανεξαρτησία των τυχαίων μεταβλητών 
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 και έχουμε
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Όμως,
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[image: image1105.wmf].
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Με αντικατάσταση στον προηγούμενο τύπο έχουμε
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6.5 Κατανομή του αθροίσματος ανεξάρτητων τυχαίων μεταβλητών

Η Πρόταση 3.5 μπορεί να γενικευτεί στην περίπτωση των δ.τ.μ. 
[image: image1107.wmf]).
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 είναι πραγματικές συναρτήσεις.
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Έστω 
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 δύο ανεξάρτητες διακριτές τυχαίες μεταβλητές που παίρνουν ακέραιες τιμές και έστω 
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[image: image1136.wmf] 
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Υποθέτουμε ότι η πραγματική μεταβλητή 
[image: image1142.wmf]t

 παίρνει τιμές σε ένα κατάλληλο διάστημα σύγκλισης των πιθανογεννητριών. Η τρίτη ισότητα είναι συνέπεια της ανεξαρτησίας των τυχαίων μεταβλητών 
[image: image1143.wmf].
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Παρόμοια αποτελέσματα προκύπτουν για τις ροπογεννήτριες και τις χαρακτηριστικές συναρτήσεις. Αν 
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Υποθέτουμε ότι η πραγματική μεταβλητή 
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Οι δύο τελευταίοι τύποι, όπως στην περίπτωση των πιθανογεννητριών, επεκτείνονται άμεσα με επαγωγή με συνέπεια η ροπογεννήτρια (ή η χαρακτηριστική συνάρτηση) του αθροίσματος πεπερασμένου πλήθους ανεξάρτητων τυχαίων μεταβλητών ισούται με το γινόμενο των ροπογεννητριών (ή των χαρακτηριστικών συναρτήσεων) τους. 
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Χρησιμοποιούμε τα αποτελέσματα του Παραδείγματος 16 του Κεφαλαίου 4 και έχουμε
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Το αποτέλεσμα του προηγούμενου παραδείγματος μπορεί να γενικευτεί για την περίπτωση που έχουμε 
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Σε κάθε ένα από τα τρία προηγούμενα παραδείγματα χρησιμοποιήσαμε ενδεικτικά μία από τις τρεις συναρτήσεις (πιθανογεννήτρια, ροπογεννήτρια, χαρακτηριστική συνάρτηση). Είναι φανερό ότι σε κάθε παράδειγμα θα μπορούσαμε να χρησιμοποιήσουμε εναλλακτικά οποιαδήποτε από τις υπόλοιπες γεννήτριες  συναρτήσεις.
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Η Πρόταση 4.2 μπορεί να γενικευτεί για 
[image: image1272.wmf]r
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(α) Ποια είναι η τιμή της σταθεράς 
[image: image1280.wmf]c

 και ποιες οι περιθώριες συναρτήσεις πιθανότητας των τυχαίων μεταβλητών 
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(β) Να υπολογιστούν οι μέσες τιμές των τυχαίων μεταβλητών 
[image: image1283.wmf]X
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(γ) Είναι 
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Για τη μέση τιμή της τυχαίας μεταβλητής 
[image: image1313.wmf],
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6.7 Συνδιακύμανση δύο τυχαίων μεταβλητών
Έστω 
[image: image1315.wmf]Y

X
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Το αντίστροφο δεν ισχύει. Δηλαδή, αν 
[image: image1331.wmf],

0

)

,

(

=

Y

X

Cov

 δεν έπεται ότι οι 
[image: image1332.wmf]Y

X

,

 είναι ανεξάρτητες. Ένα απλό παράδειγμα δύο εξαρτημένων τυχαίων μεταβλητών 
[image: image1333.wmf]Y

X

,

 που έχουν μηδενική συνδιακύμανση μπορεί να ληφθεί αν υποθέσουμε ότι η 
[image: image1334.wmf]X

 είναι τέτοια ώστε 
[image: image1335.wmf],

3

1

)

1

(

)

1

(

)

0

(

=

-

=

=

=

=

=

X

P

X

P

X

P

 και ορίσουμε την 
[image: image1336.wmf],

Y

 έτσι ώστε 
[image: image1337.wmf],

0

=

Y

 αν 
[image: image1338.wmf]0

¹

X

 και 
[image: image1339.wmf],

1

=

Y

 αν 
[image: image1340.wmf].

0

=

X

 Τότε 
[image: image1341.wmf],

0

=

XY

και επομένως, 
[image: image1342.wmf].

0

)

(

=

XY

E

 Επιπλέον, 
[image: image1343.wmf]0

)

(

=

X

E

 και 
[image: image1344.wmf].

0

)

(

)

(

)

(

)

,

(

=

-

=

Y

E

X

E

XY

E

Y

X

Cov

 Οι 
[image: image1345.wmf]Y

X

,

 είναι φανερά εξαρτημένες τυχαίες μεταβλητές.

Ισχύει η ακόλουθη πρόταση.
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Η προηγούμενη πρόταση μπορεί να γενικευτεί για 
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Ισχύει η ακόλουθη πρόταση.
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Απόδειξη. Είναι 
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Όμως, 
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Συνεπώς, 
[image: image1374.wmf].
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Επομένως, 
[image: image1375.wmf].
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6.8 Συντελεστής συσχέτισης δύο τυχαίων μεταβλητών

Έστω 
[image: image1376.wmf]X

 και 
[image: image1377.wmf]Y

 δύο τυχαίες μεταβλητές με πεπερασμένες μη-μηδενικές διασπορές για τις οποίες διαπιστώσαμε ότι 
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Επίσης, ισχύει ότι 
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Συνεπώς, 
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Ισχύει η ακόλουθη πρόταση.
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Ο συντελεστής συσχέτισης δύο τυχαίων μεταβλητών 
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 είναι ένα μέτρο του βαθμού της γραμμικής εξάρτησης των 
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 και 
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 Μία τιμή του συντελεστή συσχέτισης κοντά στο +1 ή στο -1 είναι ένδειξη υψηλού βαθμού γραμμικής εξάρτησης μεταξύ των 
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 καλούνται ασυσχέτιστες (uncorrelated). 
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Συνεπώς, 
[image: image1451.wmf].
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Παράδειγμα 20 Ένας αριθμός 
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Λύση. (α) Η τυχαία μεταβλητή 
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Επειδή 
[image: image1473.wmf],

2

1

]

[

=

X

E

 
[image: image1474.wmf],

12

1

]

[

=

X

Var

 προκύπτει, μετά από πράξεις, ότι 

[image: image1475.wmf].

12

1

2

12

1

6

4

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

,

(

2

4

3

2

3

+

-

-

+

-

=

-

=

a

a

a

a

a

R

Var

X

Var

R

E

X

E

XR

E

R

X

r


(β) Για να είναι οι τυχαίες μεταβλητές 
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Παράδειγμα 21 Η από κοινού συνάρτηση πυκνότητας της διδιάστατης συνεχούς τυχαίας μεταβλητής 
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Λύση. Για τις τυχαίες μεταβλητές 
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Οι τυχαίες μεταβλητές 
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 Για τις μέσες τιμές των τυχαίων μεταβλητών 
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Επειδή 
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 έπεται ότι οι τυχαίες μεταβλητές 
[image: image1507.wmf]X

 και 
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 είναι ασυσχέτιστες.

6.9 Εύρεση της κατανομής συναρτήσεων τυχαίων μεταβλητών
Έστω 
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Η από κοινού συνάρτηση πυκνότητας της διδιάστατης δ.τ.μ. 
[image: image1637.wmf])

,

(

Y

X

 είναι 


[image: image1638.wmf].

2

1

)

,

(

2

)

(

)

,

(

2

2

y

x

Y

X

e

y

x

f

+

-

=

p
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Η κατανομή της τυχαίας μεταβλητής 
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Η δεύτερη ισότητα είναι συνέπεια της ανεξαρτησίας των τυχαίων μεταβλητών 
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Παράδειγμα 26 Υποθέτουμε ότι η από κοινού συνάρτηση πιθανότητας της διδιάστατης διακριτής δ.τ.μ. 
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Παράδειγμα 27 Έστω ότι 
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Η τέταρτη ισότητα είναι συνέπεια της ανεξαρτησίας των τυχαίων μεταβλητών 
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Παράδειγμα 28 Η από κοινού συνάρτηση πυκνότητας της διδιάστατης συνεχούς δ.τ.μ. 
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Παράδειγμα 29 Η από κοινού συνάρτηση πιθανότητας μιας διδιάστατης διακριτής διανυσματικής τυχαίας μεταβλητής 
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Παράδειγμα 30 Η από κοινού συνάρτηση πυκνότητας της διδιάστατης συνεχούς δ.τ.μ. 
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Παράδειγμα 31 Η από κοινού συνάρτηση πυκνότητας της διδιάστατης συνεχούς διανυσματικής τυχαίας μεταβλητής 
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Παράδειγμα 32 Η από κοινού συνάρτηση πυκνότητας μιας διδιάστατης συνεχούς τυχαίας μεταβλητής 
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(β) Αν η 
[image: image1893.wmf]Y

 είναι μία συνεχής τυχαία μεταβλητή με συνάρτηση πυκνότητας 
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Στη συνέχεια θα αποδείξουμε την παραπάνω πρόταση για την περίπτωση κατά την οποία και οι δύο τυχαίες μεταβλητές 
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Παράδειγμα 33 Αν 
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 αν η 
[image: image1906.wmf]Y

 είναι μία συνεχής τυχαία μεταβλητή με σ.π. 
[image: image1907.wmf].
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Λύση. Έστω η τυχαία μεταβλητή 
[image: image1908.wmf]X

 τέτοια ώστε 
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 συμβαίνει και 
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[image: image1912.wmf]A

 δεν συμβαίνει. Ισχύει ότι 
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 Εφαρμόζοντας την πρόταση, έχουμε


[image: image1915.wmf].
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Το άνω σκέλος των τελευταίων δύο ισοτήτων αντιστοιχεί στην περίπτωση που η 
[image: image1916.wmf]Y

 είναι διακριτή και το κάτω σκέλος αντιστοιχεί στην περίπτωση που η 
[image: image1917.wmf]Y

 είναι συνεχής με σ.π. 
[image: image1918.wmf].
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Παράδειγμα 34 Οι τυχαίες μεταβλητές 
[image: image1919.wmf]N

X

X

,

,

1

K

 ακολουθούν τη διωνυμική κατανομή με παραμέτρους 
[image: image1920.wmf],
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[image: image1921.wmf]p

 και η τυχαία μεταβλητή 
[image: image1922.wmf]N

 είναι ανεξάρτητη των 
[image: image1923.wmf]N
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 και ακολουθεί την κατανομή Poisson με παράμετρο 
[image: image1924.wmf].
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 Υπολογίστε τη μέση τιμή 
[image: image1925.wmf].
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Λύση. Ισχύει ότι 
[image: image1926.wmf].
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Η δεύτερη ισότητα είναι συνέπεια της ανεξαρτησίας των τυχαίων μεταβλητών 
[image: image1927.wmf]N

 και 
[image: image1928.wmf].
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 Άρα, 
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Συνεπώς, 
[image: image1930.wmf].
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 Η τελευταία ισότητα προκύπτει διότι 
[image: image1931.wmf]~
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Poisson
[image: image1932.wmf]).
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Παράδειγμα 35 Υποθέτουμε ότι ο αριθμός των ταξιδιωτών που φθάνουν σε ένα σιδηροδρομικό σταθμό μέχρι τη χρονική στιγμή 
[image: image1933.wmf],

t

 ακολουθεί την κατανομή Poisson
[image: image1934.wmf]),
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 όπου 
[image: image1935.wmf]l

 είναι ο ρυθμός με τον οποίον οι ταξιδιώτες φθάνουν στο σιδηροδρομικό σταθμό. Αν η χρονική στιγμή άφιξης του τρένου στο σταθμό ακολουθεί την Ομοιόμορφη κατανομή στο διάστημα 
[image: image1936.wmf])
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 και είναι ανεξάρτητη των αφίξεων των ταξιδιωτών στο σταθμό, ποια είναι η μέση τιμή του αριθμού των ταξιδιωτών που επιβιβάζονται στο τρένο;

Λύση. Έστω η τυχαία μεταβλητή 
[image: image1937.wmf])
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 που αναπαριστά τον αριθμό των αφίξεων των ταξιδιωτών στο σταθμό μέχρι τη χρονική στιγμή 
[image: image1938.wmf],
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[image: image1939.wmf].
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 Έστω ότι η τυχαία μεταβλητή 
[image: image1940.wmf]Y

 αναπαριστά τη χρονική στιγμή άφιξης του τρένου στο σταθμό. Ισχύει ότι 
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[image: image1942.wmf])
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 και 
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Ομοιόμορφη
[image: image1944.wmf]).
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 Ζητάμε τη μέση τιμή 
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Ισχύει ότι 
[image: image1946.wmf][
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 Η δεύτερη ισότητα είναι συνέπεια της ανεξαρτησίας των τυχαίων μεταβλητών 
[image: image1947.wmf]Y

 και 
[image: image1948.wmf]).
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 Η τελευταία ισότητα προκύπτει διότι 
[image: image1949.wmf]~

)

(

t

N

Poisson
[image: image1950.wmf]).

(

t

l

 
Άρα, 
[image: image1951.wmf].
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 Συνεπώς, 
[image: image1952.wmf][
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Η τελευταία ισότητα προκύπτει διότι 
[image: image1953.wmf]~
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Ομοιόμορφη
[image: image1954.wmf]).
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Παράδειγμα 36  Ένας μεταλλωρύχος είναι παγιδευμένος σε ένα ορυχείο το οποίο έχει τρεις πόρτες. Η πρώτη πόρτα οδηγεί σε ένα τούνελ το οποίο τον απελευθερώνει μετά από πορεία τριών ωρών. Η δεύτερη πόρτα οδηγεί σε ένα τούνελ το οποίο τον ξαναφέρνει στο ορυχείο μετά από πορεία πέντε ωρών. Η τρίτη πόρτα οδηγεί σε ένα τούνελ το οποίο τον ξαναφέρνει στο ορυχείο μετά από πορεία επτά ωρών. Αν υποθέσουμε ότι πάντοτε ο μεταλλωρύχος διαλέγει κάποια από τις τρεις πόρτες με την ίδια πιθανότητα, ποιος είναι ο αναμενόμενος χρόνος μέχρι την απελευθέρωσή του;

Λύση. Έστω 
[image: image1955.wmf]Y

 η τυχαία μεταβλητή που αναπαριστά το χρόνο μέχρι την απελευθέρωση και 
[image: image1956.wmf]X

 η τυχαία μεταβλητή που αναπαριστά την πόρτα που διαλέγει αρχικά ο μεταλλωρύχος. Ζητάμε τη μέση τιμή 
[image: image1957.wmf]].
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[image: image1959.wmf]]).
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Όμως, εξ υποθέσεως, ισχύει ότι 
[image: image1960.wmf],
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 EMBED Equation.3  [image: image1961.wmf]],
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[image: image1962.wmf]].
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Άρα, 
[image: image1963.wmf].
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