PAGE  
4

1.Εισαγωγή. Η έννοια της κωδικοποίησης.


Με την ραγδαία ανάπτυξη της πληροφορικής και της τεχνολογίας υπολογιστών παρουσιάστηκαν διάφορα προβλήματα ασφάλειας που αφορούν την εξασφάλιση της μυστικότητας και ακεραιότητας των αποθηκευμένων και διακινούμενων δεδομένων. Η κωδικοποίηση και η κρυπτογραφία, ως επιστήμες της ασφαλούς επικοινωνίας προσφέρουν διάφορες τεχνικές για την αντιμετώπιση αυτών των προβλημάτων. Μέχρι πρόσφατα ο ρόλος τους περιοριζόταν στο στρατιωτικό και διπλωματικό τομέα. 

Από το 1976 μετά τη δημοσίευση της θεμελιώδους εργασίας των Diffie & Hellman άρχισε μία νέα εποχή για την κρυπτογραφία και την κωδικοποίηση με την επέκταση της εφαρμογής τους σε πλήθος ανθρώπινων δραστηριοτήτων. Έτσι σήμερα μπορούν να ανταποκριθούν στις ανάγκες του ευρύτερου κοινωνικού χώρου με πλήθος εφαρμογών στη βιομηχανία, στις τράπεζες και σύνολο επιχειρήσεων και υπηρεσιών.

Στην εργασία αυτή γίνεται μία προσέγγιση στην έννοια της κωδικοποίησης και της θεωρίας κωδίκων. Επίσης, παρουσιάζεται ο εκτεταμένος κώδικας Golay και εφαρμογές του.

Παραδείγματα κωδικοποίησης με την ευρεία έννοια, δηλαδή της δημιουργίας και χρήσης ενός «κώδικα» για την παράσταση και μεταβίβαση μηνυμάτων, θα μπορούσαμε να διακρίνουμε από την αρχαιότητα μέχρι και σήμερα.

Από την πρόσφατη ιστορία, θα μπορούσαμε να αναφερθούμε στη χρήση του μορσικού αλφαβήτου, όπου κάθε γράμμα και κάθε αριθμός αποδίδεται με μια διακριτή ακολουθία από τελείες και παύλες, οι οποίες εναλλάσσονται κατά μοναδικό τρόπο κατά περίπτωση. Η καθιέρωση και χρήση του συγκεκριμένου κώδικα, έγινε για να είναι δυνατή η αποστολή μηνυμάτων με την χρήση τεχνολογικών μέσων περιορισμένων δυνατοτήτων, τα οποία μπορούσαν να «μεταφέρουν» δύο καταστάσεις, αυτές της τελείας και της παύλας. Ο συγκεκριμένος κώδικας χρησιμοποιήθηκε ευρέως κατά το παρελθόν, ενώ ακόμη και σήμερα χρησιμοποιείται σε διάφορες  εφαρμογές, κυρίως στη ναυτιλία. Λόγω της απλότητας που έχει το μορσικό αλφάβητο, είναι δυνατό τα μηνύματα που παραλαμβάνουμε να είναι διαφορετικά από τα αποστελλόμενα. Αυτό οφείλεται στο «θόρυβο», δηλαδή σε ανεπιθύμητες ενοχλήσεις που είναι δυνατό να επηρεάσουν τα αποστελλόμενα μηνύματα, μεταβάλλοντας αυτά.

Εξαιτίας του θορύβου που προαναφέρθηκε, πολλές επιχειρήσεις καθιερώνουν δικούς τους κώδικες για την ασφαλή αποστολή μηνυμάτων. Χαρακτηριστικό παράδειγμα, αποτελεί κάποιο πρακτορείο εισιτηρίων, το οποίο έχει καθιερώσει ένα δικό του κώδικα για την αναφορά των στοιχείων των πελατών του, κατά τη διαδικασία κράτηση θέσεων, όταν αυτή γίνεται τηλεφωνικά. Κατά τον κώδικα αυτόν, το κάθε γράμμα αποδίδεται από μία διακριτή λέξη, η οποία ξεκίνα από αυτό το γράμμα. Επίσης αντί για την αναφορά ολόκληρου του ονόματος κάποιου πελάτη, όπως γίνεται στην καθομιλουμένη, αναφέρονται οι λέξεις που αποδίδουν το κάθε γράμμα του ονόματος σε μια ακολουθία λέξεων με τη σειρά που έχει το γράμμα στο όνομα. Για παράδειγμα, το επώνυμο ΝΙΚΟΛΑΟΥ αποδίδεται από τον συγκεκριμένο κώδικα με την εξής ακολουθία λέξεων: Νίκη-  Ίσκιος- Κάτω - Ορμή- Λαός -Άνδρας –Ορμή- Υγρό.

Η μεταβίβαση μηνυμάτων με τη χρήση του κώδικα αυτού, διασφαλίζει μεγαλύτερη ασφάλεια στην σωστή αναφορά ονομάτων και την αποφυγή συγχύσεων και λαθών που θα προκαλούσε ο «θόρυβος» κατά την τηλεφωνική τους αναφορά . Το  κόστος είναι ότι η χρήση του συγκεκριμένου κώδικα είναι πιο χρονοβόρα και επίπονη, ωστόσο ο παράγοντας της ασφάλειας είναι πιο σημαντικός στη συγκεκριμένη περίπτωση.

Η αλματώδης εξέλιξη της τεχνολογίας κατά τις τελευταίες δεκαετίες δημιούργησε πολύ σύνθετα ζητήματα αναφορικά με την αποτελεσματικότητα, την ακρίβεια και την ασφάλεια στη μεταβίβαση πληροφοριών με τη χρήση τεχνολογικών μέσων. Η προσπάθεια αντιμετώπισης των ζητημάτων αυτών οδήγησε στην εξέλιξη της κρυπτογραφίας και κωδικοποίησης. Στην κρυπτογραφία μελετώνται μέθοδοι εξασφάλισης της μυστικότητας και γνησιότητας των μηνυμάτων που ανταλλάσσονται μεταξύ δύο ή περισσότερων οντοτήτων. Αντίθετα στην κωδικοποίηση μελετώνται μέθοδοι-κώδικες για την αποστολή μηνυμάτων και διόρθωση-αποκάλυψη των σφαλμάτων.

2. Βασικές έννοιες θεωρίας κωδίκων.

Στα πλαίσια της κωδικοποίησης ως επιστημονικής δραστηριότητας αναπτύσσεται η Θεωρία Κωδίκων, η οποία μελετά μεθόδους αποτελεσματικής και ακριβούς μεταβίβασης πληροφοριών μεταξύ δύο ή περισσοτέρων οντοτήτων.

Η διαδικασία μετάδοσης πληροφοριών, αποδίδεται στο παρακάτω διάγραμμα:


Το κανάλι μετάδοσης αποτελεί το φυσικό μέσο, διαμέσου του οποίου μεταδίδεται η πληροφορία. Οι τηλεφωνικές γραμμές και η ατμόσφαιρα είναι παραδείγματα καναλιών.

Η έννοια του « θορύβου» αποδίδει το σύνολο ανεπιθύμητων ενοχλήσεων-παρεμβάσεων στο κανάλι μετάδοσης, οι οποίες  μπορούν να προκαλέσουν διαφοροποίηση μεταξύ μεταδιδόμενης και ληφθείσας πληροφορίας. Θόρυβος μπορεί να προκληθεί για παράδειγμα, από ηλιακές κηλίδες, αστραπές, τσακίσματα της μαγνητικής ταινίας, βροχές μετεωριτών, «φορτωμένες» τηλεφωνικές γραμμές, τυχαία ραδιοπαρεμβολή κ.α.  

Η θεωρία κωδικών ασχολείται με την αντιμετώπιση του θορύβου στις επικοινωνίες. Προς τούτο, αναπτύσσει κώδικες, οι οποίοι θα είναι ικανοί να κωδικοποιήσουν το σύνολο των μηνυμάτων και θα έχουν τη δυνατότητα ανίχνευσης και διόρθωσης των λαθών που οφείλονται στην ύπαρξη θορύβου.

Η αποτελεσματικότητα ενός κώδικα κρίνεται από τις εξής παραμέτρους:

1. Γρήγορη κωδικοποίηση πληροφοριών.

2. Εύκολη μετάδοση των κωδικοποιημένων μηνυμάτων.

3. Γρήγορη αποκωδικοποίηση των ληφθέντων μηνυμάτων.

4. Διόρθωση λαθών, λόγω «θορύβου». 

5. Μέγιστη μετάδοση πληροφοριών στη μονάδα του χρόνου.

3. ΔΥΑΔΙΚΟΙ ΚΩΔΙΚΕΣ (BINARY CODES)

3.1 ΟΡΙΣΜΟΣ
Μια ιδιαίτερα σημαντική κατηγορία κωδίκων με ευρεία χρήση και πολλές εφαρμογές στην ψηφιακή τεχνολογία αποτελούν οι δυαδικοί κώδικες.

Δυαδικός ονομάζεται ο κώδικας, ο οποίος κωδικοποιεί την πληροφορία σε μια ακολουθία από μηδενικά και άσσους, τα οποία ονομάζονται ψηφία. Μία ακολουθία ψηφίων, η οποία εμπεριέχει μια αυτοτελή πληροφορία(μήνυμα) ονομάζεται λέξη, ενώ το πλήθος των ψηφίων της ονομάζεται μήκος (length) της λέξης. Κάθε λέξη ενός κώδικα ονομάζεται κωδικολέξη.

Για παράδειγμα, ο κώδικας C που αποτελείται από όλες τις λέξεις μήκους 3, είναι ο εξής:

C= (000, 100, 010, 001, 110, 101, 011, 111(
Το πλήθος των κωδικολέξεων του C δίνεται από τη σχέση:(C(= 23 =8. Άρα ο κώδικας C έχει τη δυνατότητα να κωδικοποιήσει το πολύ 8 μηνύματα.

3.2 ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ ΔΥΑΔΙΚΩΝ ΚΩΔΙΚΩΝ - ΙΣΤΟΡΙΚΗ ΑΝΑΔΡΟΜΗ

Το πρώτο δείγμα συστηματικής χρήσης δυαδικού κώδικα για κωδικοποίηση δεδομένων σημειώθηκε το 1934, όταν ο Γερμανός μηχανικός Konrad Zuse είχε την ιδέα να εφαρμόσει το δυαδικό αριθμητικό σύστημα στις μηχανικές υπολογιστικές μηχανές. Μέχρι τότε χρησιμοποιούνταν αποκλειστικά το δεκαδικό, το οποίο απαιτούσε για κάθε ψηφίο δέκα διαφορετικές μηχανικές θέσεις υπό τη μορφή γραναζιών ή ραβδιών. Το δυαδικό σύστημα, με τη χρήση του οποίου κωδικοποιήθηκαν τα δεδομένα περιορίζονταν στους αριθμούς 0 και 1. Το γεγονός αυτό συνεπάγονταν απλοποίηση στην παράσταση των δεδομένων με αντίβαρο, όμως οι δυαδικοί αριθμοί να έχουν πολύ περισσότερα ψηφία από τους αντίστοιχους δεκαδικούς. Την εφαρμογή αυτή ευνόησε το υψηλό επίπεδο που είχε φτάσει η τεχνική των ηλεκτρονόμων τη συγκεκριμένη εποχή.

Σήμερα η κωδικοποίηση δεδομένων με τη χρήση δυαδικού κώδικα είναι ιδιαίτερα διαδεδομένη στις σύγχρονες τεχνολογίες. Χαρακτηριστικό παράδειγμα αποτελεί η παράσταση της πληροφορίας και  διακίνησης της μέσα στο ηλεκτρονικό κύκλωμα του υπολογιστή με χρήση του κώδικα ASCII. 

3.3 ΒΑΣΙΚΕΣ ΥΠΟΘΕΣΕΙΣ - ΠΕΡΙΟΡΙΣΜΟΙ.

Στα πλαίσια της παρούσας εργασίας, θα γίνουν κάποιες βασικές υποθέσεις  προκειμένου να θεμελιωθούν και να επεξηγηθούν στη συνέχεια συγκεκριμένοι κώδικες και διαδικασίες αποκωδικοποίησης. Αυτές οι υποθέσεις εντοπίζονται στα εξής σημεία:

1. Οι χρησιμοποιούμενοι κώδικες θα είναι δυαδικοί μπλοκ κώδικες, δηλαδή όλες οι λέξεις τους θα έχουν το ίδιο μήκος.

2. Τόσο η αποστελλόμενη όσο και η παραληφθείσα λέξη θα έχουν το ίδιο μήκος n και θα αποτελούνται από δυαδικά ψηφία. Δεν αποκλείεται όμως η παραληφθείσα λέξη να είναι διαφορετική από τη σταλθείσα.

3. Κατά τη μετάδοση των κωδικολέξεων, έστω και εάν αλλάζει ένα δυαδικό ψηφίο  από 0 σε 1 και αντίστροφα, δεν μπορεί να χαθεί κανένα ψηφίο. Οπότε δεν υπάρχει δυσκολία να αναγνωρίσουμε την αρχή, το τέλος και επιμέρους ψηφία μιας λέξης από μια ακολουθία ψηφίων που θα παραλειφθεί. Έτσι, εάν χρησιμοποιήσουμε κωδικολέξεις μήκους 2 και λάβουμε 01101101 μπορούμε να διακρίνουμε ότι λάβαμε τις παρακάτω 4 λέξεις κατά σειρά: 01, 10, 11, 01.

4. Ο θόρυβος απλώνεται ισοπίθανα και ομοιογενώς, σε αντίθεση με το να απλώνεται σε δέσμες (ρίπες) που λέγονται εκρήξεις. Αυτό σημαίνει ότι η πιθανότητα ένα τυχαίο ψηφίο που λαμβάνουμε να είναι εσφαλμένο, είναι η ίδια ακριβώς με οποιοδήποτε άλλο ψηφίο και δεν επηρεάζεται από λάθη σε γειτονικά ψηφία.

5. Το δυαδικό κανάλι είναι συμμετρικό, εν συντομία (ΔΣΚ), δηλαδή τα 0 και 1 λαμβάνονται με την ίδια πιθανότητα λάθους.

6. Η αξιοπιστία ενός δυαδικού συμμετρικού καναλιού είναι ένας πραγματικός αριθμός p((0,1(, ο οποίος συμβολίζει την πιθανότητα το ψηφίο(0 ή 1) που λαμβάνεται να είναι εκείνο ακριβώς που έχει αποσταλεί. Στην παρούσα εργασία θα θεωρούμε ότι η αξιοπιστία p του (ΔΣΚ) ικανοποιεί τη σχέση:   1(2 ( p  ( 1

7. Το πλήθος των μονάδων μιας κωδικολέξης v ονομάζεται βάρος αυτής, και συμβολίζεται ως wt(v).

8. Απόσταση δύο κωδικολέξεων v και w ονομάζουμε το πλήθος των ψηφίων που διαφέρουν, και συμβολίζεται ως d(v, w). Το άθροισμα   u=v+w ονομάζεται υπόδειγμα λάθους και έχει άσσους σε εκείνες ακριβώς τις θέσεις όπου οι  v και w έχουν διαφορετικά ψηφία. 
3.4 ΑΛΓΕΒΡΙΚΗ ΔΟΜΗ.

Για να είναι δυνατή η επεξεργασία ενός μεγάλου αριθμού δυαδικών κωδιολέξεων προσδιορίζουμε στους δυαδικούς μπλοκ κώδικες κάποια αλγεβρική δομή, με τον παρακάτω τρόπο:

1. Έστω Κ το σύνολο Κ=(0,1(. Για το σύνολο Κ ορίζουμε τις εξής πράξεις:

· Δυαδική πρόσθεση: 0+0=0,

                                       0+1=1,

                                       1+0=1,

                                       1+1=0.

· Δυαδικός πολλαπλασιασμός:  0 *0 = 0,

                                                      1 * 0 = 0,

                                                      0 * 1 = 0,

                                                      1 * 1 = 1.

2. Ορίζουμε ως Κn  το σύνολο όλων των δυαδικών λέξεων μήκους n. Για το Κn ορίζουμε:

·  Πρόσθεση κατά συντεταγμένες.

·  Βαθμωτό πολλαπλασιασμό των στοιχείων του Κ επί τα   στοιχεία του Κn, ο οποίος ορίζεται κατά συντεταγμένες ως εξής: 

        Για κάθε στοιχείο ν του Κn θα είναι :  0 * ν = 0 και          

                                                                     1 * ν = ν.

Εύκολα αποδεικνύεται ότι ο Κn εφοδιασμένος με τις παραπάνω πράξεις αποτελεί ένα διανυσματικό χώρο πάνω από το σώμα Κ.

Ένας κώδικας C, ονομάζεται γραμμικός όταν είναι κλειστός ως προς την πρόσθεση των λέξεων ( το άθροισμα ν+w ανήκει στον C, για οποιεσδήποτε λέξεις ν και w του C ). Έτσι ένας γραμμικός κώδικας έχει την αλγεβρική δομή του διανυσματικού χώρου οπότε αποτελεί έναν διανυσματικό υπόχωρο του Κn.

Για παράδειγμα, ο C= (000, 010,100, 110( είναι γραμμικός κώδικας (υπόχωρος του Κ3), επειδή όλα τα αθροίσματα των λέξεων του:

000+000=000             000+110=110        100+110=010    ανήκουν στον C.

000+100=100             010+100=110

000+010=010             010+110=100

Επειδή ο γραμμικός κώδικας είναι διανυσματικός υπόχωρος του Κn, θα πρέπει να περιέχει τη μηδενική λέξη. Αυτό είναι αναγκαία συνθήκη, όχι όμως και ικανή για να είναι ένας κώδικας γραμμικός. Οι γραμμικοί κώδικες είναι αρκετά δομημένοι και έχουν πολλά πλεονεκτήματα σε σχέση με τους τυχαίους κώδικες κατά την επεξεργασία τους (ταχύτητα κωδικοποίησης - αποκωδικοποίησης, χρήση λιγότερου αποθηκευτικού χώρου κ.α)

4. ΑΝΙΧΝΕΥΣΗ & ΔΙΟΡΘΩΣΗ ΛΑΘΩΝ

Κατά την διαδικασία ανίχνευσης λάθους ο αποκωδικοποιητής ανιχνεύει το λάθος που προκαλείται κατά τη μετάδοση μιας λέξης, λόγω του «θορύβου».Ωστόσο, όταν πραγματοποιείται διόρθωση λάθους ο αποκωδικοποιητής ανιχνεύει και «διορθώνει» το λάθος που οφείλεται στον θόρυβο. Δηλαδή, προσδιορίζεται με τη μέγιστη πιθανότητα η λέξη που στάλθηκε από τον Μεταδότη (κωδικοποιητή) και η οποία παραμορφώθηκε-άλλαξε εξαιτίας του θορύβου κατά την διάδοση της μέσω του καναλιού.   

Για να ανιχνεύσουμε ένα λάθος θα πρέπει η λέξη που παραλαμβάνουμε να μην ανήκει στον κώδικα, δηλαδή να μην είναι κωδικολέξη. Αν αντίθετα λάβουμε μια κωδικολέξη, τότε είναι αδύνατο να ανιχνεύσουμε ενδεχόμενα λάθη που εισήχθησαν κατά την μετάδοση. 

5. ΨΗΦΙΑ ΕΛΕΓΧΟΥ ΙΣΟΤΙΜΙΑΣ

(PARITY CHECK-ΨΗΦΙΑ)

 Συχνά για να αυξήσουμε την ικανότητα ανίχνευσης και διόρθωσης ενός κώδικα προσθέτουμε στο τέλος κάθε κωδικολέξης ένα συγκεκριμένο αριθμό ψηφίων, τα οποία ονομάζονται parity check ψηφία. Το πλήθος των ψηφίων που θα προσθέσουμε και ο τρόπος προσδιορισμού τους εξαρτάται από το πρόβλημα που καλούμαστε να επιλύσουμε, ενώ με τη διαδικασία αυτή προκύπτει ένας νέος κώδικας.

Έστω για παράδειγμα ότι ο κώδικας C= (00, 01,10, 11(.Ο C περιέχει όλες τις λέξεις μήκους 2, οπότε οποιαδήποτε παραληφθείσα λέξη είναι κωδικολέξη και σύμφωνα με τα παραπάνω ο C δεν μπορεί να ανιχνεύσει κανένα λάθος. 

Εάν τροποποιήσουμε τον κώδικα C προσθέτοντας ένα τρίτο ψηφίο σε κάθε κωδικολέξη έτσι ώστε το πλήθος των άσσων σε κάθε κωδικολέξη να είναι άρτιο, τότε προκύπτει ο κώδικας C2 = (000, 011, 101,110 (.Το επιπλέον ψηφίο λέγεται ψηφίο ελέγχου της ισοτιμίας, ενώ ο κώδικας C2 λέγεται εκτεταμένος κώδικας (extended code) του  C. Ο νέος κώδικας C2 θα έχει αυξημένες δυνατότητες ανίχνευσης και διόρθωσης λαθών. Εάν λάβουμε την λέξη ν2 = 010, τότε επειδή δεν είναι κωδικολέξη, έχουμε ανιχνεύσει ότι κάποιο λάθος έχει γίνει κατά τη μετάδοση.

6. ΜΙΑ ΜΕΘΟΔΟΣ ΔΙΟΡΘΩΣΗΣ ΛΑΘΩΝ.

Κατά τη διαδικασία διόρθωσης λαθών για μια παραληφθείσα λέξη w, αναζητούμε την κωδικολέξη v που έχει την μεγαλύτερη πιθανότητα να στάλθηκε μέσω ενός Δυαδικού Συμμετρικού Καναλιού (ΔΣΚ) με αξιοπιστία p. 

Με τις βασικές υποθέσεις της ενότητας 3.3, αποδεικνύεται ότι η πιθανότητα να σταλεί η κωδικολέξη v και να παραληφθεί η κωδικολέξη w δίνεται από τη σχέση: Φp(v,w) = pn-d (1-p)d ,όπου d συμβολίζουμε το πλήθος των ψηφίων που διαφωνούν οι v, w και p συμβολίζουμε την αξιοπιστία του ΔΣΚ. 

Οπότε κατά τη διαδικασία διόρθωσης λάθους αναζητούμε την κωδικολέξη v, η οποία ως αποσταλθείσα μεγιστοποιεί την τιμή της πιθανότητας Φp(v,w) για δεδομένη παραληφθείσα w.

Στην περίπτωση που το (ΔΣΚ) έχει αξιοπιστία p με  1(2 ( p  ( 1 και για τις κωδικολέξεις v1 και v2 με αποστάσεις από μια παραληφθείσα λέξη w: d1 και d2 αντίστοιχα, αποδεικνύεται με απλή εφαρμογή της σχέσης Φp (v,w) = p n-d (1-p)d  ότι ισχύει:  

Φp(v2,w)   ( Φp(v1,w) ( d1  ( d2
Αυτή η σχέση υποδεικνύει μια μέθοδο διόρθωσης λάθους, κατά την οποία διορθώνουμε μια παραληφθείσα λέξη w στην κωδικολέξη που διαφωνεί με όσο το δυνατό λιγότερα ψηφία δηλαδή έχει την ελάχιστη απόσταση από την w. Η μέθοδος αυτή είναι γνωστή ως Αποκωδικοποίηση μέγιστης πιθανότητας, εν συντομία (ΑΜΠ).

7. Η ΑΠΟΚΩΔΙΚΟΠΟΙΗΣΗ
ΜΕΓΙΣΤΗΣ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑΣ

(ΑΜΠ).

Υπάρχουν δυο διαφορετικά είδη της (ΑΜΠ), τα εξής:

1. Πλήρης Αποκωδικοποίηση Μέγιστης Πιθανότητας, εν συντομία (ΠΑΜΠ), η οποία εφαρμόζεται ως εξής:

· Εάν υπάρχει μια μοναδική κωδικολέξη v πιο κοντά στην w από κάθε λέξη στο C, τότε αποκωδικοποιούμε την w ως v. Δηλαδή, η w αποκωδικοποιείται στην v, αν και μόνο αν, d(v,w)( d(v1,w) για κάθε κωδικολέξη v1  διαφορετική της v.

· Εάν υπάρχουν πολλές κωδικολέξεις με την ίδια απόσταση από την w, επιλέγουμε αυθαίρετα κάποια απ’αυτές και συμπεραίνουμε ότι αυτή είναι η κωδικολέξη που στάλθηκε. 

2. Ημιτελής Αποκωδικοποίηση Μέγιστης Πιθανότητας, εν συντομία (ΗΑΜΠ), η οποία εφαρμόζεται ως εξής:

· Ισχύει ότι αναφέρθηκε και για την πρώτη περίπτωση του ΠΑΜΠ.

· Εάν υπάρχουν πολλές κωδικολέξεις με την ίδια απόσταση από την w, τότε δεν γίνεται αποκωδικοποίηση και ζητάμε επαναποστολή του μηνύματος.

Η ΑΜΠ αποτυγχάνει στις περιπτώσεις που κατά τη μετάδοση του μηνύματος μέσα από ένα ΔΣΚ στο οποίο έχουν γίνει παρά πολλά λάθη. Στα πλαίσια της παρούσας εργασίας και στην επόμενη ενότητα θα γίνει χρήση της ΗΑΜΠ.

Η συνολική δομή που θα έχει ο κώδικας που θα επιλέξουμε, θα προσδιορίσει και τη διαδικασία εφαρμογής του αλγορίθμου της ΑΜΠ και την αποτελεσματικότητα αυτού.

Κατά την εφαρμογής της ΗΑΜΠ για έναν οποιοδήποτε κώδικα C ( γραμμικό ή μη) για να αποκωδικοποιηθεί μια παραληφθείσα λέξη w, ακολουθούμε την εξής διαδικασία:

· Υπολογίζω το υπόδειγμα λάθους u = v + w, για όλες τις κωδικολέξεις v.
·  Επιλέγω την κωδικολέξη v, για την οποία  το υπόδειγμα λάθους  u έχει το μικρότερο βάρος.

· Η κωδικολέξη v που επιλέξαμε θα είναι η αποκωδικοποιηθείσα. 

8. ΒΑΣΙΚΕΣ ΕΝΝΟΙΕΣ ΓΡΑΜΜΙΚΩΝ ΚΩΔΙΚΩΝ.

8.1 Βάση &διάσταση. O δυϊκός κώδικας.

Στην ενότητα 3.4 τους παρούσας εργασίας παρουσιάστηκαν οι γραμμικοί μπλοκ κώδικες, μήκους n οι οποίοι έχουν την αλγεβρική δομή του διανυσματικού χώρου πάνω στο σώμα Κ, οπότε αποτελούν διανυσματικούς υποχωρους του συνόλου όλων των δυαδικών λέξεων μήκους n, δηλαδή του Κn.

Mε βάση αυτή την ιδιότητα θα μπορούσαμε να ορίσουμε τη βάση S τους γραμμικού κώδικα C, ως το σύνολο των λέξεων του C που πληροί τους εξής δυο ιδιότητες:

1.  Το S παράγει τo κώδικα C, δηλαδή C=( S(.

2. Το σύνολο των στοιχείων (κωδικολέξεων) του S είναι γραμμικά ανεξάρτητο.

Γενικά, τους γραμμικός κώδικας ως διανυσματικός χώρος, συνήθως έχει τους βάσεις. Ωστόσο, τους οι βάσεις για δεδομένο γραμμικό κώδικα περιέχουν το ίδιο πλήθος στοιχείων. Το πλήθος των στοιχείων μιας οποιασδήποτε βάσης τους γραμμικού κώδικα καλείται διάσταση του γραμμικού κώδικα. Τους αποδεικνύεται ότι τους γραμμικός κώδικας C διάστασης k ,περιέχει ακριβώς 2κ κωδικολέξεις. Δηλαδή, (C(= 2κ ,όπου k η διάσταση C.

Τους, για κάθε γραμμικό κώδικα  C, μπορούμε να ορίσουμε τον δυϊκό κώδικα του C, ο οποίος συμβολίζεται με C( και αποτελείται από το σύνολο των λέξεων του διανυσματικού χώρου Κn, οι οποίες είναι ορθογώνιες τους το σύνολο όλων των κωδικολέξεων του C, δηλαδή για κάθε v(C και w(C( το εσωτερικό τους γινόμενο είναι μηδέν: v*w=0. Εάν C=( S( αποδεικνύεται ότι C(= S(, όπου S( είναι το ορθογώνιο συμπλήρωμα τους βάσεως S του C. Το C( είναι υπόχωρος του Κn, είναι δηλαδή γραμμικός κώδικας.

Οι διαστάσεις των C και C( συνδέονται από τη σχέση: 
Διάσταση του C + Διάσταση του C( = n,
 όπου με n συμβολίζουμε το μήκος των λέξεων τους.
Αν ο γραμμικός κώδικας C, έχει μήκος n, διάσταση k και απόσταση d, τότε λέμε ότι ο C είναι ένας (n, k ,d ) γραμμικός κώδικας και συμβολίζεται ως C(n, k, d).

Με βάση τα παραπάνω, είμαστε σε θέση να ορίσουμε δυο πολύ σημαντικούς πίνακες για τον γραμμικό κώδικα, τον γεννήτορα πίνακα και τον πίνακα έλεγχου ισοτιμίας.

8.2 Γεννήτορας και parity check πίνακας.

Κάθε πίνακας του οποίου οι γραμμές σχηματίζουν μια βάση του C, θα ονομάζεται γεννήτορας πίνακας του C και συμβολίζεται με G. Εάν o Cείναι (n, k, d) γραμμικός κώδικας ,ο G θα έχει διάσταση k*n.

Ένας πίνακας Η καλείται parity check (πίνακας ελέγχου ισοτιμίας) για ένα γραμμικό κώδικα C αν οι στήλες του Η αποτελούν μια βάση για τον δυϊκό κώδικα C(. Εάν ο C είναι (n, k,d) γραμμικός κώδικας, ο C( θα έχει μήκος n και διάσταση n-k , οπότε κάθε  parity check πίνακας για τον C πρέπει να έχει διάσταση: n*(n-k).

Για τον γεννήτορα και τον parity check πίνακα, αποδεικνύεται ένα σύνολο ιδιοτήτων. Χαρακτηριστικά αναφέρονται οι παρακάτω:

· O H είναι ένας parity check πίνακας του C, αν και μόνο αν, είναι ένας γεννήτορας πίνακας για τον C(.
· Αν G , H  είναι γεννήτορες και parity check πίνακες αντίστοιχα, ενός γραμμικού κώδικα C τότε G * H = 0, όπου με 0 συμβολίζουμε τον μηδενικό πίνακα διάστασης k*(n-k).

8.3 Σύμπλοκα – σύνδρομο

Εάν C είναι ένας γραμμικός κώδικας μήκους n, και εάν u είναι μια λέξη μήκους n, ορίζουμε το συμπλοκο του C που ορίζεται από τη u να είναι το σύνολο όλων των λέξεων της μορφής v+u καθώς το v διατρέχει τις κωδικολέξεις του C. Συμβολίζουμε αυτό το συμπλοκο με C+u. Δηλαδή C+u=(u + v | v(C(.

Έστω ένας parity check πίνακας για έναν γραμμικό κώδικα C(n, k, d). Για κάθε λέξη w του Kn, ορίζουμε ως σύνδρομο της w τη λέξη wH του Kn-k .

Ισχύουν οι εξής ιδιότητες:

· Δύο λέξεις u, v μήκους n ανήκουν στο ίδιο σύμπλοκο του C(n, k, d), αν και μόνο αν το άθροισμα u+v ανήκει στο C.

· Δυο λέξεις u, v μήκους n ανήκουν στο ίδιο σύμπλοκο του C, αν και μόνο αν τα σύνδρομα τους είναι ίσα, δηλαδή wΗ = uH.

· Μια λέξη του Kn είναι κωδικολέξη του C(n, k, d), αν και μόνο αν, wH=0.

8.4   Η ΑΜΠ για τους γραμμικούς κώδικες.

        Κατά την εφαρμογή της Αποκωδικοποίησης Μέγιστης Πιθανότητας αξιοποιούνται οι παραπάνω ιδιότητες, ως εξής:
1. Εάν v η κωδικολέξη που αποστέλλεται, u το υπόδειγμα λάθους και w η παραληφθείσα,  τότε ισχύει v+u=w ή w+u=v οπότε σύμφωνα με την 1η ιδιότητα της προηγούμενης παραγράφου το υπόδειγμα λάθους u και η παραληφθείσα λέξη w θα ανήκουν στο ίδιο συμπλοκο. Το υπόδειγμα λάθους θα πρέπει να ισούται με τη λέξη ελάχιστου βάρους του συμπλοκου, η οποία ονομάζεται οδηγός του συμπλοκου. Επίσης οι  u και w θα έχουν το ίδιο σύνδρομο, το οποίo είναι κοινό για όλες τις λέξεις του συμπλοκου.

Κατά συνέπεια, για να αποκωδικοποιήσουμε μια παραληφθείσα λέξη w να προσδιορίσουμε τον οδηγό του συμπλοκου στον οποίο αυτή ανήκει. Την διαδικασία εφαρμογής της ΑΜΠ αποδίδει συνολικά η κανονική παράταξη αποκωδικοποίησης, (KΠΑ)η οποία είναι ένας πίνακας με δύο στήλες, ο οποίος αντιστοιχεί κάθε οδηγό λέξη ενός συμπλόκου με το σύνδρομο του.

Για την κατασκευή της ΚΠΑ εκτελούμε τα εξής βήματα:

· Καταγράφουμε όλα τα συμπλοκα του κώδικα C
· Προσδιορίζουμε τον οδηγό κάθε συμπλοκου u και το θέτουμε στην αριστερή στήλη.

· Υπολογίζουμε το σύνδρομο uH κάθε συμπλοκου, όπου u ανήκει στο συμπλοκο και H κάποιος parity check πίνακας και το θέτουμε στην δεξιά στήλη.

9.  Ο ΕΚΤΕΤΑΜΕΝΟΣ ΚΩΔΙΚΑΣ

                    GOLAY C24.

9.1 ΕΙΣΑΓΩΓΗ

  Ο κώδικας Golay από την εφεύρεση του από τον Golay  το 1949, καθώς και ο εκτεταμένος κώδικας Golay  έχουν γίνει αντικείμενο μελέτης για πολλούς θεωρητικούς της κωδικοποίησης και μαθηματικούς. Στο βιβλίο των Mac Williams & Sloane υπάρχει μια εκτενής κάλυψη τόσο του κώδικα Golay όσο και του εκτεταμένου κώδικα Golay  όπου ένα ολόκληρο κεφάλαιο αφιερώνεται στην αλγεβρική τους δομή . Πέραν όμως από την αξιοσημείωτη αλγεβρική τους δομή οι κώδικες αυτοί έχουν χρησιμοποιηθεί σε πολλά επικοινωνιακά συστήματα.

Χαρακτηριστικό παράδειγμα αποτελεί η χρήση του εκτεταμένου κώδικα Golay στην αποστολή Voyager .Το πρώτο διαστημικό εξερευνητικό όχημα της σειράς ήταν το Voyager 2,του οποίου εκτοξεύτηκε από το Διαστημικό Κέντρο την 20/7/1979 ενώ το Voyager 1, ακολουθώντας μια μικρότερη τροχιά εκτοξεύτηκε την 5/9/1977. Τα δυο spaceprode σχεδιάστηκαν κυρίως για να πραγματοποιήσουν επιστημονικές παρατηρήσεις της ατμόσφαιρας, της μαγνητοσφαιρας, των δακτυλίων και των δορυφόρων των τεσσάρων «γιγάντων» του ηλιακού συστήματος που είναι ο Δίας, ο Κρόνος, ο Ουρανός και ο Ποσειδώνας.

Στα πλαίσια αυτής της αποστολής ο εκτεταμένος κώδικας Golay χρησιμοποιήθηκε με μεγάλη επιτυχία για την αποστολή φωτογραφιών του Δια και του Κρόνου κατά τα έτη 1979, 1980,και 1981 κυρίως. Οι σελίδες 20&21 του παραρτήματος της παρούσας εργασίας απεικονίζουν φωτογραφίες του Δια που απέστειλε με τη χρήση του εκτεταμένο κώδικα Golay , η αποστολή Voyager το έτος 1980.

9.2  Ορισμός - Αλγεβρική δομή και ιδιότητες

Ο εκτεταμένος κώδικας Golay C24  είναι γραμμικός κώδικας μήκους n=24, διάστασης k=12 και απόστασης d= 8.Το πλήθος λέξεων του C24 =2 12 =4096. Εάν είναι  Β ο 12*12 πίνακας:

                                               110111000101

                                               101110001011

                                               011100010111

                                               111000101101

                                               110001011011

   


        B =         100010110111

                                               000101101111

                                               001011011101

                                               010110111001

                                               101101110001

                                               011011100011

                                               111111111110

τότε ο Β είναι συμμετρικός πίνακας, για τον οποίο ισχύουν B=B( & B2=I, όπου ο I 12*12 ταυτοτικός πίνακας.

Ορίζουμε τον εκτεταμένο κώδικα Golay C24 ως τον κώδικα με γεννήτορα πίνακα τον G1=( I, B]. Από τις παραπάνω ιδιότητες του Β εύκολα αποδεικνύεται ότι ο C24 είναι αυτοδυικος, δηλαδή C24 = C24(, ενώ ένας άλλος γεννήτορας πίνακας του C24 είναι ο G2 =( B, I (.  Επίσης ο C24 είναι 3-διόρθωσης λάθους κώδικας, δηλαδή διορθώνει όλα τα υποδείγματα λάθους που έχουν βάρος μικρότερο ή ίσο του 3. 

10.  Η ΑΠΟΚΩΔΙΚΟΠΟΙΗΣΗ

ΤΟΥ ΕΚΤΕΤΑΜΕΝΟΥ ΚΩΔΙΚΑ GOLAY.


Στην ενότητα αυτή θα παρουσιάσουμε έναν αλγόριθμο για την Ημιτελή Αποκωδικοποίηση Μέγιστης Πιθανότητας (ΗΑΜΠ) για τον κώδικα C24. Κατά την εφαρμογή του αλγόριθμου αυτού υπολογίζουμε τον οδηγό του συμπλοκου που περιέχει την παραληφθείσα λέξη, χωρίς να χρησιμοποιούμε την κανονική παράταξη Αποκωδικοποίησης του C24. Αυτό θα ήταν πρακτικά αδύνατο αφού το πλήθος των γραμμών της ΚΠΑ θα ήταν 212 και συνεπώς θα απαιτούσε τεράστιο αποθηκευτικό χώρο για την αποθήκευση και χρόνο επεξεργασίας. 

Πριν παρουσιαστεί ο αλγόριθμος, θα πρέπει να έχουμε υπόψη  τις εξής υποθέσεις:

· Θα συμβολίζουμε την παραληφθείσα λέξη w,τον υπόδειγμα λάθους u και την κοντινότερη κωδικολέξη στην w ως v. 

· Για τον C24, προσπαθούμε να διορθώσουμε όλα τα υποδείγματα με βάρος το πολύ 3, δηλαδή wt(u)( 3.

· Για κάθε λέξη του Κ24 ένα κόμμα θα τοποθετηθεί μεταξύ των πρώτων 12 και των 12 τελευταίων ψηφίων της λέξης. Αυτό γίνεται για την ευχερή εκτέλεση των πράξεων. Έτσι, το υπόδειγμα λάθους  θα γράφεται u=[u1,u2], όπου u1 και u2 έχουν μήκος το καθένα 12.

· Για συγκεκριμένο υπόδειγμα λάθους u=[u1,u2] ,υπολογίζω τα δυο σύνδρομα S1 και S2 που αντιστοιχούν στο u για καθένα από τους parity check πίνακες Η1 και Η2, οι οποίοι δίνονται από τις εξής σχέσεις:


                   H1 =      Ι       και H2 =    Β  

                                Β                         Ι

S1 =u*H1 =[u1,u2]*        Ι        =  u1 + u2 * B.

                                       Β                  


S2 =u*H2 =[u1,u2]*       B       =  u1 * B + u2 .

                                       I                  

Όπου Ι ο ταυτοτικός πίνακας 12*12. Επειδή Β2=Ι εύκολα αποδεικνύεται ότι S2 = (u1 + u2 * B)* Β= S1 *Β.

· Μέσα στον αλγόριθμο θα χρησιμοποιούμε μονάχα τον H1
·  Με ei συμβολίζουμε τη λέξη με μήκος 12 και 1 στην i–οστη θέση και μηδέν αλλού.

·  Με bi συμβολίζουμε την i –οστη γραμμή του Β.

· Αφού προσδιοριστεί τo u, η  w αποκωδικοποιείται στην v=w+u .

Ο αλγόριθμος (ΗΑΜΠ) για τον C24,θα είναι ο εξής:
1. Υπολογίζουμε το σύνδρομο και διακρίνω περιπτώσεις.

2. Εάν wt(S1) ( 3, τότε u=[S1,0].

3. Διαφορετικά εάν wt(S1+bi) ( 2 για κάποια γραμμή bi του Β, τότε 
u=[ S1+bi ,ei]. 

4. Διαφορετικά υπολογίζουμε το δεύτερο σύνδρομο. 

5. Εάν wt(S2+bi) ( 3,τότε u=[0, S2 ].

6. Διαφορετικά εάν wt(S2+bi) ( 2 για κάποια γραμμή του Β, τότε u=[ ei, S2+bi].

7. Διαφορετικά εάν δεν έχει ακόμα προσδιοριστεί το u ζητάμε αναμετάδοση.

Ο αλγόριθμος απαιτεί το πολύ 26 υπολογισμούς βαρών κατά την διαδικασία αποκωδικοποίησης, και παραδείγματα εφαρμογής παρουσιάζονται στην επόμενη ενότητα. 
11. ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ ΕΦΑΡΜΟΓΗΣ ΤΟΥ  ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΥ HAMΠ ΓΙΑ ΤΟΝ ΕΚΤΕΤΑΜΕΝΟ ΚΩΔΙΚΑ GOLAY.

Παράδειγμα 1ο
ΖΗΤΟΥΜΕΝΟ: Να αποκωδικοποιήσουμε την
w= 111 000 000 000, 011 011 011 011 .
θέτουμε w1=111 000 000 000 και w2=011 011 011 011, οπότε w=( w1 ,w2 (.
Το σύνδρομο S(= w1H1          = 

                         = w1 + w2B=

                         = 111 000 000 000 + 011 000 001 001=

                         =100 000 001 001.
Επειδή wt( w + S1 ) = 3,  σύμφωνα με το βήμα 2,το υπόδειγμα λάθους u  θα είναι η λέξη

( S1 , 0( = 100 000 001 001, 000 000 000 000.

     Οπότε συμπεραίνουμε ότι η λέξη που μας αποστάλθηκε είναι η 
V= w + u = 011 000 001 001, 011 011 011 011.


Παράδειγμα 2ο 
ΖΗΤΟΥΜΕΝΟ: Να αποκωδικοποιηθεί η w = 111 111 000 000, 100 011 100 111.

Θέτουμε w1 = 111 111 000 000  και w2 = 101 011 100 111, οπότε w= (w1 ,w2(.
Το σύνδρομο  S1 = w1Η=

                          = w1+w2 =

                          = 111 111 000 000 + 101 000 101 010 = 

                          = 010 111 101 010.
Επειδή wt(w+ S ) = 7 προχωράμε στο βήμα 3ο υπολογίζοντας τα :

S1+b1=100 000 101 111

S1+b2=111 001 100 001

S1+b3=001 011 111 101 

S1+b4=101 111 000 111

S1+b5=100 110 110 001

S1+b6=110 101 011 101

S1+b7=010 010 000 101

S1+b8=011 100 110 111

S1+b9 =000 001 010 011

S1+b10=111 010 011 011

S1+b11=001 100 001 001

S1+b12=101 000 010 101.

Για καμία γραμμή bi δεν ισχύει wt(S1 + bi) ( 2,οπότε προχωράμε στο βήμα 4ο υπολογίζοντας το δεύτερο σύνδρομο  S2=S1B= 001, 101, 111, 111. 

Επειδή wt(S2)=9 προχωράμε στο βήμα 5ο υπολογίζοντας τα  S2+ bi ως εξής:

S2+ b1 =111 010 111 010

S2+ b2 =100 011 110 100

S2+ b3 =010 001 101 000

S2+ b4 =110 101 010 010 

S2+ b5 =111 100 100 100 

S2+ b6 =101 111 001 000
S2+b7 =001 000 010 000.

Επειδή wt(S2 + b7) = 2, σύμφωνα με το βήμα 6ο το υπόδειγμα λάθους  θα είναι η λέξη 

u= (e7 ,S2 + b7 ( = 000 000 100 000, 001 000 010 000.

Οπότε συμπεραίνουμε ότι η λέξη που μας αποστάλθηκε είναι η

v=  u + w= 111 111 100 000, 101 011 110 111. 

ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ

(Φωτογραφίες του Δία που έστειλε η αποστολή Voyager το έτος 1980 με τη χρήση του εκτεταμένου κώδικα Golay).

Θόρυβος





Συλλογή Πληροφορίας





Παραλήπτης


Αποκωδικοποιητής





Κανάλι


Μετάδοσης





Μεταδότης


(Κωδικοποιητής)





Πηγή


Πληροφορίας


























