Μάθημα Μαθηματικής Λογικής Τετάρτη 28/4/2004

Ορισμός μιας ερμηνείας (η δομής ή μοντέλου)A για μια πρωτοβάθμια γλώσσα L(σελ. 152):

Μια δομή αποτελείται από 

1. ένα μη κενό σύνολο, που καλείται «σύμπαν» της A και συμβολίζεται με

 | A |(στο οποίο παίρνουν διάφορες τιμές οι μεταβλητές ενός τύπου)

2. σε κάθε n –μελές κατηγορηματικό σύμβολο p αντιστοιχεί μια σχέση στο σύνολο  | A |n που συμβολίζουμε με 
[image: image1.wmf]A

p

 ή με ε(p) (δηλ. τα σύμβολα κατηγορημάτων ερμηνεύονται ως σχέσεις!)

3. σε κάθε n-θέσιο συναρτησιακό σύμβολο f  αντιστοιχεί μια συνάρτηση με πεδίο ορισμού το | A |n και πεδίο τιμών ένα υποσύνολο του | A |, που συμβολίζεται με 
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f

ή με ε(f) (δηλ. τα σύμβολα συναρτήσεων ερμηνεύονται μέσα στην δομή ως κανονικές συναρτήσεις)

4. σε κάθε σύμβολο σταθερής c αντιστοιχεί ένα στοιχείο του | A | (και μόνο ένα), που συμβολίζεται με cA ή ε(c).
Ορισμός μιας αποτίμησης στην ερμηνεία A (***δεν υπάρχει στο βιβλίο που έχετε):Μια αποτίμηση στην  A  είναι μια συνάρτηση υ που δίνει μια τιμή από το | A |σε κάθε μεταβλητή Χ δηλ. υ(Χ)
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| A|.

Πώς δίνουμε τιμές στους όρους της γλώσσας μας όταν μας δοθεί μια ερμηνεία A και μια αποτίμηση υ στην A:

Θεώρημα. Έστω A δομή και υ μια αποτίμηση στην A. Τότε υπάρχει μια μοναδική συνάρτηση ω που επεκτείνει την υ στους όρους της γλώσσας μας τέτοια ώστε: 

1. ω(Χ)=υ(Χ) για κάθε μεταβλητή Χ

2. ω(c)=cA για κάθε σύμβολο σταθερής της γλώσσας μας

3. ω(f(t1,..,tn)=fA(ω(t1,…,ω(tn)) για κάθε n-θέσιο συναρτησιακό σύμβολο f και για τυχόντες όρους t1,..,tn.

Συνήθως συμβολίζουμε την επέκταση ω της υ με το ίδιο σύμβολο υ. 

Ορισμός. Αν υ είναι μια αποτίμηση στην A και α 
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| A|., τότε με υ(Χ/α) ορίζουμε την αποτίμηση που δίνει στην Χ την τιμή α και συμφωνεί με την υ για όλες τις υπόλοιπες μεταβλητές. Όμοια ορίζουμε την υ(Χ/α)(Υ/β) κ.ο.κ. π.χ. με υ(Χ/α)(Χ/β) εννοούμε φυσικά την υ(Χ/β). Με υ(Χ/υ(Χ)) εννούμε  προφανώς την υ! 

Πώς ερμηνεύουμε τους τύπους της γλώσσας μας 

Ορισμός της αλήθειας του Tarski : (*** δεν υπάρχει στο βιβλίο)
Εστω A δομή για την γλώσσα μας L και φ ένας τύπος της L και υ μια αποτίμηση στην A.  Η έννοια  ο φ αληθεύει για την υ στην A ή η υ ικανοποιεί τον φ στην A,

(και συμβολικά A
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fu

£

) ορίζεται αναδρομικά ως εξής:

1. Αν p είναι σύμβολο κατηγορήματος και t1,..,tn όροι τότε A
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p(t1,..,tn)[υ], ανν <υ(t1),..,υ(tn)>
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ε(p)
2. Για οποιοδήποτε τύπο ψ:A
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image9.wmf]Ø

ψ[υ],ανν δεν ισχύει A
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ψ[υ],

3. Για οποιοδήποτε τύπους χ, ψ:A
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(ψ
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χ)[υ], ανν (A
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ψ [υ] και A
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χ[υ])

4. A
[image: image15.wmf]£

(ψ
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χ)[υ], ανν (A
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ψ [υ] η A
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χ[υ])

5. A
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(ψ
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χ)[υ], ανν (αν A
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ψ [υ], τότε A
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χ[υ])

6. A
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(ψ
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χ)[υ], ανν (A
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ψ [υ] αννA
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χ[υ])

7. A
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Χψ [υ], ανν (για κάθε α
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| A| ισχύει A
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ψ [υ(Χ/α)] )

8. A
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Χψ [υ], ανν (υπάρχει α
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| A| τέτοιο που A
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ψ [υ(Χ/α)] )

Παρατηρήσεις: Από το 1 βλέπουμε ότι ένας ατομικός τύπος αληθεύει όχι ανάλογα με την ερμηνεία του p και από τις τιμές υ(t) των όρων του t που δίνει η υ. Το ίδιο ισχύει και για οποιοδήποτε τύπο δηλ. η επαλήθευση του ή η διάψευση του εξαρτάται από την συγκεκριμένη υ. Γενικά θα λέμε ότι ένας τύπος φ είναι αληθής στην A (ή ότι η A είναι μοντέλο του φ) ανν ο φ αληθεύει για κάθε αποτίμηση στην A.(και γράφουμε A
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φ ). Υπάρχει αντίστοιχος ορισμός για το πότε ο φ είναι ψευδής στην A.(γράφουμε A
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φ) Κάποια βασικά Λήμματα. Παραδείγματα. Λογικά αληθινοί τύποι(σελ. 160). Ορισμός του ικανοποιήσιμου (ή επαληθεύσιμου) συνόλου τύπων. Ορισμός της λογικής συνέπειας. Παραδείγματα.
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