Μάθημα Μαθηματικής Λογικής Πέμπτη 29/4/2004

Κάποια βασικά Λήμματα.

Λήμμα 1.Έστω L μια πρωτοβάθμια γλώσσα και t ένας όρος της. Έστω μια δομή A και τυχούσες αποτιμήσεις ω και υ στην Aοι οποίες συμφωνούν(δηλ. δίνουν τις ίδιες τιμές) στις μεταβλητές που εμφανίζονται στον t. Τότε αναγκαστικά θα συμφωνούν και στον t δηλ. ω(t)=υ(t).

Λήμμα 2. Έστω φ είναι ένας τύπος της L και ω και υ δύο τυχούσες αποτιμήσεις στην A, οι οποίες συμφωνούν στις μεταβλητές που εμφανίζονται ελεύθερες στον φ. Τότε 
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. Με άλλα λόγια αυτό που μετράει σε ένα τύπο για να είναι αληθινός ή ψευδής σε μια δομή A είναι οι τιμές που θα πάρουν οι ελεύθερες μεταβλητές του τύπου. Έτσι αν ένας τύπος είναι πρόταση  (δηλ. δεν έχει καθόλου ελεύθερες μεταβλητές) τότε είναι αληθής πρόταση ή ψευδής και η τιμή αυτή είναι ανεξάρτητη από αποτιμήσεις. 

 Βασικοί Ορισμοί.

Λογικά αληθινοί τύποι(σελ. 160): Ένας τύπος φ είναι λογικά αληθινός(ή αλλιώς έγκυρος), ανν σε κάθε ερμηνεία A της γλώσσας L και για κάθε αποτίμηση υ στην A, ο φ αληθεύει για την υ.

Ορισμός του ικανοποιήσιμου (ή επαληθεύσιμου ή συνεπούς) συνόλου τύπων: Ένα σύνολο Σ τύπων είναι ικανοποιήσιμο, ανν υπάρχει δομή A και αποτίμηση υ έτσι ώστε η υ ικανοποιεί κάθε τύπο του Σ.(βλέπε διαφορά με ορισμό συνεπούς συνόλου στην Λ.Π. 1.4.5 σελ. 42). Τότε γράφουμε συμβολικά 
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Ορισμός της λογικής συνέπειας. Το Σ συνεπάγεται λογικά το τύπο φ(ή αλλιώς ο φ είναι συνέπεια του Σ) συμβολικά 
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, ανν  για κάθε δομήA και κάθε αποτίμηση υ στην A, αν αληθεύει το Σ για την υ, τότε αληθεύει και ο φ για την ίδια αποτίμηση. Με άλλα λόγια θα γράφουμε
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{για κάθε A, και για κάθε υ στην A, ισχύει η συνεπαγωγή: αν
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 τότε 
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Επίσης γράφουμε φ
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Συν(Σ), όπου Συν(Σ) είναι όλοι οι τύποι που συνεπάγεται λογικά το Σ. 

Παρατηρήσεις: Γράφουμε 
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(ή σκέτα 
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)ανν οφ δεν χρειάζεται κάποιες υποθέσεις για να γίνει αληθινός ή με άλλα λόγια ανν ο φ είναι ένας έγκυρος τύπος δηλ. μια ταυτολογία. 

Όπως στην προτασιακή λογική, υπάρχουν κάποιοι λογικά αληθείς τύποι που θεωρούνται θεμελιώδεις και καλούνται νόμοι της κατηγορηματικής λογικής. 

1. Εύκολα διαπιστώνουμε ότι όλοι οι νόμοι της προτασιακής λογικής ισχύουν και για τύπους Παραδείγματα. Νόμοι επιμεριστικότητας 
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, νόμοι De Morgan 
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, νόμος διπλής άρνησης, νόμοι απαλοιφής των 
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Υπάρχουν όμως και άλλοι νόμοι οι λεγόμενοι νόμοι των ποσοδεικτών:

2. Νόμοι Άρνησης Ποσοδεικτών 
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 οι οποίοι χρησιμοποιούνται όταν για π.χ θέλουμε να μεταφέρουμε τις αρνήσεις στα πιο εσωτερικά του τύπου(δηλ. προς τα δεξιά) 

3. Νόμοι μεταφοράς των ποσοδεικτών (στα αριστερά ενός τύπου)
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4. Νόμοι μεταφοράς των των ποσοδεικτών όταν δεν είμαστε στην προηγούμενη περίπτωση. Σε αυτές τις περιπτώσεις είναι απαραίτητη προϋπόθεση ότι κάποια μεταβλητή(π.χ η x) δεν εμφανίζεται ελεύθερη στον τύπο φ ενώ στον ψ μπορεί να εμφανίζεται ελεύθερη (π.χ ψ(x))συγκεκριμένα εάν με Q συμβολίζουμε το 
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τότε:
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Ορισμός: Έστω ότι η μεταβλητή Χ εμφανίζεται ελεύθερη στον τύπο φ και έστω τ ένας τύπος της γλώσσας που εργαζόμαστε. Τότε με φ(Χ/τ) θα παριστάνουμε τον τύπο που παίρνουμε από τον φ αντικαθιστώντας την Χ, όπου εμφανίζεται ελεύθερη στον φ, με τον όρο τ. Οι αντικαταστάσεις θα γίνουν όλες μαζί ταυτόχρονα.
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