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Πρόλογος

Οι σηµειώσεις που διαβάζεται είναι από οι προσωπικές σηµειώσεις του ϕοιτη-
τή του τµήµατος µας Χρήστου Πηλιχού από το µάθηµα Μαθηµατική Λογική
όπως αυτό διδάχθηκε από εµένα κατά το Εαρινό Εξάµηνο του ακαδηµαϊκού
έτους 2009-2010. Αξίζει ένα ϑερµό ευχαριστώ στον παραπάνω ϕοιτητή διότι
αφιέρωσε εθελοντικά πολύ από τον χρόνο του για να µεταφέρει τις σηµειώσεις
του σε pdfLaTEX. Αν δεν ξέρετε τι ακριβώς είναι το pdfLaTEX ή γενικότερα το
TEX να πούµε απλά ότι είναι µια πλούσια και δωρεάν γλώσσα προγραµµα-
τισµού µε είσοδο κάποιο αυστηρό κώδικα και έξοδο ένα κείµενο όπως για
παράδειγµα το pdf αρχείο που αυτή την στιγµή διαβάζετε. Κάθε τι που έχει
σχέση µε την µορφοποίηση ή τα σύµβολα(µαθηµατικά) του κειµένου είναι
µια εντολή του TEX. ΄Ετσι για να δώσουµε ένα µικρό παράδειγµα από την
γλώσσα TEX, επισυνάπτουµε το κοµµάτι του κώδικα που κρύβεται πίσω από
τον ορισµό της σελ. 9:

\begin{definition}
Μια εκτίµηση αλήθειας (ή αλλιώς ερµηνεία) $\mathscr{V}$ είναι µια συνάρ-
τηση $\mathscr{V}: S\to \{ \alpha , \psi \}$, όπου $S=$ το σύνολο όλων
των προτάσεων της Προτασιακής Λογικής.\\
Για την $\mathscr{V}$ ισχύουν οι παρακάτω \textit{κανόνες}:
\begin{enumerate}
\item Αν $\sigma$ είναι άτοµο, τότε $\mathscr{V}(\sigma) \in \{ \alpha
,\psi \}$ \label{sxolio1-1@22/2}
...
Από το παραπάνω δείγµα πιστεύω να γίνεται ϕανερό το µέγεθος του κώδικα
που απαιτείται για να πάρουµε έστω και 3 γραµµές του τελικού κειµένου.
΄Οµως ϕανταστείτε τι ϑα γινόταν αν εκτός από τον Χρήστο µαζευόταν δυο,
τρεις, ή και παραπάνω και πρόσφεραν τον χρόνο τους για το καλό όλων ! Και
όλα αυτά χωρίς να έχει ξοδέψει κανένας ούτε ένα λεπτό(του ευρώ) για να τις
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αγοράσει. Και όχι µόνο...Θα είχαµε ένα αυτοδύναµο τµήµα που οι ϕοιτητές
ϑα είχαν πλήρες ηλεκτρονικό υλικό από τα µαθήµατα και η παρακολούθη-
ση ϑα ήταν τελειότερη διότι κανένας δεν ϑα είχε το άγχος να προλάβει να
αντιγράψει τον πίνακα και άρα ϑα έµενε χρόνος για ερωτήσεις, για σχολια-
σµό και για εµπέδωση. Ως Μαθηµατικοί έχουµε ευτυχώς αυτήν την άνεση
να µην χρειαζόµαστε τίποτα περισσότερο από ένα µολύβι, ένα ϐιβλίο, ένα
πίνακα ή ένα υπολογιστή για να κάνουµε τέχνη. ∆ιότι τα µαθηµατικά είναι
τέχνη όπως η Ϲωγραφική και όχι µια απλή τεχνική. Και η τέχνη ϑέλει εµπέ-
δωση. Ακόµα και αν απαιτείται ένας ανιαρός προγραµµατισµός (π.χ. όπως
για τη συγγραφή ενός ϐιβλίου σε TEX) χρειάζεται εκτός από την στείρα γνώ-
ση και την κουραστική δακτυλογράφηση επιπλέον εµπειρία, ευαισθησία και
καλλιτεχνία για να έχουµε ένα καλαίσθητο, αξιόλογο και σε ϐάθος χρόνου
αποτέλεσµα. Πιστεύω ότι πράγµατι τούτο το ξεκίνηµα ϑα έχει συνέπειες σε
ϐάθος χρόνου και τα κέρδη ϑα τα απολαύσουµε όλοι µας. Σήµερα το ϐιβλίο
είναι 90 σελίδες, αύριο ϑα είναι 150, και κάθε χρόνο ϑα προστίθεται νέο υλι-
κό ώστε σύντοµα να έχουµε ένα πολύ σύγχρονο ϐιβλίο για την Μαθηµατική
Λογική. Κατά ϐάθος ϑα ευχόµουν να προσελκύσει νέους µαθηµατικούς για
να ασχοληθούν µε τούτον τον πατροπαράδοτο κλάδο των µαθηµατικών που
οι αρχαίοι πρόγονοί µας τον είχαν στην πρώτη σειρά των ενδιαφερόντων τους
και της εκτίµησης τους.

∆υστυχώς σήµερα είµαστε ανάξιοι των προγόνων µας. Μας έφαγαν κυ-
ϱίως τα επαγγέλµατα της οικοδοµής και των δηµόσιων έργων (χτίστες, αλου-
µινάδες, πλακατζίδες, ξυλουργοί κ.ο.κ) που έφεραν την µαζικοποίηση στην
παραγωγή, τον εύκολο πλουτισµό, την «λογική» του χρήµατος και κατά συνέ-
πεια την απαξίωση όλων των κατά παράδοση τεχνών και όλων των υπόλοιπων
πνευµατικών επαγγελµάτων- λειτουργηµάτων. Και ϕυσικά η τωρινή οικονο-
µική κρίση χειροτέρεψε ακόµη περισσότερο τα πράγµατα. ΄Οµως αλίµονο
αν αυτή µας κάνει (ακόµα πιο) αργολόγους και τεµπέληδες. Στα χέρια µας
είναι να αλλάξουµε τις καταστάσεις έστω και τώρα που πιάσαµε «πάτο». Και
ϕυσικά ο καλύτερος τρόπος είναι ο εθελοντισµός µας ή να το πω µε απλά
λόγια προσφέρω στο κοινωνικό µου περίγυρο τις γνώσεις µου, τα χέρια µου,
το µυαλό µου, το χρόνο µου δωρεάν. Αυτό είναι χίλιες ϕορές καλύτερο από
το να κάθοµαι στην καφετέρια και να µην κάνω τίποτα πέρα από το να χάνω
άλλη µια µέρα. ∆ιότι σίγουρα µε τον εθελοντισµό ϑα ανεβεί η ποιότητα της
κοινωνίας. Ακόµα ϑα έχω σπουδαία προσωπικά οφέλη, διότι ϑα ψάξω, ϑα
ϱωτήσω, ϑα τελειοποιηθώ, ϑα µάθω, ϑα µε µάθουν, ϑα µε αγαπήσουν και
πιθανότατα ϑα ϐρω και µια αξιοπρεπή δουλειά.

΄Οσο αφορά τη διδασκαλία του µαθήµατος(και άρα και το στυλ των σηµειώ-
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σεων) απέφυγα την απόδειξη των Θεωρηµάτων και πρόσθεσα όσο το δυνατό
περισσότερα παραδείγµατα για να γίνει πιο ελκυστικό. Σε µελλοντική έκδοση
των σηµειώσεων ϑα µπουν αρκετά ιστορικά στοιχεία και αποδείξεις ϑεωρηµά-
των και αρκετές ασκήσεις όπως και πλούσια ϐιβλιογραφία. Θα προστεθούν
εφαρµογές στην Prolog, στην ϑεωρία Συνόλων και στη Peano αριθµητική.
Θα µπει ένα κεφάλαιο σχετικά µε τον «πονοκέφαλο» των Μαθηµατικών(τα
γνωστά µας παράδοξα). Ο ϐασικός µου σκοπός όπως διαφαίνεται σε αυτές
τις πρώτες σηµειώσεις ήταν και είναι να γίνει κατανοητή η έννοια της αλή-
ϑειας(κατάφαση) και η έννοια του ψέµατος(άρνηση). ∆υστυχώς, έχω παρατη-
ϱήσει ότι ακόµα και τελειόφοιτοι ϕοιτητές δυσκολεύονται να κατασκευάσουν
την άρνηση µιας δοσµένης πρότασης1 και έχουν ϕυλακιστεί σε «παγιωµένες»
γνώσεις που δεσµεύουν ασφυκτικά την ϕαντασία τους. ΄Ενας άλλος σκοπός
του µαθήµατος είναι να οριστεί η έννοια της συνέπειας όσο το δυνατόν καλύ-
τερα ή µε άλλα λόγια πότε µια πρόταση είναι πράγµατι συµπέρασµα κάποιου
συνόλου υποθέσεων και πότε όχι. Και τέλος να µπορέσουµε να διακρίνουµε
την έννοια ενός µοντέλου από την έννοια του σύµπαντος(δηλ. του «πεδίου
ορισµού» ) του µοντέλου. Για παράδειγµα είναι σχεδόν αδύνατον να πείσω
ένα ακροατήριο χωρίς εξοικείωση στην Λογική ότι η έννοια του συνόλου των
ϕυσικών αριθµών {1, 2, 3, . . .} είναι ανεξάρτητη από τον χωρισµό τους σε άρ-
τιους και περιττούς.(Το τελευταίο έχει να κάνει µε το πως ορίζεται η πράξη της
πρόσθεσης στους ϕυσικούς και όχι µε τους ίδιους τους ϕυσικούς αριθµούς
δηλ. άλλο πράγµα το πεδίο ορισµού της πράξης της πρόσθεσης και άλλο ο
καθ΄ αυτός ορισµός και οι ιδιότητες της πρόσθεσης !)

Θα ήµουν ϐαθύτατα υποχρεωµένος σε όσους/ όσες2 διαβάσουν προσεκτι-
κά τις σηµειώσεις και µου στείλουν τα λάθη, τα σχόλια και τις υποδείξεις τους.
Θα είναι επίσης πολύ ευπρόσδεκτη η οποιαδήποτε εθελοντική προσφορά από
τους αναγνώστες/στριες που ϑα ήθελαν να συνεχιστεί και να τελειοποιηθεί το
έργο που ξεκίνησε ο κ. Πηλιχός.

΄Εγραφα 18 Ιουνίου 2011.

1Για παράδειγµα να γραφτεί η πρόταση ότι το Y δεν είναι το όριο της f καθώς το X τείνει
σε κάποιο σταθερό αριθµό.

2 ΄Ηδη η κυρία Λουκάτου Ελένη, ϕοιτήτρια στο τµήµατος µας, µας έστειλε τις πρώτες
διορθώσεις ! Την ευχαριστούµε πολύ !
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Κεφάλαιο 0

Εισαγωγή

0.1 Τα δυο µέρη της Λογικής

1. Λογική των Προτάσεων ή Προτασιακή Λογική. Στην Προτασιακή Λογική
χωρίζουµε τις προτάσεις σε

(α΄) Ατοµικές προτάσεις

(ϐ΄) Σύνθετες προτάσεις

2. Λογική των Κατηγορηµάτων (Κατηγορηµατική Λογική ή Α΄ -ϐάθµια Λο-
γική). Στην Κατηγορηµατική Λογική εκτός από προτάσεις υπάρχουν
και άλλες εκφράσεις που λέγονται τύποι. Οι τύποι είναι µια γενικότερη
περίπτωση προτάσεων ή µε άλλα λόγια κάποιες ειδικές περιπτώσεις τύ-
πων ϑεωρούνται προτάσεις ενώ κάποιοι άλλοι τύποι δεν είναι προτάσεις.
Κάποιοι τύποι όπως ϑα δούµε λέγονται ατοµικοί διότι δεν περιέχουν άλ-
λους (υπο)τύπους.

Μια εφαρµογή στην Τεχνητή Νοηµοσύνη της παραπάνω Λογικής είναι
και ο Λογικός Προγραµµατισµός µε την γλώσσα Prolog (PROgramming
in LOGic)
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Μέρος I

Λογική των Προτάσεων (ή
Προτασιακή Λογική)
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1.1 Προτάσεις: Ατοµικές και σύνθετες

Παράδειγµα 1.1.1. Εάν ο αριθµός a είναι πολλαπλάσιο του 10︸ ︷︷ ︸
Α΄ πρόταση

,

τότε ο αριθµός a είναι πολλαπλάσιο του 5︸ ︷︷ ︸
Β΄ πρόταση

.

Εάν A τότε B Με κεφαλαία
γράµµατα όπως
τα Α,Β συµβολί-
Ϲουµε τις ατοµικές
προτάσεις

Από τις σύνθετες προτάσεις παίρνουµε τις ατοµικές προτάσεις αναλύοντας τις
σύνθετες σε µικρότερα µέρη ώσπου να καταλήξουµε στις ατοµικές που είναι
οι απλούστερες προτάσεις και δεν µπορεί να περιέχουν άλλες υποπροτάσεις.

1.2 Σύνδεσµοι

1. ∧ σύζευξη και

2. ∨ διάζευξη, η (χωρίς τόνο)

Παράδειγµα 1.2.1. (αποκλειστική διάζευξη) Κάθε ϕυσικός αριθµός εί-
ναι άρτιος ή περιττός. Αναλύεται σε :
Κάθε ϕυσικός αριθµός είναι άρτιος︸ ︷︷ ︸

A

ή κάθε ϕυσικός αριθµός είναι περιττός︸ ︷︷ ︸
B

.

Α ή Β (αποκλειστικό ή)

Η διάζευξη είναι το η όπου µπορεί να ισχύουν και τα δύο ενδεχόµενα,
ενώ στην αποκλειστική ή το ένα ή το άλλο.

3. Εάν a ≤ 10︸ ︷︷ ︸
E

και a ∈ N︸ ︷︷ ︸
Z

, τότε a = 1︸ ︷︷ ︸
H

η 2/a︸︷︷︸
Θ

η 3/a︸︷︷︸
I

η 5/a︸︷︷︸
K

η 7/a︸︷︷︸
Λ

. ∆ηλαδή

Εάν (E ∧ Z), τότε (H ∨Θ ∨ I ∨K ∨M︸ ︷︷ ︸
η

)

4. → συνεπαγωγή (εάν. . . , τότε . . . )
(E ∧ Z)→ (H ∨Θ ∨ I ∨K ∨M)

5



Σχόλιο. ΄Οταν γράφουµε A είτε B (A ∨B) εννοούµε ότι ισχύει τουλά-
χιστον ένα από τα δύο (και όχι το ένα ή το άλλο). Με A ∧ B εννοούµε
ότι ισχύουν και τα δύο.

Παράδειγµα 1.2.2. ΄Εχουµε το σύστηµα εξισώσεων:
2x+ y = 0︸ ︷︷ ︸

W
x− 3y = 4︸ ︷︷ ︸

Y

γράφεται µε W ∧ Y διότι ϑέλουµε να ισχύουν συγχρόνως και οι δύο
εξισώσεις.

5. ¬ άρνηση (∆ΕΝ)

6. ↔ διπλή συνεπαγωγή (εάν και µόνο εάν)

1.3 Η γλώσσα της Προτασιακής Λογικής

Η Τυπική γλώσσα της Προτασιακής Λογικής(Λογικής των Προτάσεων) αποτε-
λείται από το

1. Αλφάβητο

(α΄) Κεφαλαία γράµµατα: Α - Ω. Με αυτά ϕτιάχνουµε τις ατοµικές
προτάσεις, για παράδειγµα

A1, . . . , An︸ ︷︷ ︸
Ατοµικές προτάσεις

(ϐ΄) ( ) δηλαδή αριστερή, δεξιά παρένθεση και τέλος

(γ΄) συνδέσµους

2. Συντακτικό

(α΄) Επαγωγικός ορισµός µιας πρότασης

i. Κάθε ατοµική πρόταση είναι πρόταση.
ii. Εάν η σ είναι πρόταση, τότε και η (¬σ) είναι πρόταση.
iii. Εάν σ και τ είναι δύο προτάσεις, τότε προτάσεις είναι και οι

παρακάτω:
Α΄. σ ∧ τ

6



Β΄. σ ∨ τ
Γ΄. σ → τ

∆΄. σ ↔ τ

iv. Κάθε χρησιµοποιώντας του κανόνες 1 έως 3 πεπερασµένο το
πλήθος ϕορές.

Παράδειγµα 1.3.1 (προς αποφυγή). (¬A→ ∧(B ∨ Γ))
∧ µέγα λάθος µπροστά από υποπρόταση άρα: δεν έχω πρόταση.
Εάν αφήσω ((¬A) ∧ (B ∨ Γ)) τότε διορθώνεται...

1.4 Σηµαντική της Προτασιακής Λογικής

∆ηλαδή, πως δίνουµε αλήθεια ή ψέµατα στις προτάσεις της γλώσσας µας. Για
να απαντήσουµε ϑα πρέπει να ϐρούµε πρώτα τις υποπροτάσεις που αποτε-
λούν την πρόταση.

Παράδειγµα 1.4.1. (A ∨ (B ∨ Γ)︸ ︷︷ ︸
σ1

)↔ ( (A ∨B) ∧ (A ∨ Γ)︸ ︷︷ ︸
σ2

)

Απάντηση. σ1 = A ∨ (B ∨ Γ)︸ ︷︷ ︸
σ3=B∨Γ

σ2 = (A ∨B)︸ ︷︷ ︸
σ4=A∨B

∧ (A ∨ Γ)︸ ︷︷ ︸
σ5=A∨Γ

Σχόλιο. Θα µάθουµε αργότερα ότι η αλήθεια ή το ψέµα µιας πρότασης εξαρ-
τάται αποκλειστικά από την αλήθεια ή το ψέµα των ατοµικών προτάσεων που
κρύβονται µέσα στην πρόταση, όπως επίσης και το δένδρο της κατασκευής
την πρότασης από τις υποπροτάσεις της.

Παράδειγµα 1.4.2. Ας αναλύσουµε τις παρακάτω προτάσεις στα άτοµα που
τις αποτελούν.

1. Αν πάµε σινεµά︸ ︷︷ ︸
A

τότε χρειαζόµαστε χρήµατα︸ ︷︷ ︸
B

για το εισιτήριο.

2. Αν δεν πάµε σινεµά, τότε δεν χρειαζόµαστε χρήµατα για το εισιτήριο.

3. Αν πάµε σινεµά, τότε δεν χρειαζόµαστε χρήµατα για εισιτήριο.

4. Αν δεν χρειαζόµαστε χρήµατα, τότε δεν πάµε σινεµά.
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Ανακαλύπτουµε στις παραπάνω προτάσεις µόνο δυο ατοµικούς τύπους :

Α : Εµείς ϑα πάµε σινεµά.
Β : Εµείς χρειαζόµαστε χρήµατα για εισιτήριο. Οπότε µπορούµε να τις ξανα-
γράψουµε ωε εξής :

1. A→ B

2. A→ (¬B)

3. (¬A)→ B

4. (¬A)→ (¬B)

Η άρνηση όµως της πρότασης είναι :
Πάµε σινεµά και δεν χρειαζόµαστε χρήµατα. δηλαδή

A ∧ (¬B)
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1.5 Οι ερµηνείες στην Προτασιακή Λογική

Τιµή αλήθειας σε προτασιακό τύπο.

Ορισµός 1.5.1 (Απονοµή αλήθειας). ΄Εστω Q το σύνολο όλων των ατοµικών
προτάσεων. Τότε µια απονοµή αλήθειας είναι µια συνάρτηση από το Q στο
σύνολο {α, ψ} (δηλαδή στο αλήθεια, ψέµατα):

F : Q→ {α, ψ}

Χρησιµοποιώντας µια απονοµή και τις κατάλληλες πράξεις που ϑα ορι-
στούν αµέσως παρακάτω µπορούµε να δώσουµε µια αληθοτιµή(αλήθεια ή
ψέµατα) και σε οποιαδήποτε άλλη πρόταση.

∼
α ψ
ψ α

t
α α α
α ψ α
ψ α α
ψ ψ ψ

u
α α α
α ψ ψ
ψ α ψ
ψ ψ ψ

-]
α α α
α ψ ψ
ψ α α
ψ ψ α

[-]
α α α
α ψ ψ
ψ α ψ
ψ ψ α

Η διαδικασία είναι η εξής : ∆ίνουµε πρώτα µια αληθοτιµή (α ή ψ) στις υ-
ποπροτάσεις της πρότασης σ µε ϐάση τους παραπάνω πίνακες και την F και
τελικά στην ίδια την σ. Η ∼ αντιστοιχεί στην άρνηση ¬, η t στην διάζευξη ∨,
η u στην σύζευξη ∧, η -] στην→ και η [-] στην↔.

Παράδειγµα 1.5.1. ΄Εστω η πρόταση σ = (A ∨ (¬A))και έστω κάποια απο-
νοµή F µε F (A) = ψ. Τότε όπως ϐλέπουµε και από το παρακάτω σχήµα η σ
ϑα πάρει αληθοτιµή α(αλήθεια).

Ορισµός 1.5.2. Μια εκτίµηση αλήθειας (ή αλλιώς ερµηνεία) V είναι µια συ-
νάρτηση V : S → {α, ψ}, όπου S = το σύνολο όλων των προτάσεων της
Προτασιακής Λογικής.
Για την V ισχύουν οι παρακάτω κανόνες:
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1. Αν σ είναι άτοµο, τότε V (σ) ∈ {α, ψ}

2. σ = ¬τ τότε V (σ) =∼ V (τ)

3. σ = τ1 ∧ τ2 τότε V (σ) = V (τ1) u V (τ2)

4. σ = τ1 ∨ τ2 τότε V (σ) = V (τ1) t V (τ2)

5. σ = τ1 → τ2 τότε V (σ) = V (τ1)−]V (τ2)

6. σ = τ1 ↔ τ2 τότε V (σ) = V (τ1)[−]V (τ2)

Σχόλιο.

• Κάθε ερµηνεία V ορίζει ουσιαστικά και µία απονοµή αλήθειας (ϐλ. 1.)

• Ισχύει όµως και το αντίστροφο. Κάθε απονοµή αλήθειας F µπορεί να
επεκταθεί µε ΜΟΝΑ∆ΙΚΟ ΤΡΟΠΟ σε µια ερµηνεία V , ακολουθώντας
τους παραπάνω κανόνες 2-6

Παράδειγµα 1.5.2. F (A) = α, F (B) = ψ. Να κατασκευάσετε µία ερµη-
νεία V που επεκτείνει την F και εν συνεχεία να ϐρείτε V (A ∧ B), V (A →
B), V (A→ Γ), V (A↔ B).

Λύση. ΄Εστω V µια οποιαδήποτε ερµηνεία που ικανοποιεί τους κανόνες 2-6
και επιπλέον V (σ) = F (σ) για σ ατοµική πρόταση. Οπότε, V (A ∧ B) =
V (A) u V (B) = F (A) u F (B) = α u ψ = ψ. Ακόµα, V (A → B) =
V (A)−]V (B) = F (A)−]F (B) = α−]ψ = ψ. V (A → Γ) = V (A)−]V (Γ) =

F (A)−]F (Γ) = α−]F (Γ) =

{
εάν F (Γ) = ψ τότε ψ
εάν F (Γ) = α τότε α

1.6 Πίνακες αληθείας

Παράδειγµα 1.6.1. ΄Εστω σ µια οποιαδήποτε πρόταση και τ = (σ ∨ (¬σ)).
Τότε η τ είναι πάντα αλήθεια, δηλαδή µε άλλα λόγια για οποιαδήποτε ερµηνεία
V ισχύει V (τ) = α.

Λύση. ΄Εστω τυχαία V : S → {α, ψ}

σ ¬σ
V α ψ
V ψ α

1η κατηγορία : V (σ) = α
2η κατηγορία : V (σ) = ψ
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σ ¬σ τ = σ ∨ ¬σ
V α V (¬σ) =∼ V (σ) = ψ V (τ) = V (σ) t V (¬σ) = α t ψ = α
V ψ V (¬σ) =∼ V (σ) = α V (τ) = V (σ) t V (¬σ) = ψ t α = α

Ορισµός 1.6.1. Μια πρόταση σ της Λογικής των Προτάσεων ϑα λέγεται πάν-
τοτε αληθινή (ή ταυτολογία ή ταυτότητα ή νόµος) εάν για κάθε ερµηνεία V
έχουµε V (σ) = α. -]

ψ α α
ψ ψ αΠαράδειγµα νόµου είναι και η παρακάτω σχέση από την Συνολοθεωρία :

”∅ ⊆ A” : Εάν x ∈ ∅︸ ︷︷ ︸
Γ

τότε x ∈ A︸ ︷︷ ︸
B

που γράφεται απλά Γ→ B .

Η Γ είναι ως γνωστόν ψευδής. Οπότε, για κάθε V ισχύει V (Γ) = ψ οπότε
V ((Γ→ B)) = V (Γ)−]V (B) = ψ−]V (Γ) = α

Παράδειγµα 1.6.2. ΄Εστω Α,Β σύνολα. Τότε,

• A ⊆ B τότε Bc ⊆ Ac: Αν (Αν x ∈ A︸ ︷︷ ︸
Γ

τότε x ∈ B︸ ︷︷ ︸
∆

) τότε (Αν x /∈ B︸ ︷︷ ︸
¬∆

τότε

x /∈ A︸ ︷︷ ︸
¬Γ

)

(Γ → ∆) → (¬∆ → ¬Γ),
ϑ.δ.ο.−→ V ((Γ → ∆) → (¬∆ → ¬Γ)) είναι

νόµος.

Γ ∆ ¬Γ ¬∆ Γ→ ∆ ¬∆→ ¬Γ (Γ→ ∆)→ (¬∆→ ¬Γ)
α α ψ ψ α α α
α ψ ψ α ψ ψ α
ψ α α ψ α α α
ψ ψ α α α α α

Οπότε σε κάθε περίπτωση V ((Γ→ ∆)→ (¬∆→ ¬Γ)) = α

• (A ∪B)c = Ac ∩Bc : (A ∪B)c ⊆ Ac ∩Bc ΚΑΙ (A ∪B)c ⊇ Ac ∩Bc

(Αν (x /∈ A η B) τότε (x /∈ A και x /∈ B)) ΚΑΙ (Αν (x /∈ A και x /∈
B) τότε x /∈ (A ∪B))
E : x ∈ A, ¬E : x /∈ A
Z : x ∈ B, ¬Z : x /∈ B
(¬(E ∨ Z)→ (¬E ∧ ¬Z)) ∧ ((¬E ∧ ¬Z)→ ¬(E ∨ Z))
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Για κάθε ερµηνεία V
ϑ.δ.ο.−→ V (¬(E ∨ Z)→ (¬E ∧ ¬Z)) = α

Ε Ζ ¬E ¬Z E ∨ Z ¬(E ∨ Z) ¬E ∧ ¬Z ¬(E ∨ Z)→ (¬E ∧ ¬Z)
α α ψ ψ α ψ ψ α
α ψ ψ α α ψ ψ α
ψ α α ψ α ψ ψ α
ψ ψ α α ψ α α α

΄Ασκηση 1.6.1. ∆ίνεται η πρόταση [(¬A ∧ B)→ Γ] ∨∆. Βρείτε µία ερµηνεία
V1 έτσι ώστε V1(σ) = α και µία άλλη ερµηνεία V2 έτσι ώστε V2(σ) = ψ.

Λύση. σ = σ1 ∨ σ2 ⇒ V2(σ) = V2(σ1) t V2(σ2) = ψ ⇔
{

V2(σ1) = ψ
V2(σ2) = ψ

}
⇔

V2(¬A ∧B) = α
V2(Γ) = ψ
V2(∆) = ψ

⇔


V2(¬A) = α
V2(B) = α
V2(Γ) = ψ
V2(∆) = ψ

⇔


V (A) = ψ
V (B) = α
V (Γ) = ψ
V (∆) = ψ

∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣

Η µοναδική ερµηνεία που διαψεύδει την πρόταση είναι V2(A) = V2(Γ) =
V2(∆) = ψ και V (B) = α

Για σπίτι : ∆ειξτε ότι ο ¬(¬A)↔ A είναι νόµος.

1.7 Μαθηµατική επαγωγή

Μαθηµατική Επαγωγή: Πώς αποδεικνύουµε ότι ισχύει η ιδιότητα P ;
(∀ πρόταση σ ισχύει P (σ))
Βήµα 1ο: ∀ άτοµο A ισχύει P (A)
Επαγωγικό Βήµα: Υποθέτουµε ότι ισχύουν οι P (σ1) και P (σ2) και αποδει-
κνύουµε τις
P (¬σ1) ,
P ((σ1 ∧ σ2)),
P ((σ1 ∨ σ2)) ,
P ((σ1 → σ2)),
P ((σ1 ↔ σ2)).

Παράδειγµα 1.7.1. Ας δείξουµε ότι (∀ πρόταση σ)P (σ) όπου P (σ): «το πλή-
ϑος των αριστερών παρενθέσεων είναι ίσο µε το πλήθος των δεξιών παρενθέσε-
ων ».
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Απόδειξη. Ας συµβολίσουµε µε #( το πλήθος των αριστερών παρενθέσεων
µέσα σε µια πρόταση και µε #) των δεξιών.
Μαθηµατική Επαγωγή (στις προτάσεις):
Βήµα 1ο: (∀ άτοµο A)P (A).
Επαγωγικό ϐήµα: Υποθέτουµε ότι ισχύουν οι

P (σ1) : ′′#( = #) της σ1
′′

P (σ2) : ′′#( = #) της σ2
′′

Οπότε,
P (¬σ1) : ′′#( της ¬σ1 = #) της ¬σ1

′′

|| ||
1 + #( της σ1 1 + #) της σ1

άρα ισχύει η P (¬σ1).

΄Ασκηση 1.7.1. Να δείξετε όµοια ότιP (σ1∧σ2), P (σ1∨σ2), P (σ1 → σ2), P (σ1 ↔
σ2)

Λύση: Για σπίτι . . .

Θεώρηµα 1.7.2. 1. Για κάθε απονοµή αλήθειας F υπάρχει µία και µονα-
δική ερµηνεία V που την επεκτείνει.

2. ΄Εστω V µια ερµηνεία. Τότε, η αληθοτιµή (α ή ψ) που ϑα πάρει η σ από
την V , εξαρτάται µόνο από τις αληθοτιµές που παίρνουν τα άτοµα που
ϐρίσκονται µέσα στην σ. ή µε άλλα λόγια για κάθε πρόταση σ ισχύει η
παρακάτω ιδιότητα (που την συµβολίζουµε µε P (σ)):
Εαν υποθέσουµε η σ περιέχει µόνο κάποια απ΄ τα (προεπιλεγµένα) άτοµα
A1, A2, . . . , Ak και εαν F1, F2 δύο οποιεσδήποτε απονοµές αλήθειας µε
την ιδιότητα

F1(A1) = F2(A2)
F1(A2) = F2(A2)

· · ·
F1(Ak) = F2(Ak)

 και η V1 επεκτείνει την F1 και η V2 επεκτείνει την

F2, τότε αναγκαστικά ισχύει

V1(σ) = V2(σ).

Απόδειξη.
1. ∆εχόµαστε ότι πράγµατι υπάρχει µία ερµηνεία V που επεκτείνει την
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δοθείσα F . Θα δείξουµε ότι µία τέτοια V είναι µοναδική. Θα χρειαστεί το (2)
κοµµάτι του Θεωρήµατος. ΄Εστω, µε την µέθοδο της εις άτοπον απαγωγής,
ότι V1 6= V2 και V1,V2 επεκτείνουν την F1 και F2 αντίστοιχα.

Θέτουµε F1 = F ,F2 = F ΄Οµως τότε για οποιαδήποτε σ(A1, A2, . . . , Ak)
ισχύει από (2) ότι
F1(A1) = F (A1) = F2(A1)

...
F1(Ak) = F (Ak) = F2(Ak)

 και επειδή η V1 επεκτείνει την F1 και η V2

επεκτείνει την F2, ϑα πρέπει λόγω του (2) V1(σ) = V2(σ) άρα V1 = V2 άτοπο.
2

2. Με µαθηµατική επαγωγή
Βήµα 1ο: Θα δείξουµε P (A), µε A κάποιο άτοµο. Χωρίς ϐλάβη της γενικότη-
τας υποθέτουµε ότι η A = A1. ΄Εχουµε, εξ΄ υποθέσεως ότι F1(A) = F1(A1) =

F2(A1) = F2(A) και V1(A1) = F1(A1)
V2(A1) = F2(A2)

}
⇒ V1(A1) = V2(A2)

Επαγωγικό Βήµα: Αν P (σ1), P (σ2) τότε πρέπει να δείξουµε τα P (¬σ1), P ((σ1∧
σ2)) , P ((σ1 ∨ σ2)) , . . .

V1(¬σ1)
?
= V2(¬σ1) ⇔∼ V1(σ1)

?
=∼ V2(σ1) ⇔ V1(σ1)

?
= V2(σ1), ισχύει λόγω

της P (σ1).
P ((σ1 ∧ σ2)): Εάν (σ1 ∧ σ2) είναι πρόταση που περιέχει κάποια από τα
A1, A2, . . . , Ak τότε V1(σ1 ∧ σ2)

?
= V2(σ1 ∧ σ2) ανν V1(σ1)u V1(σ2) = V2(σ1)u

V2(σ2), που ισχύει από την επαγωγική υπόθεση. ΄Οµοια συνεχίζουµε µε τις
άλλες περιπτώσεις.

Ορισµός 1.7.1. ∆ύο προτάσεις σ και τ λέγονται λογικά ισοδύναµες ανν για
κάθε ερµηνεία V ισχύει V (σ) = V (τ). Συµβολικά ϑα γράφουµε σ ≡ τ .

Παράδειγµα 1.7.3. ∆είξτε ότι ¬(¬σ) ≡ σ (Νόµος της διπλής άρνησης)

Απόδειξη : ΄Εστω V µια τυχαία ερµηνεία. Τότε ϑα ανήκει σε µοα απο τις
παρακάτω κατηγορίες
σ (¬σ) ¬(¬σ)
α ψ α
ψ α ψ

άρα, σε κάθε περίπτωση V (σ) = V (¬(¬σ)) άρα σ ≡ ¬(¬σ)

Παράδειγµα 1.7.4. σ1 → σ2 ≡ (¬σ1) ∨ σ2 (Νόµος της συνεπαγωγής)
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Απόδειξη : ΄Εστω V µια τυχαία ερµηνεία.
σ1 σ2 σ1 → σ2 ¬σ1 (¬σ1) ∨ σ2

α α α ψ α
α ψ ψ ψ ψ
ψ α α α α
ψ ψ α α α

1.8 Ταυτολογίες και αντιφάσεις

Κατηγορίες προτάσεων. Υπάρχουν οι παρακάτω κατηγορίες προτάσεων σ µε
ϐάση την ερµηνεία τους :
σ Ταυτολογίες(ή νόµοι ή ταυτότητες ή πάντα αληθινές)

για κάθε ερµηνεία V ισχύει V (σ) = a)
σ Αντιλογίες (ή αντιφάσεις ή µή επαληθεύσιµες ή πάντοτε ψευδείς προτάσεις)

για κάθε ερµηνεία V ισχύει V (σ) = ψ)
σ Επαληθεύσιµες προτάσεις, οι οποίες δεν είναι ταυτολογίες,

δηλ. υπάρχει µία ερµηνεία V1(σ) = a, και υπάρχει µια ερµηνεία V2(σ) = ψ

Παράδειγµα 1.8.1. Νόµοι De Morgan:

σ1 ∧ σ2 = ¬[(¬σ1) ∨ (¬σ2)]

σ1 ∨ σ2 = ¬[(¬σ1) ∧ (¬σ2)]

που αντιστοιχούν στους εξής νόµους από την ϑεωρία συνόλων:

A ∩B = (Ac ∪Bc)c

A ∪B = (Ac ∩Bc)c

Λύση. Για σπίτι.

Νόµοι συνεπαγωγής:

1. σ1 → σ2 ≡ (¬σ2)→ (¬σ1) (εις άτοπον απαγωγή)

2. σ1 → (σ2 → σ2) ≡ (σ1 ∧ σ2)→ σ3 (Νόµος της µεταφοράς)

3. (σ2 → σ3) → ((σ1 → σ2) → (σ1 → σ2)) = a (1ος Συλλογιστικός Νόµος
του Αριστοτέλη)
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4. (σ1 → σ2) → ((σ2 → σ3) → (σ1 → σ3)) = a (2ος Συλλογιστικός Νόµος
του Αριστοτέλη)

5. σ ∨ (¬σ) = a (Νόµος της του τρίτου αποκλίσεως)

Νόµος της διπλής άρνησης:

¬(¬σ) = σ

1ος κ΄ 2ος συλλογιστικός νόµος του Αριστοτέλη

Νόµος της µεταφοράς:

σ1 → (σ2 → σ3) ≡ (σ1 ∧ σ2)→ σ3

Σχόλιο : (σ1 → σ2)→ σ3 6≡ σ1 → (σ2 → σ3)

Νόµος της του τρίτου αποκλίσεως: Η σ∨(¬σ) που είναι λογικά ισοδύναµη
µε την σ → σ είναι τατολογία.
Επιµεριστικοί Νόµοι :

(σ1 ∧ σ2) ∨ σ3 ≡ (σ1 ∨ σ3) ∧ (σ2 ∨ σ3)

((σ1 ∨ σ2) ∧ σ3) ≡ (σ1 ∧ σ3) ∨ (σ2 ∧ σ3)

Αντιµεταθετικοί Νόµοι :

(σ1 ∨ σ2) ≡ (σ2 ∨ σ1)

(σ1 ∧ σ2) ≡ (σ2 ∧ σ1)

Προσεταιριστικοί Νόµοι :

(σ1 ∨ σ2) ∨ σ3 ≡ σ1 ∨ (σ2 ∨ σ3)

(σ1 ∧ σ2) ∧ σ3 ≡ σ1 ∧ (σ2 ∧ σ3)

Νόµοι της απορρόφησης:σ ∧ σ ≡ σ
σ ∨ σ ≡ σ
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σ ∧ (ταυτολογία) ≡ σ (A ∧ Ω = A)
σ ∨ (ταυτολογία) ≡ ταυτολογία (A ∨ Ω = Ω)
σ ∧ (αντίφαση) ≡ αντίφαση (A ∧ ∅ = ∅)

σ ∨ (αντίφαση) ≡ σ (A ∧ ∅ = A)

΄Ασκηση 1.8.1. ∆είξτε ότι, σ ∧ (ταυτολογία) ≡ σ

Λύση. ΄Εστω V τυχαία ερµηνεία. ΄Εχουµε ότι
V (σ ∧ (ταυτολογία)) = V (σ)⇒ V (σ)uV ((ταυτολογία)) = V (σ) u a︸ ︷︷ ︸

V (σ)

= V (σ)

άρα ισχύει.

΄Ασκηση 1.8.2. Να δειχθεί ότι για οποιεσδήποτε προτάσεις σ1, σ2, η σ1 ↔ σ2

είναι ταυτολογία ανν σ1 ≡ σ2.

Λύση. ΄Εστω V τυχαία ερµηνεία.
Θα δείξουµε ότι εάν σ1 ≡ σ2 τότε σ1 ↔ σ2 ταυτολογία.
1η περίπτωση: Εάν V (σ1) = a τότε V (σ2) = a, άρα V (σ1 ↔ σ2) = V (σ1)[−]V (σ2) =
a[−]a = a.
2η περίπτωση: Εάν V (σ1) = ψ τότε V (σ2) = ψ, άρα V (σ1 ↔ σ2) =
V (σ1)[−]V (σ2) = ψ[−]ψ = a.
Αντίστροφα, ϑα δείξουµε ότι εάν σ1 ↔ σ2 είναι ταυτολογία, τότε σ1 ≡ σ2:
V (σ1 ↔ σ2) = a άρα V (σ1)[−]V (σ2) = a άρα V (σ1) = V (σ2) = a η ψ.
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1.9 Κανονικές µορφές

Ορισµός 1.9.1. ΄Ενας στοιχειώδης τύπος είναι µια ατοµική πρόταση (A) ή µια
άρνησή της (¬A).

Ορισµός 1.9.2. Παράγοντα ήΠρογραµµατικό Τύπο ονοµάζουµε µία διάζευξη
ενός πεπερασµένου συνόλου στοιχειωδών τύπων.

π.χ.: ¬A ∨B ∨ ¬Γ
που γράφεται ισοδύναµα σε συνολοθεωρητική µορφή {¬A,B,¬Γ}.
Ορισµός 1.9.3. Συζευκτική Κανονική Μορφή (ΣΚΜ) ονοµάζουµε µια οποια-
δήποτε σύζευξη (ενός ή παραπάνω) παραγόντων.

Παράδειγµα 1.9.1. (A∨B)∧ (¬B ∨¬Γ)∧∆ ή σε συνολοθεωρητική µορφή

{{¬A,B}, {¬B,¬Γ}, {∆}}.

Ορισµός 1.9.4. ∆ιαζευκτική Κανονική Μορφή (∆ΚΜ) σ = σ1∨σ2∨. . .∨σn έτσι
ώστε κάθε ένα από τα σi είναι σύζευξη στοιχειωδών τύπων. Με άλλα λόγια, µία
∆ΚΜ είναι διάζευξη κάποιου πλήθους n ≥ 1 από συζεύξεις στοιχειωδών τύπων
σi, 1 ≤ i ≤ n.

Σχόλιο. Υπάρχουν κάποιες προτάσεις οι οποίες είναι ήδη γραµµένες και σε
ΣΚΜ και σε ∆ΚΜ.

Παράδειγµα 1.9.2. A ∨B ∨ ¬Γ µόνο ή A ή A ∧ ¬∆ ∧ E
Σχόλιο. Μπορούµε να γράψουµε κάθε πρόταση σ σε µία ισοδύναµη πρότα-
ση σε ΣΚΜ και σε µία άλλη σε ∆ΚΜ µε χρήση των επιµεριστικών και άλλων
νόµων που µάθαµε.

Παράδειγµα 1.9.3. Να γράψουµε µια (τυχαία) ∆ΚΜ των παρακάτω 5 στοι-
χειωδών τύπων σ1, σ2, σ3, σ4, σ5 σε ΣΚΜ:
(σ1 ∧ σ2 ∧ σ3) ∨ (σ4 ∧ σ5) (∆ΚΜ). Οπότε,

(σ1 ∧ σ2 ∧ σ3) ∨ (σ4 ∧ σ5) ≡ (σ1 ∨ (σ4 ∧ σ5)) ∧ (σ2 ∨ (σ4 ∧ σ5)) ∧
∧(σ3 ∨ (σ4 ∧ σ5))

≡ (σ1 ∨ σ4) ∧ (σ1 ∨ σ5) ∧ (σ2 ∨ σ4) ∧ (σ2 ∨ σ5) ∧
∧(σ3 ∨ σ4) ∧ (σ3 ∨ σ5)

Η τελευταία είναι γραµµένη σε ΣΚΜ (προσέξτε ότι το αποτέλεσµα περιέχει το
πολύ 3 · 2 = 6 παράγοντες. Αυτή η παρατήρηση ϕυσικά µπορεί γενικευθεί).
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΄Ασκηση 1.9.1. Να δείξετε ότι, η πρόταση k = [(¬A ∧ B) → Γ] ∨ ∆ είναι
επαληθεύσιµη, αλλά όχι ταυτολογία.

Λύση.

[(¬A ∧B)→ Γ] ∨∆ ≡ [¬(¬A ∧B) ∨ Γ] ∨∆

≡ ((A ∨ ¬B) ∨ Γ) ∨∆

≡ A ∨ (¬B) ∨ Γ ∨∆ = ∆ΚΜ

Κατασκευή µιας ερµηνείας που να επαληθεύει την k.
V (A) = a και στα υπόλοιπα άτοµα η V δίνει οποιαδήποτε αληθοτιµή.
V (k) = V (A ∨ (¬B) ∨ Γ ∨∆) = a t V (¬B) t V (Γ) t V (∆) = α
Κατασκευή µιας ερµηνείας που να διαψεύδει την k. V ′(B) = a και στα
υπόλοιπα άτοµα η V ′ δίνει ψ.
V ′(k) = V ′(A ∨ (¬B) ∨ Γ ∨ ∆) = V ′(A) t V ′(¬B) t V ′(Γ) t V ′(∆) =
ψ t ψ t ψ t ψ = ψ.

΄Ασκηση 1.9.2. Να δείξετε ότι ισχύει ο νόµος του Pierce ((A→ B)→ A)→ A

1. Με αληθοπίνακες

2. ΣΚΜ

3. ∆ΚΜ

Λύση.

1. Για σπίτι. . .

2. Στην περίπτωσή µας η ΣΚΜ συµπίπτει µε την ∆ΚΜ, διότι έχουµε ένα
και µοναδικό παράγοντα, δείτε το 3.

3.

σ ≡ ¬((A→ B)→ A) ∨ A

≡ ¬
(
¬((A→ B) ∨ A) ∨ A

)
≡ ¬

(
(¬(¬A ∨B) ∨ A) ∨ A

)
≡ ¬((A ∧ ¬B) ∨ A) ∨ A
≡ (¬(A ∧ ¬B)¬A) ∨ A
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≡ ((¬A ∨B) ∧ ¬A) ∨ A
≡ [(¬A ∧ ¬A) ∨ (B ∧ ¬A)] ∨ A
≡ (¬A ∧ ¬A) ∨ (B ∧ ¬A) ∨ A
≡ (¬A) ∨ (B ∧ ¬A) ∨ A
≡ (¬A) ∨ A ∨ (B ∧ ¬A)

≡ ταυτολογία.

διότι η (¬A) ∨ A είναι ταυτολογία.

Θεώρηµα 1.9.4. Κάθε πρόταση σ της Λογικής των Προτάσεων γράφεται ισο-
δύναµα σε µία πρόταση τ σε Σ.Κ.Μ. και σε µία πρόταση τ ′ σε ∆.Κ.Μ. (όχι κατ΄
ανάγκην τ 6= τ ′) δηλαδή σ ≡ τ ≡ τ ′.

Από της γραµµές του αληθοπίνακα της σ στις οποίες αληθεύει (δηλ. παίρ-
νει α από τις αντίστοιχες ερµηνείες) µπορούµε να ανακαλύψουµε την ∆.Κ.Μ.
της σ.

Παράδειγµα 1.9.5. ∆ίνεται ο αληθοπίνακας µίας πρότασης σ. Να ϐρεθεί η
∆.Κ.Μ. της σ.

A B Γ σ ¬σ
α α α α� ψ
α α ψ ψ α
α ψ α ψ α
α ψ ψ ψ α
ψ α α α� ψ
ψ ψ α ψ α
ψ α ψ ψ α
ψ ψ ψ α� ψ

Λύση. Θέλουµε σ ≡ ∆.Κ.Μ. Ψάχνουµε τις ερµηνείες V που επαληθεύουν
την σ.
Περιπτώσεις :

1. (από πρώτη γραµµή) V1(A) = V1(B) = V1(Γ) = α︸ ︷︷ ︸
V1(A∧B∧Γ)=α

⇒ V1(σ) = α

2. (από 5η γραµµή) V2(A) = ψ, V2(B) = V2(Γ) = α︸ ︷︷ ︸
V2(¬A)=α, V2(B∧Γ)=α⇒V2(¬A∧B∧Γ)=α

⇒ V2(σ) = α
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3. (από 8η γραµµή) V3(A) = V3(B) = V3(Γ) = ψ︸ ︷︷ ︸
V3(¬A∧¬B∧¬Γ)=α

⇒ V3(σ) = α

΄Αρα, αν V = V1 ή V2 ή V3 τότε V (σ) = α δηλαδή,

Αν η
V δίνει V (A ∧B ∧ Γ) = α ή εάν
V δίνει V (¬A ∧B ∧ Γ) = α ή εάν
V δίνει V (¬A ∧ ¬B ∧ ¬Γ) = α

 τότε

V (σ) = α.

δηλαδή εάν η V δίνει V ( (A ∧B ∧ Γ) ∨ (¬A ∧B ∧ Γ) ∨ (¬A ∧ ¬B ∧ ¬Γ)︸ ︷︷ ︸
∆.Κ.Μ.

)

τότε
V (σ) = α.

Φυσικά ισχύει και το αντίστροφο δηλ. εάν V (σ) = α τότε αναγκαστικά η V
ειναι µια από τις V1,V2,V3 και άρα η ∆.Κ.Μ. αληθεύει. Αποδείξαµε λοιπόν ότι
η σ αληθεύει αν και µόνον εάν η παραπάνω ∆.Κ.Μ αληθεύει ή µε άλλα λόγια
αυτή είναι η Ϲητούµενη ∆ιαζευκτική Κανονική Μορφή της σ (σ ≡ ∆.Κ.Μ.)
Σχόλιο. Συνεπώς, για να ϐρούµε την ∆.Κ.Μ µιας πρότασης σ της οποίας ξέ-
ϱουµε τον αληθοπίνακα κοιτάµε τα α της στήλης του σ και χρησιµοποιώντας
τις αντίστοιχες γραµµές τους κατασκευάζουµε την ∆.Κ.Μ.
Σχόλιο. Εάν σ ≡ (A ∧ ¬B ∧ ∆) ∨ (Γ ∧ B ∧ ¬E) τότε ο αληθοπίνακας της
έχει 25 = 32 γραµµές. Αλλά αυτή αληθεύει µόνο σε 4 +4 ερµηνείες και σε
όλες τις άλλες διαψεύδεται (ϐάζουµε ? όταν δεν παίζει ϱόλο η αληθοτιµή του
αντίστοιχου ατόµου που ϐρίσκεται στην πρώτη γραµµή του αληθοπίνακα).

A B Γ ∆ E σ
4 γραµµές α ψ ? α ? α
4 γραµµές ? α α ? ψ α

στις υπόλοιπες 24 γραµµές ψ

Εάν γνωρίζουµε την Σ.Κ.Μ. ή την ∆.Κ.Μ. τότε είναι πολύ εύκολο να κα-
τασκευάσουµε τον αληθοπίνακα της πρότασης. Παράδειγµα: ΄Εστω τ ≡
(A∨¬B ∨∆)∧ (Γ∨B ∨E). Τότε, για να αληθεύει η τ αρκει κάθε ένας από
τους δύο παράγοντες να είναι αληθινός άρα υπάρχουν 3 · 3 − 1 = 9 − 1 = 8
τέτοιες περιπτώσεις(δεν µπορεί να ισχύει το Ϲευγάρι V (¬B)(από τον πρώτο
παράγοντα)= V (B)(του 2ου παράγοντα)= α). Παρακώτω εµφανίζουµε 4 απο
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αυτές και αφήνονται ως άσκηση οι υπόλοιπες 4.

A B Γ ∆ E σ
α α ? ? ? α
? α ? α ? α
? ψ α ? ? α
? ψ ? ? α α

Σχόλιο. Για να ϐρούµε την Σ.Κ.Μ.σ δουλεύουµε ως εξής : Κοιτάµε τα ψ της
στήλης του σ και χρησιµοποιώντας τις αντίστοιχες γραµµές κατασκευάζουµε
την Σ.Κ.Μ.σ. Ισχύει : Σ.Κ.Μ.σ = ¬(∆.Κ.Μ.¬σ)
Ας ϐρούµε για παράδειγµα την Σ.Κ.Μ της σ του παραδείγµατος 1.9.5. ΄Ε-
χουµε, ∆.Κ.Μ.¬σ = ((A ∧B ∧ ¬Γ) ∨ (A ∧ ¬B ∧ Γ) ∨ (A ∧ ¬B ∧ ¬Γ) ∨ (¬A ∧
¬B ∧ Γ) ∨ (¬A ∧B ∧ ¬Γ)) οπότε,
¬(∆.Κ.Μ.¬σ) = ((¬A ∨ ¬B ∨ Γ) ∧ (¬A ∨B ∨ ¬Γ) ∧ (¬A ∨B ∨ Γ) ∧ (A ∨B ∨
¬Γ) ∧ (A ∨ ¬B ∨ Γ))

Σχόλιο. Εάν η ∆.Κ.Μ.σ έχει 3 παράγοντες και η σ περιέχει n το πλήθος
άτοµα, τότε η Σ.Κ.Μ.σ έχει 2n − 3 παράγοντες το πολύ ! Γενικά, εάν η
∆.Κ.Μ.σ έχει m το πλήθος διαζεύξεις τότε η Σ.Κ.Μ.σ περιέχει το πολύ 2n −m
συζεύξεις, όπου n είναι το πλήθος των ατόµων που περιέχει η σ.
Σχόλιο. Την σ ϑα την γράψουµε σε ∆.Κ.Μ. (όταν ϑέλουµε να επαληθεύσουµε
την σ) και ϑα την γράψουµε σε Σ.Κ.Μ. (όταν ϑέλουµε να διαψεύσουµε την σ)

Επιµεριστικοί Νό-
µοι
•(σ1 ∨ σ2) ∧ σ3 ≡
≡ (σ1 ∧ σ3)∨ (σ2 ∧
σ3)
•(σ1 ∧ σ2) ∨ σ3 ≡
≡ (σ1 ∨ σ3)∧ (σ2 ∨
σ3)

΄Ασκηση 1.9.3.

σ ≡ [(¬A ∧B)→ Γ] ∨∆

≡ [¬(¬A ∧B) ∨ Γ] ∨∆

≡ A ∨ ¬B ∨ Γ ∨∆
↗
↘

Σ.Κ.Μ.σ
∆.Κ.Μ.σ

Για παράδειγµα, εάν V (A) = V (Γ) = V (∆) = ψ, V (B) = α⇒ V (σ) = ψ

Σχόλιο. Μία πρόταση σε Σ.Κ.Μ. είναι ψευδής εαν και µόνον εάν µία τουλά-
χιστον σύζευξή της είναι ψευδής.
Σχόλιο. Μία πρόταση σε ∆.Κ.Μ. είναι αληθής εαν και µόνον εάν µία τουλά-
χιστον διάζευξή της είναι αληθής.
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1.10 Συνεπές σύνολο προτάσεων και συνέπειες
ενός (συνεπές) συνόλου

Ορισµός 1.10.1. ΄Εστω Σ ένα σύνολο πεπερασµένο ή άπειρο από προτάσεις
(το Σ ονοµάζεται εδώ και σύνολο υποθέσεων). Τότε, η σ είναι συνέπεια του Σ
(και ϑα γράφουµε Σ |= σ) εάν και µόνον εάν ισχύει ότι για κάθε ερµηνεία V η
οποία επαληθεύει κάθε υπόθεση του Σ τότε αναγκαστικά επαληθεύει και την
πρόταση σ. ∆ηλαδή,

Αν V (Σ) ≡ α τότε V (σ) = α

(Γράφουµε συµβολικά Σ |= σ). Για να δείξουµε Σ |= σ χρησιµοποιούµε συνή-
ϑως τις παρακάτω µεθόδους.
Α΄ Μεθοδος : Με αληθοπίνακες. Εδώ υποθέτουµε ότι το Σ είναι πεπερασµένο.
Με αληθοπίνακες ελέγχουµε αν πράγµατι η σ είναι αλήθεια όποτε έχουµε µια
ερµηνεία V (δηλ. µια γραµµή του αληθοπίνακα της Σ) που επαληθεύει κάθε
υπόθεση(δηλ. κάθε πρόταση) που ανήκει στο Σ:

V

A B . . . σ1 σ2 . . . σn σ
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

α α . . . α ?
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

΄Ασκηση 1.10.1. ΄Εχουµε την παρακάτω «ϐάση προσωπικών δεδοµένων»
Ο Χρήστος αγαπάει την Μαρία ή αγαπάει την Κατερίνα.
Εάν ο Χρήστος αγαπάει την Μαρία, τότε αγαπάει την Κατερίνα.
Από τις παραπάνω υποθέσεις δείξτε το
Συµπέρασµα: Ο Χρήστος αγαπάει την Κατερίνα.

Λύση. Θέλουµε να δείξουµε µε αληθοπίνακες ότι

σ1 = A ∨B
σ2 = A→ B

}
|= σ = B

Πράγµατι,

A B σ1 σ2 σ
α α α α α
α ψ α ψ ?
ψ α α α α
ψ ψ ψ α ?
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Τα ? υποδηλώνουν ότι δεν µας ενδιαφέρει η τιµή της σ για τούτη την γραµ-
µή(ερµηνεία) του αληθοπίνακα.

Σχόλιο.

1. Εάν σ ∈ Σ τότε είναι προφανές ότι Σ |= σ.

2. Εάν σ είναι ταυτολογία, τότε είναι προφανές ότι Σ |= σ ανεξάρτητα από
το Σ. (π.χ. Σ = ∅).

3. Εάν Σ = ∅, τότε σ |=ταυτολογίες (γιατί κάθε άλλη πρόταση µπορεί να
ισχύει V (σ) = ψ)

4. Εάν το Σ περιέχει µία τ ∈ Σ αντίφαση(οπότε το Σ ειναι αντιφατικό
δηλ. ασυνεπές), τότε κάθε πρόταση σ είναι συνέπεια του Σ! ∆ηλαδή,
Σ |= σ. Για τον ίδιο λόγο αποφεύγοµαι να τις περιπτώσεις που το Σ
αποδεικνύεται τελικά ασυνεπές.

Απόδειξη. Επειδή η πρόταση ‘Σ |= σ’ είναι της µορφής ‘εάν . . . τότε’
και επειδή η υπόθεση αυτής της συνεπαγωγής είναι πάντοτε ψευδής,
έπεται ότι όλη η συνεπαγωγή αληθεύει. ∆ηλαδή, Σ |= σ.

Παράδειγµα 1.10.1. Να δειχθεί ότι A |= ¬B → (∆→ A).

Λύση.

1. 1ος τρόπος (µε ορισµό):
΄Εστω V τυχαία ερµηνεία : V (A) = a
΄Εχουµε να απαντήσουµε στο ερώτηµα

V (¬B → (∆→ A)) = a?

΄Οµως

¬B → (∆→ A) ≡ ¬B → (¬∆ ∨ A)

≡ ¬(¬B) ∨ (¬∆ ∨ A)

≡ B ∨ (¬∆) ∨ A

Οπότε, V (B ∨ (¬∆)∨A) = V (B)tV (¬∆)tV (A) = a και άρα ισχύει
V (¬B → (∆→ A)) = a.
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2. 2ος τρόπος (µε αληθοπίνακες):

Α Β ∆ Σ = {A} ¬B → (∆→ A)
a a a a a
a a ψ a a
a ψ a a a
a ψ ψ a a
...

...
... ψ

...

Από τον αληθοπίνακα παρατηρούµε ότι σε όλες τις γραµµές(οι πρώτες
4) που αληθεύουν οι προτάσεις του Σ = {A} τότε συγχρόνως και αναγ-
καστικά αληθεύει το συµπέρασµα ¬B → (∆ → A). ΄Αρα, πράγµατι, η
πρόταση αυτή είναι συνέπεια του Σ.

΄Ασκηση 1.10.2. Σ = {A↔ Γ, B ↔ ∆, (A∨B)∧ (Γ∨∆)} 6|= σ = (A∨B)∧
(Γ ∨∆)

Λύση. Εδώ δεν χρειάζεται να ϕτιάξουµε όλο τον αληθοπίνακα για να δια-
πιστώσουµε ότι Σ 6|= σ. Πράγµατι ϑα περιοριστούµε µόνο σε περιπτώσεις
ερµηνειών που κάνουν όλες τις προτάσεις του Σ αληθινές. Για µια τέτοια
ερµηνεία V ϑα πρέπει V (A ↔ Γ) = a δηλ. τα άτοµα A και Γ πρέπει να
παίρνουν ακριβώς την ίδια αληθοτιµή και όµοια V (B ↔ ∆) = a και άρα
τα άτοµα B και ∆ πρέπει να παίρνουν ακριβώς την ίδια αληθοτιµή. Τέτοιες
περιπτώσεις ερµηνειών είναι µόνο 4:

A B Γ ∆ A↔ Γ B ↔ ∆ (A ∨B) ∧ (Γ ∨∆) σ
a a a a a a a a
a ψ a ψ a a a ψ
ψ a ψ a a a a
ψ ψ ψ ψ a a ψ

΄Αρα, από την 2η γραµµή διαπιστώνουµε ότι Σ 6|= σ.

Κανόνας της δυαδικής επίλυσης.

Σ = {A ∨B ∨ . . .,¬A ∨B′ ∨ . . ., . . . } |= B ∨B′ ∨ . . .

δηλ. µε άλλα λόγια, ‘η σύγκρουση’ A(ενός παράγοντα του Σ) µε το ¬A (ενός
άλλου παράγοντα) µπορεί να επιλυθεί και να προκύψει ως (νέο)συµπέρασµα
ένας παράγοντας που αποτελείται από τους στοιχειώδεις τύπους που έχουν
αποµείνει και από τους δυο παράγοντες µετά την επίλυση.
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Κανόνας της πεπερασµένης σύζευξης. ΄Εστω ότι το Σ είναι πεπερασµένο =
{σ1, σ2, . . . σn} και σ πρόταση, τότε Σ |= σ αν και µόνο αν σ1∧σ2∧. . .∧σn |= σ

Παρατήρηση 1.10.2. ΄Εστω Σ πεπερασµένο. Τότε για να εφαρµόσουµε τον
παραπάνω κανόνα γράφουµε κάθε πρόταση του Σ σε Σ.Κ.Μ.

Παράδειγµα 1.10.3. Σ = {σ1, σ2, σ3} Ας υποθέσουµε επιπλέον ότι

σ1 ≡ r11 ∧ r12 ∧ r13

σ2 ≡ r21 ∧ r22 ∧ r23 ∧ r24

σ3 ≡ r31

όπου όλα τα rij είναι διαζεύξεις στοιχειωδών τύπων(δηλ. κάποιοι παράγοντες).
΄Οπότε το Σ είναι λογικό ισοδύναµο µε µια µοναδική πρόταση δηλ. µε την
συζευξη των 8 παραγόντων του.

Σύµφωνα µε τον κανόνα έχουµε Σ |= σ ⇔ {σ1, σ2, σ3} |= σ ⇔ σ1 ∧ σ2 ∧
σ3 |= σ ⇔ r11 ∧ r12 ∧ r13 ∧ r21 ∧ r22 ∧ r23 ∧ r24 ∧ r31 |= σ. Προσέξτε ότι στα
αριστερά υπάρχει µόνο µία πρόταση σε Σ.Κ.Μ.. ΄Ισως χρειαστεί να γράψουµε
και τη σ σε Σ.Κ.Μ. για να µπορέσουµε να τη συµπεράνουµε µε χρήση της
µεθόδου της δυαδικής επίλυσης από το Σ.

Παράδειγµα 1.10.4. ∆είξτε µε την µέθοδο της δυαδικής επίλυσης ότι {A ∨
B ∨ Γ, A ∨B ∨ ¬Γ, A ∨ ¬B,¬A ∨ Γ} |= Γ

Λύση. (A ∨B ∨ Γ)︸ ︷︷ ︸
1�

∧ (A ∨B ∨ ¬Γ)︸ ︷︷ ︸
2�

∧ (A ∨ ¬B)︸ ︷︷ ︸
3�

∧ (¬A ∨ Γ)︸ ︷︷ ︸
4�

|= Γ

1 ∧ 3 |= A ∨ Γ ∨ A, δηλαδή 1 ∧ 3 |= A ∨ Γ 5� (µε επίλυση του B).
5 ∧ 4 |= Γ 6� (µε επίλυση του A).

Πρόταση 1.10.5. ΄Εστω Σ |= σ′. Τότε (Σ |= σ ανν Σ ∪ {σ′} |= σ) δηλαδή
στις υποθέσεις µου Σ µπορώ να επισυνάψω οποιαδήποτε πρόταση σ που έχει
αποδείξει η Σ σε κάποια στιγµή στο παρελθόν.

Σύµβαση: Με 2 συµβολίζω οποιαδήποτε αντίφαση. Ως γνωστό όλες οι αν-
τιφάσεις είναι λογικά ισοδύναµες προτάσεις(µεταξύ τους) και άρα δεν έχει
σηµασία ποια ακριβώς ϑα ϑεωρήσουµε. Για παράδειγµα µπορούµε να σκε-
ϕτόµαστε ότι 2 = A ∧ ¬A.

Πρόταση 1.10.6. Εάν Σ |= 2 τότε αυτό σηµαίνει ότι το Σ είναι µή επαλη-
ϑεύσιµο, δηλαδή δεν υπάρχει V που να επαληθεύει κάθε πρόταση του Σ. Με
άλλα λόγια
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Σ |= 2 αν και µόνο αν Σ ασυνεπές.

Ορισµός 1.10.2. ΄Ενα σύνολο προτάσεων Σ λέγεται ασυνεπές ή µη επαλη-
ϑεύσιµο εάν δεν υπάρχει ερµηνεία V που να επαληθεύει κάθε πρόταση του
Σ.

Πρόταση 1.10.7. Σ |= ¬σ αν και µόνο αν (Σ∪{σ} ασυνεπές) και όµοια Σ 6|= σ
αν και µόνο αν (Σ ∪ {¬σ} συνεπές).

ΠΡΟΣΟΧΗ! Αν Σ 6|= σ τότε δεν έπεται ότι Σ |= ¬σ !

Θεώρηµα 1.10.8 (Συµπεράσµατος). ΄Εστω Σ ένα σύνολο προτάσεων και
σ1, σ2 δύο προτάσεις, τότε

Σ ∪ {σ} |= σ2 αν και µόνο αν Σ |= (σ1 → σ2)

Απόδειξη. (⇒) : Θα δείξω ότι Σ |= σ1 → σ2. ΄Εστω λοιπόν V ερµηνεία η
οποία επαληθεύει όλες τις σ ∈ Σ.

1. 1η περίπτωση: V (σ1) = ψ, προφανώς V (σ1 → σ2) = ψ−]V (σ2) = a.

2. 2η περίπτωση: V (σ1) = a, τότε προφανώς επαληθεύεται κάθε πρότα-
ση του Σ ∪ {σ1}. ΄Οµως, από ορισµό έχουµε Σ ∪ {σ1}︸ ︷︷ ︸

a

|= σ2︸︷︷︸
a

άρα

αναγκαστηκά προκύπτει V (σ2) = a.

Συνολικά, V (σ1 → σ2) = V (σ1)−]V (σ2) == a
(⇐) : ∆ουλεύω όµοια, δηλαδή ϑέλω να δείξω ότι Σ ∪ {σ1} |= σ2 . . ..

Θεώρηµα 1.10.9 (Συµπάγειας - 1η µορφή). ΄Εστω Σ ένα άπειρο σύνολο
(υποθέσεων), τότε Σ |= σ αν και µόνο αν ∃ κάποιο πεπερασµένο υποσύνολο
σ1, σ2, . . . , σn του Σ έτσι ώστε σ1 ∧ σ2 ∧ . . . ∧ σn |= σ.

Θεώρηµα 1.10.10 (Συµπάγειας - 2η µορφή). ΄Εστω Σ άπειρο σύνολο (υπο-
ϑέσεων). Τότε το Σ είναι συνεπές αν και µόνο αν για κάθε Σ′ υποσύνολο του Το Σ είναι συνε-

πές αν και µόνο
αν υπάρχει V που
να επαληθεύει κά-
ϑε πρόταση σ ∈ Σ.

Σ (πεπερασµένο και µη κενό) το Σ′ είναι συνεπές.

Παράδειγµα 1.10.11. ΄Εστω Σ = {A1, A2, A1∧A2, A3, A1∧A3, A2∧A3, A4, . . .}
το Σ είναι άπειρο σύνολο προτάσεων. Το Σ είναι συνεπές ;

Λύση. Θα χρησιµοποιήσουµε το Θεώρηµα Συµπάγειας : Χωρίς ϐλάβη της
γενικότητας υποθέτουµε ότι Σ′ = {A1, A2, . . . , An, A1 ∧ A2, . . . , An−1 ∧ An}.
Αν ορίσουµε V (A1) = V (A2) = . . . = V (An) = a⇒ V (Σ′) = a.
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Παράδειγµα 1.10.12. ∆είξτε ότι υπάρχει ένα δυαδικό δένδρο το οποίο είναι
άπειρο.

∆υαδικό δένδρο
1
/\

2 3
| / \

4 5 6
|
7

Λύση.

A1 = «δυαδικό δένδρο µε 1 τουλάχιστον κόµβο»
A2 = «δυαδικό δένδρο µε 2 τουλάχιστον κόµβους»
A3 = «δυαδικό δένδρο µε 3 τουλάχιστον κόµβους»

...
Σ = {A1, A2, A3, . . . , A1 ∧ A2, A1 ∧ A2 ∧ A3, . . .}

Αν V : V (Σ) = a, τότε η V ϑα είναι το Ϲητούµενο άπειρο δυαδικό δένδρο,
δηλαδή ουσιαστικά Ϲητάµε να δείξουµε ότι το Σ είναι συνεπές. Αυτό είναι
πολύ εύκολο µε το Θεώρηµα της Συµπάγειας. Για παράδειγµα µπορούµε να
σχεδιάσουµε ένα δυαδικό δέντρο µε 7 κόµβους.

΄Ασκηση 1.10.3. ∆είξτε ότι κάθε άπειρο δυαδικό δένδρο έχει αναγκαστηκά
ένα άπειρο µονοπάτι.

Λύση. Για σπίτι. . .

Παράδειγµα 1.10.13. Στο R, δείξτε ότι το S = {1− 1
n

: n ∈ Z+} είναι πάνω
ϕραγµένο σύνολο.

Λύση.

n = 1 ⇒ 1− 1 = 0

n = 2 ⇒ 1− 1

2
=

1

2

n = 3 ⇒ 1− 1

3
=

2

3

A1 : 1− 1

1
≤ 3

A2 : 1− 1

2
≤ 3

...

An : 1− 1

n
≤ 3

...
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΄Εστω Σ = {A1, A2, . . .} και Σ′ = {A1, A2, . . . , An} πεπερασµένο υποσύνολό
του. Εύκολα η V = Z+ το ικανοποιεί διότι
1− 1

n
≤ 3⇔ −2 ≤ 1

n
⇔ − 1

n
≤ 2⇔ n ≥ −1

2
.

΄Αρα το (τυχαίο) πεπερασµένο υποσύνολο Σ′ είναι συνεπές και άρα από το
Θεώρηµα Συµπάγειας το Σ είναι συνεπές.

Απόδειξη της Πρότασης 1.10.7 µε χρήση του Θεώρ. Συµπεράσµατος. Θέ-
λουµε να δείξουµε ότι (Σ |= ¬σ) ⇔ (Σ ∪ {σ} ασυνεπές). ΄Εχουµε Σ |= ¬σ
αν και µόνο αν︸ ︷︷ ︸

¬σ≡σ→2

Σ |= (σ → 2) αν και µόνο αν︸ ︷︷ ︸
Θεώρ. Συµπεράσµατος

Σ ∪ {σ} |= 2.

΄Ασκηση 1.10.4. ∆είξτε ότι το Σ = {A1, A2, A1 → A3,¬A3} είναι ασυνεπές.

Λύση.

• 1ος τρόπος :
23 = 8 γραµµές
A1 A2 A3 ¬A3 A1 → A3

a a a ψ a
...

...
...

...
...

∆εν υπάρχει γραµµή που να αληθεύουν όλες οι υποθέσεις µου.

• 2ος τρόπος :

Σ = {A1, A2, A1 → A3︸ ︷︷ ︸
T

,¬A3︸︷︷︸
σ

} ασυνεπές ⇔ T ∪ {σ} ασυνεπές ⇔ T
;

|=

¬σ ⇔

{A1, A2, A1 → A3}
;

|= ¬(¬A3)⇔

{ A1︸︷︷︸
a

, A2, A1 → A3︸ ︷︷ ︸
a

}
;

|= A3 Αυτό ισχύει

διότι V (A1) = a
V (A1 → A3) = a

}
⇒ V (A1)−]V (A3) = a

δηλαδή a−]V (A3) = a, άρα V (A3) = a.

• 3ος τρόπος :
{A1, A2, A1 → A3,¬A3} είναι ασυνεπές
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⇔ { A1︸︷︷︸
σ1

, A2︸︷︷︸
σ2

,¬A1 ∨ A3︸ ︷︷ ︸
σ3

,¬A3︸︷︷︸
σ4

}
επίλυση του A1

|= {A2, A3,¬A3}
επίλυση του A3

|=

{A2,2} |= 2

Παρατήρηση 1.10.14. Η συνέπεια {σ, σ → τ} |= τ ισχύει και λέγεται κανό-
νας Modus Ponens.

Απόδειξη. Βλέπε ΄Ασκηση 1.10.4.

΄Ασκηση 1.10.5. ∆είξτε ότι Σ = {B → A,Γ→ ∆,∆→ B,B∨Γ∨∆} |= A∧B

Λύση.

• Α΄ Τρόπος : µε αληθοπίνακες.

• Β΄ Τρόπος : Σ |= A⇔ (Σ ∪ {¬A} |= 2)

• Γ΄ Τρόπος : Με δυαδική επίλυση στο σύνολο Σ ≡ {¬B∨A,¬Γ∨∆,¬∆∨
B,B ∨ Γ ∨∆}

Πιο συγκεκριµένα:

Α΄ Τροπος : (µε αληθοπίνακες)
A B Γ ∆ B → A Γ→ ∆ ∆→ B B ∨ Γ ∨∆ A ∧B
a a a a a a a a� a
a a a ψ a ψ a a
a a ψ a a a a a� a
a a ψ ψ a a a a� a
a ψ a a a a ψ a
a ψ a ψ a ψ a a
a ψ ψ a a a ψ a
a ψ ψ ψ a a a ψ
ψ a a a ψ a a a
ψ a a ψ ψ ψ a a
ψ a ψ a ψ a a a
ψ a ψ ψ ψ a a a
ψ ψ a a a a ψ a
ψ ψ a ψ a ψ a a
ψ ψ ψ a a a a a
ψ ψ ψ ψ a a a ψ
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Υπάρχουν µόνο 3 γραµµές του αληθοπίνακα στις οποίες επαληθεύονται όλες
οι υποθέσεις (�). Σε αυτές ακριβώς επαληθεύεται η A ∧B.
Β΄ και Γ΄ Τροπος :

Σ ≡ {B → A,Γ→ ∆,∆→ B,B ∨ Γ ∨∆} |= A ∧B(?)⇔
Σ ≡ {¬B ∨ A,¬Γ ∨∆,¬∆ ∨B,B ∨ Γ ∨∆} |= A(?)⇔

Σ ∪ {¬A} ≡ {¬B ∨ A,¬Γ ∨∆,¬∆ ∨B,B ∨ Γ ∨∆,¬A} |= 2(?)

Οπότε παίρνουµε
|= ¬B, (µε επίλυση του A,¬A από πρώτο και τελευταίο παράγοντα)
|= Γ∨∆, (µε επίλυση του παραπάνω ¬B και του B του παράγοντα B∨Γ∨∆)
|= ∆, (µε επίλυση του Γ και ¬Γ απ΄ το προηγούµενο και το δεύτερο παρά-
γοντα)
|= B, (µε επίλυση του ∆ και ¬∆ απ΄ τον παραπάνω και τον τρίτο παράγοντα)
|= 2, (µε επίλυση του προηγούµενουB και του ¬B που ϐρήκαµε παραπάνω).

Με όµοιο τρόπο µπορεί να δείξει κάποιος ότι Σ |= B άρα τέλος.
Αλλιώς,

Σ
;

|= A ∧B αν και µόνο αν Σ ∪ {¬A ∨ ¬B} |= 2

αν και µόνο αν Σ ∪ {¬A ∨ ¬B} ασυνεπές

δηλαδή,

¬B ∨ A︸ ︷︷ ︸
•

,¬Γ ∨∆,¬∆ ∨B,B ∨ Γ ∨∆,¬A ∨ ¬B︸ ︷︷ ︸
•

|= 2(?)

οπότε µε επίλυση του A στα • παίρνουµε

¬B︸︷︷︸
•

,¬Γ ∨∆,¬∆ ∨B︸ ︷︷ ︸
•

, B ∨ Γ ∨∆

οπότε µε επίλυση του B στα • παίρνουµε

{¬Γ ∨∆︸ ︷︷ ︸
•

, ¬∆︸︷︷︸
•

, B ∨ Γ ∨∆
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και µε επίλυση του ∆ στα •

{¬Γ, ¬B,¬∆︸ ︷︷ ︸
τις είχαµε από πριν

, B ∨ Γ ∨∆}

άρα έχουµε ουσιαστικά συµπεράνει τη πρόταση (¬B) ∧ (¬∆) ∧ (¬Γ) ∧ (B ∨
Γ ∨∆) ≡ ¬(B ∨ Γ ∨∆︸ ︷︷ ︸

σ

) ∧ (B ∨ Γ ∨∆︸ ︷︷ ︸
σ

) ≡ ¬σ ∧ σ ≡ 2.

Σύνοψη των σπουδαιότερων κανόνων για τις συνέπειες:

• Κανόνας απόθεσης : {σ, σ → τ} (Modus Ponens)

• Θεώρηµα Συµπεράσµατος : Σ ∪ {σ1} |= σ2 αν και µόνο αν Σ |= (σ1 →
σ2)

• Ενδιάµεσου αποτελέσµατος : Αν Σ |= σ′ τότε (Σ |= σ αν και µόνο αν Σ∪
{σ′} |= σ)

• Επίλυσης : {¬σ1 ∨ σ2, σ1 ∨ σ3} |= σ2 ∨ σ3

• Πεπερασµένου Συνόλου:
Αν Σ = {σ1, σ2, . . . , σn} τότε (Σ |= σ αν και µόνο αν σ1∧σ2∧. . . σn |= σ)

• Ταυτολογίας : ΄Εστω σ1 ταυτολογία. Τότε (Σ |= σ2 αν και µόνο αν Σ ∪
{σ1} |= σ2)

• Οι ταυτολογίες είναι συνέπειες κάθε συνόλου Σ.

Παράδειγµα 1.10.15. Επειδή σ1 = A ∨ Γ ∨ ∆ ∨ ¬A ≡ ταυτολογία
έχουµε ότι Σ |= σ1 για κάθε σύνολο Σ.

• (Με 2 συµβολίζουµε µια οποιαδήποτε αντιλογία)

Σ ∪ {2} |= σ

για κάθε Σ και πρόταση σ. Επίσης,

Σ |= 2

ανν (Σ είναι ασυνεπές) ανν (υπάρχει πεπερασµένο και ασυνεπές Σ′ ⊆ Σ.)
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• (Σ |= ¬σ) αν και µόνο αν Σ ∪ {σ} |= 2 αν και µόνο αν Σ ∪ {σ} είναι
ασυνεπές. Με αντιθετοαντιστροφή έχουµε, Σ∪{σ} είναι συνεπές αν και
µόνο αν Σ 6|= ¬σ

• ∆ιάσπαση:

Σ |= σ1 ∧ σ2 ∧ σ3 ∧ . . . σn
αν και µόνο αν

Σ |= σ1 και
Σ |= σ2 και
Σ |= σ3 και

...
Σ |= σn

Παράδειγµα 1.10.16. Υπάρχει περίπτωση Σ και σ ώστε να µην ισχύει κανένα
από τα Σ |= σ,Σ |= ¬σ. Παράδειγµα: Σ = {A ∨B}, σ = A

Λύση. Σ
?

|= A ΄Οχι ! Πράγµατι ας ορίσουµε V (B) = a,V (σ) = V (A) =
ψ ⇒ V (A ∨B) = a

Σ
?

|= ¬A ΄Οχι ! Πράγµατι ας ορίσουµε V (A) = a,V (B) = a ή ψ ⇒ V (A ∨
B) = a,V (¬A) = ψ

΄Ασκηση 1.10.6. Να δειχθεί ότι η A → Γ είναι συνέπεια του συνόλου υποθέ-
σεων Σ = {(A ∧B)→ Γ, A→ B}.

Σ |= σ αν και µόνο
αν Σ ∪ {¬σ} |= 2Λύση.

A→ Γ ≡ ¬A ∨ Γ

(A ∧B)→ Γ ≡ ¬(A ∧B) ∨ Γ ≡ ¬A ∨ ¬B ∨ Γ

A→ B ≡ ¬A ∨B

Οπότε το Σ αποτελείται από τους παρακάτω παράγοντες

{¬A ∨ ¬B ∨ Γ,¬A ∨B}

Με επίλυση του B στους δυο παραπάνω παράγοντες έχουµε ότι ¬A ∨ Γ.
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1.11 Σηµαντικοί Πίνακες του Beth

Βασικοί Σηµαντικοί Πίνακες

1. ΄Αρνηση
a (¬σ)
|

ψ σ

ψ (¬σ)
|
a σ

2. Σύζευξη
a (σ1 ∧ σ2)

|
a σ1

|
a σ2

ψ (σ1 ∧ σ2)
/\

ψ σ1 ψ σ2

3. ∆ιάζευξη

a (σ1 ∨ σ2)
/\

a σ1 a σ2

ψ (σ1 ∨ σ2)
|

ψ σ1

|
ψ σ1

4. Μονή Συνεπαγωγή

a (σ1 → σ2)
/\

ψ σ1 aσ2

ψ (σ1 → σ2)
|

a σ1

|
ψ σ2

5. ∆ιπλή Συνεπαγωγή

a (σ1 ↔ σ2)
/\

a σ1 ψ σ1

| |
a σ2 ψ σ2

ψ (σ1 ↔ σ2)
/\

ψσ1 aσ1

| |
aσ2 ψσ2
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Παράδειγµα 1.11.1. ∆είξτε ότι η σ = [(¬A∧B)→ Γ]∨∆ είναι επαληθεύσιµη,
αλλά όχι ταυτολογία.

Λύση. Η παραπάνω πρόταση γίνεται εύκολα επαληθεύσιµη µε V (∆) = a⇒
V (σ) = a
Ας προσπαθήσουµε να ϐρούµε µια ερµηνεία που να την κάνει ψέµµατα οπότε
ξεκινάµε το κτίσιµο ενός σηµαντικού πίνακα µε κορυφή ψ σ :

ψ σ
|

ψ (¬A ∧B)→ Γ
|

ψ ∆
|

a (¬A ∧B)
|

ψ Γ
|

a (¬A)
|

a B
|

ψ A

΄Αρα, οι Ϲητούµενες ερµηνείες είναι όλες εκείνες για τις οποίες V1(A) =
V1(Γ) = V1(∆) = ψ,V1(B) = a.

΄Ασκηση 1.11.1. Η ΄Ασκηση 1.11.1 µε διαφορετικά λόγια : Βρείτε όλες τις
ερµηνείες V1 που διαψεύδουν την σ.

Ορισµός 1.11.1 (Αντιφατικός κλάδος). Αντιφατικός κλάδος είναι ο κλάδος
που περιέχει µία πρόταση µε 2 διαφορετικά πρόσηµα (συµβολίζεται µε x�)

Παράδειγµα 1.11.2 (Αντιφατικού κλάδου).

a A
|

ψ A
x�
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΄Ασκηση 1.11.2. Να ϐρεθούν όλες οι ερµηνείες V που επαληθεύουν την σ =
[(¬A ∧B)→ Γ] ∨∆.

Λύση.
a σ
/ \

a (¬A ∨B)→ Γ a ∆
/ \ ↑

ψ (¬A ∨B) a Γ
| ↑

ψ (¬A)
|

ψ B
|

a A
↑

΄Εχουµε 4 µη αντιφατικούς κλάδους(↑). ΄Αρα υπάρχουν 4 κατηγορίες ερµη-
νειών που επαληθεύουν την σ.

1η κατηγορία : V (∆) = a (ο δεξιός µη αντιφατικός κλάδος)
2η κατηγορία : V (Γ) = a (ο µεσαίος µη αντιφατικός κλάδος)
3η κατηγορία : V (A) = a,V (B) = ψ. (ο αριστερός µη αντιφατικός κλάδος)

΄Ασκηση 1.11.3. Βρείτε τις περιπτώσεις που η σ = (A ∧ ¬A) ∨ (B ∨ (Γ ∧∆))
επαληθεύεται.

Λύση.
a σ
/ \

a (A ∧ ¬A) a (B ∨ (Γ ∧∆))
| / \

a A a B a (Γ ∧∆)
| ↑ |

a (¬A) a ∆
| |

ψ A a Γ
x� ↑

΄Εχουµε 2 µη αντιφατικούς κλάδους( ↑). ΄Αρα υπάρχουν 2 κατηγορίες ερµη-
νειών.
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1η κατηγορία : V (B) = a
2η κατηγορία : V (Γ) = V (∆) = a

΄Ασκηση 1.11.4. Να αποδειχθεί µε την µέθοδο των σηµαντικών πινάκων ο
νόµος Pierce:

σ = ψ [(A→ B)→ A]→ A

Λύση.
ψ σ
|

a (A→ B)→ A
|

ψ A
/ \

ψ (A→ B) a A
| x�

a A
|

ψ B
x�

Μέθοδος Κατασκευής Σηµαντικών Πινάκων

• Ξεκινάµε µε την κορυφή (του σηµαντικού πίνακα) προσηµασµένη δηλ.
είτε a σ είτε ψ σ και προχωράµε επαγωγικά.

• Κάθε κόµβος του πίνακα είναι µια προσηµασµένη πρόταση.

• ∆ιαλέγουµε ένα µη αντιφατικό κόµβο του πίνακα και τον αναπτύσσουµε
χρησιµοποιώντας τους 10 ϐασικούς πίνακες. Αφού τον αναπτύξουµε
δεν τον χρησιµοποιούµε ξανά.

• ΄Εστω λοιπόν X κάποιος κόµβος (µη ατοµικός). Η ανάπτυξη του X
γίνεται µε τον παρακάτω τρόπο: Επεκτείνουµε κάθε µη αντιφατικό
κλάδο που διέρχεται από το X προσαρτώντας στο τέλος του (δηλ. στα
ϕύλλα των κλάδων από τους οποίους διέρχεται οX) ένα ατοµικό πίνακα
µε κορυφή X. Το αποτέλεσµα είναι ϐέβαια ένα µακρύτερο δένδρο.
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• Συνεχίζουµε µε όµοιο τρόπο, ώσπου κάθε µη αντιφατικός κλάδος να
µην περιέχει αχρησιµοποίητους κόµβους. Από τους µη αντιφατικούς
κλάδους προκύπτουν ερµηνείες οι οποίες ικανοποιούν δηλ. επαληθεύ-
ουν ή διαψεύδουν την κορυφή ανάλογα ϕυσικά µε το πρόσηµο που
αυτή έχει. Από τους αντιφατικούς κλάδους δεν προκύπτει καµµία ερ-
µηνεία και άρα δεν παίζουν κανένα ϱόλο !

Παράδειγµα 1.11.3. Εξετάστε εάν ισχύει {(A → B) → Γ, A ∧ ¬B,B ↔
Γ} |= A→ B

Λύση. Ξεκινάµε να ϕτιάξουµε ένα σηµαντικό πίνακα µε κορυφή το ψ σ =
A → B και κάτω από αυτήν κρέµονται όλες οι προτάσεις του Σ = {(A →
B)→ Γ, A ∧ ¬B,B ↔ Γ} µε πρόσηµο α. Εάν ϐρούµε µη αντιφατικούς κλά-
δους, τότε η σ δεν είναι συνέπεια του Σ. Εάν όλοι οι κλάδοι είναι αντιφατικοί,
τότε είναι πράγµατι συνέπεια.

ψ (A→ B)
a (A→ B)→ Γ
a (A ∧ ¬B)
a (B ↔ Γ)
|

a A
ψ B
/ \

ψ (A→ B) a Γ
| |

a A a A
ψ B(*) ψ B (*)
/ \ / \

ψ B a B ψ B a B
ψ Γ a Γ ψ Γ a Γ

x� x� x�

Υπάρχει µη αντιφατικός κλάδος άρα η σ δεν είναι συνέπεια. Μερικοί κόµβοι
επαναλαµβάνονται στην κατασκευή ξανά όπως π.χ. οι (*) και γι΄ αυτό το λόγο
δεν είναι απαραίτητη να γίνει η ανάπτυξη του κόµβου a (A ∧ ¬B).

Παράδειγµα 1.11.4. Μπορούµε από τον αριστερό µή αντιφατικό κλάδο του
παραπάνω δέντρου να κατασκευάσουµε µια ερµηνεία που να διαψεύδει τη σ
και να επαληθεύει το Σ: Ορίζουµε V (B) = ψ, V (A) = a, V (Γ) = ψ.
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Παράδειγµα 1.11.5. Να δειχθεί ότι το σύνολο {A ∨ B ∨ Γ, A ∨ B ∨ ¬Γ, A ∨
¬B,¬A ∨ ¬B,¬A ∨ Γ} είναι ασυνεπές.

Λύση.
a (A ∨B ∨ Γ)
a (A ∨B ∨ ¬Γ)
a (A ∨ ¬B)
a (¬A ∨ ¬B)
a (¬A ∨ Γ)

/ | \
a A a B a Γ

/ | \ / | \ / | \
a A a B ψ Γ a A a B ψ Γ a A a B ψ Γ
• • • • • • • • •

Παρατήρηση 1.11.6. ΄Οταν αναπτύξουµε πλήρως (συνεχίζοντας από τα •) το
δένδρο παρατηρούµε ότι στο 5ο επίπεδο όλοι οι κλάδοι είναι αντιφατικοί. Αυτό
σηµαίνει ότι 6 ∃ V που επαληθεύει του 5 πρώτους κόµβους και άρα το Σ είναι
ασυνεπές.

Παράδειγµα 1.11.7. Να εξετασθεί ως προς την συνέπεια το Σ = {A↔ (B →
Γ), A↔ B,A↔ ¬Γ}.

Λύση. Ξεκινάµε όπως και στην προηγούµενη άσκηση µε α Σ.

a (A↔ (B → Γ))
a (A↔ B)
a (A↔ ¬Γ)

/ \
a A ψ A
a B ψ B
/ \ / \

a A ψ A a A ψ A
ψ Γ a Γ ψ Γ a Γ

/ \ x� x� / \
a A ψ A a A ψ A
a (B → Γ) ψ (B → Γ) a (B → Γ)ψ (B → Γ)
/ \ x� x� |

ψ B a Γ a B
x� x� ψ Γ

x�
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Επειδή όλοι οι κλάδοι είναι αντιφατικοί, αυτό σηµαίνει ότι δεν γίνεται οι
προτάσεις του Σ να αληθεύουν συγχρόνως, άρα το Σ είναι ασυνεπές.

1.12 ∆υαδική επίλυση

Ορισµός 1.12.1. ΄Εστω Σ ένα σύνολο προτάσεων σ1, σ2, . . . , σn όπου όλες οι
σi είναι διαζεύξεις στοιχειωδών τύπων (Υποθέτουµε δηλ. ότι όλες οι σi έχουν
γραφεί σε συνολοθεωρητική µορφή). ΄Εστω L άτοµο έτσι ώστε υπάρχουν προ-
τάσεις σi και σj για τις οποίες ισχύει ότι L ∈ σj και (¬L) ∈ σj, τότε µπορούµε
να εξάγουµε σαν συµπέρασµα την πρόταση σi ∪ σj \ {L,¬L}. Την πρόταση
αυτή τη λέµε επιλύουσα των σi, σj ως προς L και συµβολίζεται RL(σi, σj).

Παράδειγµα 1.12.1. ΄Εστω Σ = {σ1, σ2}, µε

σ1 = ¬A ∨ ¬∆ ∨ Γ

σ1 = {¬A,¬∆,Γ}(σε συνολοθεωρητική µορφή)

και

σ2 = A ∨ ¬Γ ∨ ¬B
σ2 = {A,¬Γ,¬B}(σε συνολοθεωρητική µορφή)

Τότε µπορούµε να κάνουµε επίλυση τουA και να πάρουµε την σ3 = RA(σ1, σ2) =
{¬∆,Γ,¬Γ,¬B}. Προφανώς, η σ3 είναι µια ταυτολογία.
Με επίλυση του Γ παίρνουµε την σ4 = RΓ(σ1, σ2) = {¬A,A,¬∆,¬B} =
(¬A) ∨ A ∨∆ ∨ (¬B). ΄Οµοια, η σ4 είναι ταυτολογία.

Ορισµός 1.12.2. ΄Εστω Σ ένα σύνολο προτάσεων (σε συνολοθεωρητική µορ-
ϕή). Τότε η επιλύουσα του Σ είναι το σύνολο RΣ = Σ ∪ { όλες οι δυνατές
επιλύουσες µεταξύ των προτάσεων του Σ}.

Παράδειγµα:

Σ = { {A,¬B,¬Γ}︸ ︷︷ ︸
σ1

, {B,∆}︸ ︷︷ ︸
σ2

, {¬A,¬∆}︸ ︷︷ ︸
σ3

}

R(Σ) = Σ ∪ {όλες οι δυνατές επιλύουσες µεταξύ των σi}
= {σ1, σ2, σ3} ∪ {RB(σ1, σ2), RA(σ1, σ3), R∆(σ2, σ3)}
= {σ1, σ2, σ3, {A,¬Γ,∆}︸ ︷︷ ︸

σ4

, {¬B,¬Γ,¬∆}︸ ︷︷ ︸
σ5

, {B,¬A}︸ ︷︷ ︸
σ6

}
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Οπότε,

R2(Σ) = R(R(Σ)) = R({σ1, σ2, σ3, σ4, σ5, σ6}) = {σ1, . . . , σ14}

όπου για παράδειγµα,

RA(σ3, σ4) = {¬∆,¬Γ,∆}︸ ︷︷ ︸
σ7

RA(σ1, σ6) = {¬B,¬Γ, B}︸ ︷︷ ︸
σ7

R∆(σ3, σ4) = {¬A,A,¬Γ}︸ ︷︷ ︸
σ7

RA(σ3, σ6) = {B,¬∆}︸ ︷︷ ︸
σ8

RB(σ5, σ6) = {¬Γ,¬∆,¬A}︸ ︷︷ ︸
σ9

R∆(σ2, σ5) = {B,¬Γ,¬B}︸ ︷︷ ︸
σ7

RB(σ2, σ5) = {∆,¬Γ,¬∆}︸ ︷︷ ︸
σ7

R∆(σ4, σ5) = {A,¬Γ,¬B}︸ ︷︷ ︸
σ1

Ορισµός 1.12.3. ΄Εστω Σ = {σ1, σ2, . . . , σn} και κάθε σi, i = 1, . . . , n είναι
ένας στοιχειώδης προγραµµατικός τύπος γραµµένος σε συνολοθεωρητική µορ-
ϕή. Ορίζουµε R∗(Σ) = Σ ∪ R(Σ) ∪ R2(Σ) ∪ . . . ∪ Rn(Σ) ∪ . . . = ∪∞n=0R

n(Σ).
∆ηλαδή, το R∗(Σ) περιέχει όλες τις δυνατές επιλύσεις στοιχείων του Σ ή στοι-
χείων (δηλ. προτάσεων) που ανήκουν σε κάποια από τα RL(Σ).

Παρατήρηση 1.12.2. r ∈ R∗(Σ) αν και µόνο αν υπάρχει µια πεπερασµένη
ακολουθία r1, . . . , rn έτσι ώστε rn = r και κάθε ϐήµα ri είτε ανήκει στο Σ είτε
προέκυψε µε δυαδική επίλυση(κάποιου ατόµου) από δυο προηγούµενα ϐήµατα
rk, rj.

Παράδειγµα 1.12.3. ∆ίνεται το Σ = {σ1, σ2} µε

σ1 = A ∨ ¬B ∨ Γ = {A,¬B,Γ}
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σ2 = B ∨∆ ∨ E = {B,∆, E}

Να ϐρεθεί το R∗(Σ).

Λύση. ΄Εστω,

σ3 = RB(σ1, σ2) = {A,Γ,∆, E}
R(Σ) = Σ ∪ {επιλύουσες (δύο οποιωνδήποτε) προτάσεων σi, σj του Σ}

= Σ ∪ {RT (σi, σj) : σi, σj ∈ Σ και T οποιαδήποτε ατοµική πρόταση}
= Σ ∪ {RT (σ1, σ2) : T = B} = {σ1, σ2, σ3}

Επειδή δεν µπορούν να γίνουν άλλες επιλύσεις, εύκολα µπορούµε να δείξου-
µε ότι R∗(Σ) = {σ1, σ2, σ3}.

Παράδειγµα 1.12.4.

Σ = {A ∨ ¬B ∨ ¬Γ, B ∨∆,¬A ∨ ¬∆}
= {{A,¬B,¬Γ}, {B,∆}, {¬A,¬∆}}

Να ϐρεθεί R∗(Σ) (∗ = όλες οι δυνατές επιλύσεις)

Λύση. R∗(Σ) = {σ1, σ2, σ3} ∪ {RB(σ1, σ2)︸ ︷︷ ︸
σ4={A,¬Γ,∆}

, RA(σ1, σ3)︸ ︷︷ ︸
σ5={¬B,¬Γ,¬∆}

, R∆(σ2, σ3)︸ ︷︷ ︸
σ6={B,¬A}

}

︸ ︷︷ ︸
R1(Σ)

∪

∪{ RA(σ1, σ6)︸ ︷︷ ︸
σ7={ ¬B,B︸ ︷︷ ︸

ταυτολογία

,¬Γ}

, RB(σ1, σ6)︸ ︷︷ ︸
σ7={ A,¬A︸ ︷︷ ︸

ταυτολογία

,¬Γ}

, RA(σ4, σ6)︸ ︷︷ ︸
σ8

, RB(σ5, σ6)︸ ︷︷ ︸
σ9

} ∪ . . . και

ούτο καθ΄ εξής.
Σχόλιο. Εάν Σ πεπερασµένο τότε το R∗(Σ) είναι πεπερασµένο.

Ορισµός 1.12.4. σ προγραµµατικός τύπος και Σ σύνολο προτάσεων γραµµένο
σε συνολοθεωρητική µορφή. Θα γράφουµε Σ |=R σ (µέθοδος της δυαδικής
επίλυσης) αν και µόνο αν σ ∈ R∗(Σ)

Σχόλια.

1. Εάν Σ πεπερασµένο και ασυνεπές⇒ Σ |=R 2.
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2. Εάν Σ είναι πεπερασµένο και συνεπές ⇒ το σύνολο των συνεπειών σ
του Σ (µέσω της δυαδικής επίλυσης) είναι πεπερασµένο.

Ορισµός 1.12.5. ΄Εστω σ µια οποιαδήποτε πρόταση γραµµένη σε Συζευκτική
Κανονική Μορφή δηλ. είναι της µορφής σ = σ1 ∧ σ2 ∧ . . . ∧ σk όπου κάθε
σi είναι ένας προγραµµατικός τύπος. Θα γράφουµε Σ |=R σ αν και µόνο αν

Σ |=R σ1

Σ |=R σ2
...

Σ |=R σk

Παράδειγµα 1.12.5. ∆είξτε ότι Σ = {B → A,Γ→ ∆,∆→ B,B∨Γ∨∆} |=R

A ∧B
A ∧ B =
{{A}, {B}}Λύση. ΄Αρα πρέπει να δείξουµε ότι Σ |=R A

Σ |=R B

σ1 = B → A ≡ ¬B ∨ A = {¬B,A}
σ2 = Γ→ ∆ ≡ ¬Γ ∨∆ = {¬Γ,∆}
σ3 = ∆→ B ≡ ¬∆ ∨B = {¬∆, B}
σ4 = B ∨ Γ ∨∆ = {B,Γ,∆}
σ5 = RB(σ1, σ3) = {A,¬∆} ∈ R1(Σ)

σ6 = R∆( σ2︸︷︷︸
∈Σ

, σ5︸︷︷︸
∈R1

) = {A,¬Γ} ∈ R2(Σ)

σ7 = RΓ(σ4, σ6) = {A,B,∆} ∈ R3(Σ)

σ8 = RB(σ7, σ1) = {A,∆} ∈ R4(Σ)

σ9 = R∆(σ5, σ8) = {A} ∈ R5(Σ)

σ10 = R∆(σ3, σ4) = {B,Γ} ∈ R1(Σ)

σ11 = RΓ(σ2, σ10) = {B,∆} ∈ R2(Σ)

σ12 = R∆(σ3, σ11) = {B} ∈ R3(Σ)

΄Αρα από σ9 και σ12 έχουµε το Ϲητούµενο.

Σχόλιο. Ισχύει το αντίστοιχο του Θεωρήµατος του Συµπεράσµατος που
µάθαµε για την µέθοδο της δυαδικής επίλυσης : (Σ ∪ {σ1} |=R σ2) αν και
µόνο αν (Σ |=R σ1 → σ2)

Σχόλιο. Εάν κάποια υπόθεση r ∈ Σ είναι γραµµένη σε Συζευκτική Κα-
νονική Μορφή, έστω r = r1 ∧ r2 ∧ . . . ∧ rk, τότε όταν έρχεται η στιγµή να
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γράψουµε το Σ σε συνολοθεωρητική µορφή τότε ϐάζουµε στο Σ όχι το r αλλά
τις r1, r2, . . . , rk γραµµένες σε συνολοθεωρητική µορφή.

Παράδειγµα 1.12.6. r ∈ Σ και r = A↔ B

Λύση. Για να γράψουµε το Σ σε συνολοθεωρητική µορφή r ≡ (A →
B) ∧ (B → A) ≡ (¬A ∨B) ∧ (¬B ∨ A) = {{¬A,B}, {¬B,A}}.
Σ = { . . . , {¬A,B}, {B,¬A}, . . . }
Σχόλιο. ΄Οτι ϑεωρήµατα γνωρίζουµε για το |=, τα ίδια ισχύουν και για |=R

και για |=B(αυτό είναι µέρος από το ϑεώρηµα πληρότητος και ορθότητος).
Υπενθυµίζουµε εδώ και τον ορισµό του Σ |=B σ δηλ. της απόδειξης του σ
χρησιµοποιώντας τους σηµαντικούς πίνακες του Beth: Ξεκινάµε µε κορυφή
ψ σ και κρεµάµε όλους τις προτάσεις-υποθέσεις r1, . . . , rk µε πρόσηµο α.
Αν προκύψει δέντρο µε όλους τους κλάδους αντιφατικούς τότε πράγµατι η σ
είναι συνέπεια του Σ = {r1, r2, . . . , rk} :

Σ |=B σ
ορισµός
⇔



ψ σ
a r1

a r2
...

a rk
x� x� x� x�

Παρατήρηση 1.12.7.

Σ |= σ αν και µόνο αν Σ ∪ {¬σ} |= 2

Σ |=B σ αν και µόνο αν Σ ∪ {¬σ} |=B 2

Σ |=R σ αν και µόνο αν Σ ∪ {¬σ} |=R 2

Ερώτηµα: Είναι τα παρακάτω έννοιες της συνέπειας ισοδύναµες ;

• Σ |= σ (µε ορισµό, δηλαδή µε αληθοπίνακες)

• Σ |=B σ (µε σηµαντικούς πίνακες του Beth)

• Σ |=R σ (δυαδική επίλυση)

• Σ `A σ (αξιωµατική µέθοδος) (ϑα την δούµε σε λίγο)
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Θεώρηµα 1.12.8 (Πληρότητας). Εάν το σ είναι συνέπεια του Σ µέσω του
ορισµού τότε είναι το σ συνέπεια του Σ και µε οποιαδήποτε άλλη µέθοδο.
∆ηλαδή

Σ |= σ ⇒


Σ |=B σ
Σ |=R σ
Σ `A σ

Θεώρηµα 1.12.9 (Ορθότητας). Εάν το σ είναι συνέπεια του Σ χρησιµοποιών-
τας µια οποιαδήποτε αποδεικτική µέθοδο απ΄ αυτές που έχουν ϐρεθεί τότε στα
σίγουρα το σ είναι όντως συνέπεια του Σ (δηλαδή µε ϐάση τον ορισµό).

1.13 Αξιωµατική µέθοδος αποδείξεων

Αξιωµατα

Επιλέγουµε κάποιες αληθινές προτάσεις που (εµείς τις ϑεωρούµε σηµαν-
τικές και ανεξάρτητες µεταξύ τους και) τις ϐαπτίζουµε «αξιώµατα». Για χάρη
απλότητας ϑα χρησιµοποιήσουµε εδώ αξιώµατα που περιέχουν µονο την ¬
και την→.

• σ → (τ → σ)

• (σ → (τ → φ))→ ((σ → τ)→ (σ → φ))

• (¬σ → ¬τ)→ (τ → σ)

Επίσης για την παραγωγή νέων προτάσεων από τις ήδη χρησιµοποιούµε και
κάποιους κανόνες. Στο παράδειγµα αξιωµατικού συστήµατος A που κατα-
σκευάζοµαι εδώ, ϑα χρησιµοποιήσουµε µόνο ένα κανόνα, τον Modus Ponens,
που λέει πολύ απλά ότι αν έχουν ήδη αποδειχθεί οι προτάσεις σ και σ → τ
σε παλαιότερα ϐήµατα τότε µπορούµε να πάρουµε στο τρέχων ϐήµα και τη
(νέα) πρόταση τ .

Κανόνες

Modus Ponens (Κανόνας της Απόθεσης)

σ, σ → τ︸ ︷︷ ︸
τ
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Ορισµός 1.13.1. ΄Ενα αξιωµατικό σύστηµα A είναι ένα συγκεκριµένο σύνολο
από αξιώµατα και κανόνες.

Ορισµός 1.13.2. ΄Εστω A ένα οποιοδήποτε αξιωµατικό σύστηµα (π.χ. αυτό που
ορίσαµε στο προηγουµένως). Θα γράφουµε ότι Σ `A σ αν και µόνο αν υπάρχει
µια πεπερασµένη ακολουθία ϐηµάτων σ1, σ2, . . . , σn−1, σn = σ και κάθε σi
είναι είτε αξίωµα του A είτε ανήκει στις υποθέσεις στο Σ, είτε προέρχεται µε
εφαρµογή των κανόνων του A (στην περίπτωση µας του Modus Ponens) πάνω
σε (δύο ή και περισσότερα) προηγούµενα ϐήµατα από το σi.

Παράδειγµα 1.13.1. ∆είξτε ότι ∅ `A (A → A), δηλαδή να αποδειχθεί η
πρόταση (A→ A) από το αξιωµατικό σύστηµα που ορίσθηκε παραπάνω.

∅ `A A→ A, δηλα-
δή το A → A είναι
µια συνέπεια που
δεν απαιτεί καµί-
α επιπλέον υπόθε-
ση για να αποδει-
χθεί εκτός ϐέβαια
από το A. ΄Ετσι
η A → A ϑεωρεί-
ται µια ταυτολογί-
α(ένας νόµος) στα
πλαίσια του παρα-
πάνω A. Γράφου-
µε απλά `A A→ A
αντί ∅ `A A→ A.

Λύση.
Περίπτωση του Αξιώµατος 1 :(

A→ ((B → A)→ A)
)

Περίπτωση του Αξιώµατος 2 :(
A︸︷︷︸
σ

→ ((B → A︸ ︷︷ ︸
τ

)→ A︸︷︷︸
φ

)
)
→
[
(A→ (B → A))→ (A→ A)

]
Modus Ponens: (A→ (B → A))→ (A→ A)
Περίπτωση του Αξιώµατος 1 : A→ (B → A)
Modus Ponens των δυο παραπάνω: A→ A
Σχόλιο.

1. A ∨ ¬A ≡ A→ A

2. Εάν χρειαστεί να αποδείξουµε µία πρόταση σ από το A τότε επειδή το
παραπάνω A δεν περιέχει άλλους συνδέσµους εκτός από το ¬ και→ ϑα
πρέπει να ϐρούµε µια ισοδύναµη πρόταση της σ έτσι ώστε να περιέχει
µόνο αυτούς τους συνδέσµους.

΄Ασκηση 1.13.1. ∆είξτε το νόµο του Pierce ((A → B) → A) → A ή µε άλλα
λόγια δείξτε ότι `A Pierce

΄Ασκηση 1.13.2. ∆είξτε τον κανόνα De Morgan.

Υπόδειξη :
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¬(A∨B)↔ (¬A∧¬B) ≡ ¬(A ∨B)→ (¬A ∧ ¬B)︸ ︷︷ ︸
1�

∧¬(A ∨B)← (¬A ∧ ¬B)︸ ︷︷ ︸
2�

Το 1� είναι ισοδύναµο µε το 1�′ : ∅ `A ¬(¬A→ B)→ ¬(¬A→ B) και αποδει-
κνύεται µε τον ίδιο τρόπο που αποδείξαµε το A→ A παραπάνω.
Το 2� είναι ισοδύναµο µε το 2�′: . . .

Παράδειγµα 1.13.2. ∆είξτε ότι {A} `A ¬B → (B → A)

Λύση.

Σ = {A} `A r1 = A(∆ιότι A ∈ Σ)

r2 = (A→ B)→ A(Αξίωµα 1)

r3 = B → A(Modus Ponens των(r1, r2))

r4 = (B → A)→ (¬B → (B → A))(Αξίωµα 1)

r5 = ¬B → (B → A)(Modus Ponens των(r3, r4))

Σχόλιο. Συµβολίζουµε µε `A τη συνέπεια (|=) µε χρήση κάποιας αξιωµατι-
κής µεθόδου µε αξιωµατικό σύνολο ένα σύνολο A.
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Μέρος II

Λογική των Κατηγορηµάτων (ή
Α΄-ϐάθµια Λογική)
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Πρωτοβάθµιες γλώσσες

2.1 Σηµασιολογική προσέγγιση

Τι κοινό έχουν όλες οι παρακάτω προτάσεις ;

1. «Ο Πέτρος είναι ϑνητός»

2. «Ο Νίκος είναι ϑνητός»

3. «Ο οποιοσδήποτε άνθρωπος είναι ϑνητός»

Πίσω από όλες αυτές κρύβονται οι ίδιες ιδιότητες άνθρωπος(X) και ϑνη-
τός(X). Μια γενίκευση των παραπάνω προτάσεων στην Α΄-ϐάθµια Λογική είναι
η πρόταση:

(∀X)(άνθρωπος(X)→ ϑνητός(X))

Σύµβαση: Στην Λογική των Κατηγορηµάτων κάθε λέξη που ξεκινά µε
κεφαλαίο γράµµα ϑεωρείται ως µια µεταβλητή. Κάθε λέξη που ξεκινάει
µε µικρό γράµµα και περιέχει µία ή περισσότερες µεταβλητές ϑεωρείται έ-
να κατηγόρηµα. Κάθε λέξη που ξεκινάει µε µικρό γράµµα αλλά δεν έχει
µεταβλητές ϑεωρείται µια σταθερά.

Παράδειγµα 2.1.1. σταθερά: αθήνα, ενώ µεταβλητή : Αθήνα

Ποσοδείκτες:

∀X = για κάθε τιµή της µεταβλητής.
∃X = υπάρχει τουλάχιστον µία τιµή στη µεταβλητήX ′etsi′wste . . .

Παράδειγµα 2.1.2. Υπάρχει πτήση της Ολυµπιακής Αεροπορίας από οποια-
δήποτε µεγάλη πόλη της Ελλάδος προς την Αθήνα.
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Λύση. ΄ΕστωX = εταιρία, Y = τόπος αναχώρησης και Z = τόπος άφιξης. Θεω-
ϱούµε τα κατηγορήµατα πτήση(X, Y, Z), µεγάλος(X, Y ) ή µεγαλούπολη(X, Y ),
πόλη(X)
(∀X)(πόλη(X, ελλάδα)∧µεγάλος(X, ελλάδα)→ πτήση(ολυµπιακή, X,αθήνα))

Εδώ χρησιµοποιήσαµε τα κατηγορήµατα: πόλη, µεγάλος, πτήση
σταθερές : ελλάδα, αθήνα, ολυµπιακή

}
µια Γλώσ-

σα.

∆ιαφορετικά, ϑα µπορούσαµε να χρησιµοποιήσουµε µια διαφορετική Γλώσ-
σα:
Κατηγορήµατα: µεγάληπόλητηςΕλλάδος(X)

πτήσηΟλυµπιακήςπροςτηνΑθήνα(X)

οπότε ϑα είχαµε και διαφορετική περιγραφή:

(∀X)(µεγάληπόλητηςΕλλάδος(X)→ πτήσηΟλυµπιακήςπροςτηνΑθήνα(X))

Συµβάσεις: Με x > 0 ϑα εννοούµε ϕυσικά > (x, 0). Το κατηγόρηµα =
της ισότητας είναι ένα διµελές κατηγόρηµα το οποίο υποθέτουµε ότι είναι
ενσωµατωµένο µέσα σε κάθε γλώσσα της Λογικής των Κατηγορηµάτων.

Παράδειγµα 2.1.3. Για κάθε ϑετικό αριθµό υπάρχει η τετραγωνική του ϱίζα.
Φτιάξτε κατάλληλη γλώσσα του Κατηγορηµατικού Λογισµού που εκφράζει την
παραπάνω πρόταση.

Λύση. Μπορούµε για την περίπτωσή µας να κατασκευάσουµε την Γλώσσα:
Κατηγορήµατα: ϑετικόςαριθµός(X), τετραγωνικήρίζα(X, Y )

(∀X)(ϑετικόςαριθµός(X)→ (∃Y )τετραγωνικήρίζα(X, Y ))

αλλιώς :
Γλώσσα: L = {0, >, 2

√
·} όπου

0 : σύµβολο σταθεράς
> : ’αυστηρά µεγαλύτερο του’, 2µελές κατηγόρηµα.
2
√
· : σύµβολο συνάρτησης

(∀X)(X > 0→ (∃Y )
2
√
X = Y )

Ορισµός 2.1.1. Μια γλώσσα L της Λογικής των Κατηγορηµάτων είναι ένα
σύνολο που αποτελείται από Λογικά και Ειδικά σύµβολα:

52



1. Λογικά σύµβολα

(α΄) Μεταβλητές X, Y, Z,X1, . . .

(ϐ΄) Λογικούς Συνδέσµους ¬,∧,∨,→,↔
(γ΄) Παρενθέσεις, Κόµµατα, . . . , Σηµεία στίξης

(δ΄) Ποσοδείκτες ∀,∃
(ε΄) Το σύµβολο της ισότητας =

2. Ειδικά σύµβολα

(α΄) p, q, r, . . . σύµβολα κατηγορηµάτων

(ϐ΄) f, g, h, f0, . . . σύµβολα συναρτήσεων

(γ΄) a0, a1, a2, . . . σύµβολα σταθερών

Σε κάθε γλώσσα της Λογικής των Κατηγορηµάτων υπάρχουν οπωσδήποτε
τα παραπάνω λογικά σύµβολα, ενώ τα ειδικά σύµβολα υπάρχουν ανάλογα µε
τις ανάγκες µας, άλλοτε είναι λιγότερα και άλλοτε περισσότερα. ∆ηλ. αν η
ανάγκη το απαιτεί, π.χ. να κατασκευάσουµε µια γλώσσα για την Ανάλυση,
η γλώσσα που ϑα κατασκευαστεί ϑα περιέχει σύµβολα από κάθε κατηγορία
Ειδικών Συµβόλων (π.χ. πολλά σύµβολα συναρτήσεων για να καλύψουµε τις
πολλές συναρτήσεις που έχουµε στην Ανάλυση: ένα σύµβολο συνάρτησης για
κάθε συνάρτηση που µελετάµε.)

Παράδειγµα 2.1.4. Γλώσσα της Θεωρίας Αριθµών LA = {≤, ·,+, 0, 1}.

≤ : σύµβολο κατηγορήµατος (σύµβαση: αντί ≤ (3, 5) γράφουµε 3 ≤ 5)

+ : διθέσιο σύµβολο συνάρτησης

· : διθέσιο σύµβολο συνάρτησης

0 : σύµβολο σταθεράς

1 : σύµβολο σταθεράς

Παράδειγµα 2.1.5. Υπάρχει κάποιος αριθµός µεγαλύτερος απ΄ όλους τους
άλλους

Λύση.
(∃X)(∀Y )[Y < X]

ή καλύτερα
(∃X)(∀Y )(Y ≤ X ∧ ¬(Y = X))
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και µε διαφορετικό τρόπο

(∃X)(∀Y )(∃Z)(0 ≤ Z ∧ Z 6= 0 ∧ Y + Z ≤ X)

Σχόλιο. Z 6= 0, εννοούµε πάντα ¬(Z = 0).
Σχόλιο. Μπορούµε να χρησιµοποιήσουµε την απλοποιηµένη γλώσσα LA′ =
{+, ·, 0, 1} οπότε το µικρότερο ή ίσο ≤ ϑα µπορούσαµε κάπως να το ορίσουµε
σε τούτη την γλώσσα ως

X ≤ Y
ορισµός
⇔ (∃Z)(X + Z = Y )

Παράδειγµα: Αντί 0 ≤ 1 µπορούµε να γράψουµε στην παραπάνω γλώσσα
(∃Z)(Z = 1 ∧ 0 + Z = 1).

Παράδειγµα 2.1.6. Γλώσσα Θεωρίας Συνόλων LΘ.Σ. = {∅,∈}

όπου

∅ : σύµβολο σταθεράς
∈ : διµελές σύµβολο κατηγορήµατος

Παράδειγµα 2.1.7. X ⊆ Y αν και µόνο αν (∀Z)(Z ∈ X → Z ∈ Y )

Παράδειγµα 2.1.8. W = {∅} αν και µόνο αν (∀Z)(Z ∈ W ↔ Z = ∅)

΄Ασκηση 2.1.1. Να κατασκευάσετε µια γλώσσα για την Ευκλείδια Γεωµετρία
ώστε να περιγράφεται σ΄ αυτήν η πρόταση: Υπάρχει τουλάχιστον ένα σηµείο
που δεν ανήκει σε δοσµένη ευθεία.

Λύση. Μια γλώσσα κατάλληλη ϑα ήταν η

LΕ.Γ. = {σηµείο(·),ανήκει(·, ·), ευθεία(·),παράλληλο(·, ·), . . . }

όπου όλα τα προηγούµενα είναι όλα σύµβολα κατηγορηµάτων. Οπότε ϑα
γράφαµε

(∀Y )(∃X)[ευθεία(Y )→ σηµείο(X) ∧ ¬ανήκει(X, Y )]

΄Ασκηση 2.1.2. Ευκλείδιας Γεωµετρίας : Από κάθε 2 διαφορετικά σηµεία διέρ-
χεται µία ευθεία.
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Λύση. (∀X)(∀Y )(∃Z)
[σηµείο(X) ∧ σηµείο(Y ) ∧ (X 6= Y )→ ευθεία(Z) ∧ ανήκει(X,Z) ∧ ανήκει(Y, Z)]︸ ︷︷ ︸

σ(X,Y,Z)

.

΄Ασκηση 2.1.3. Ευκλείδιας Γεωµετρίας : Από κάθε 2 διαφορετικά σηµεία διέρ-
χεται µοναδική ευθεία.

Λύση. (∀X)(∀Y )(∃Z)
[
σ(X, Y, Z) ∧ (∀P )(σ(X, Y, P )→ P = Z)

]
.

Σχόλιο. ΄Οταν γράφουµε (∃!Z)φ(Z) ϑα εννοούµε πάντοτε τον παρακάτω
τύπο:

[(∃Z)φ(Z)] ∧ (∀Z1)(∀Z2)(φ(Z1) ∧ φ(Z2)→ (Z1 = Z2))

΄Αρα το ∃!Z περιγράφεται στα ελληνικά µε την έκφραση: υπάρχει µοναδικό
Z.

Παράδειγµα 2.1.9. Ευκλείδιας Γεωµετρίας : Υπάρχει µοναδική ευθεία ε′ που
διέρχεται από ένα σηµείο Σ′ εκτός ευθείας ε έτσι ώστε ε ‖ ε′

Λύση.
(∀E)(∀Σ′)[ευθεία(E) ∧ σηµείο(Σ′) ∧ ¬ανήκει(Σ′, E)→

→ (∃!E ′)(ανήκει(Σ′, E ′) ∧ παράλληλο(E,E ′))]

Σχόλιο. Συχνά γίνεται ένα (κλασικό) λάθος όταν προσπαθούµε να περιγρά-
ψουµε µε ένα τύπο της γλώσσας της Ευκλείδιας Γεωµετρίας ότι έχουµε δυο
διαφορετικά σηµεία του επιπέδου:
σηµείο(X) 6= σηµείο(Y ) δηλαδή ¬(σηµείο(X) = σηµείο(Y )), δηλαδή
¬
(

= (σηµείο(X), σηµείο(Y ))
)

Ο σωστός τύπος είναι ο :
(X 6= Y ) ∧ σηµείο(X) ∧ σηµείο(Y ).

Οι κανόνες του συντακτικού (δείτε και ορισµό του τύπου παρακάτω) µας
επιβάλουν κάποιους περιορισµούς όπως

• ∆εν µπορούµε να ϐάλουµε µέσα σε σύµβολα κατηγορήµατος (π.χ. =)
άλλα σύµβολα κατηγορήµατος(π.χ. σηµείο(X»
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• Μετά από ∀ ή ∃ ή ∃! µπαίνει µόνο µία µεταβλητή. Τα παρακάτω είναι
λάθος:
∃σηµείο(X), ∃αριθµός(X)

Ορισµός 2.1.2 (΄Ορος). ΄Εστω L µια γλώσσα της Λογικής των Κατηγορηµά-
των. Τότε ένας όρος είναι :

1. ΄Ενα οποιοδήποτε σύµβολο σταθεράς c ∈ L

2. Μια οποιαδήποτε µεταβλητή

3. ΄Ενα οποιοδήποτε σύµβολο συνάρτησης F που τις ϑέσεις του έχουν κα-
ταλάβει ήδη κατασκευασµένοι όροι

΄Ορος είναι µόνο ένα από τα (1), (2), (3).

Ορισµός 2.1.3 (Τύπος). ΄Ατοµο ή ατοµικός τύπος για την γλώσσα L ονοµά-
Ϲουµε κάθε κατηγόρηµα p ∈ L που τις ϑέσεις του έχουν καταλάβει όροι της
L .

Παράδειγµα 2.1.10. LA = {≤,+, ·, 0, 1}

Λύση. ΄Οροι της LA είναι οι 0, 1, X, Y,X2(δηλαδή ο X ·X), XY, (X2 +Y 2) +
(2X) + (5). Ο τελευταίος είναι πράγµατι ένας όρος αν ϐέβαια δεχτούµε κά-
ποιες συµβάσεις όπως για παράδειγµα 2=1+1=+(1,1) και

5 = +
(

+
(

+ ( + (1, 1), 1), 1
)
, 1
)

που συµφωνούµε να τον γράφουµε πιο απλά ως

5 = 1 +
(

1 + (1 + (1 + 1))
)

΄Οπως ϑα έχετε ήδη υποψιαστεί οι όροι της LA είναι τα γνωστά µας πολυώ-
νυµα.

Παράδειγµα 2.1.11. Παραδείγµατα ατοµικών τύπων στην LA : t1 ≤ t2, t2 =
t4, όπου t1, t2, t3, t4 είναι πολυώνυµα µε συντελεστές από το Z. Π.χ. X ≤ Y .
∆ΕΝ είναι ατοµικός τύπος ο : X < Y διότι αυτός είναι ορισµένος µε χρήση 2
κατηγορηµάτων και 2 συνδέσµων: (X ≤ Y ) ∧ ¬(X = Y )
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Ορισµός 2.1.4 (Σύνθετος τύπος).

1. Κάθε ατοµικός τύπος της L είναι ένας τύπος

2. ΄Εστω σ1, σ2 είναι δύο τύποι της L , τότε µπορούµε να κατασκευάσουµε
νέους τύπους

• χρησιµοποιώντας συνδέσµους
π.χ.: (¬σ1), (¬σ2), (σ1 ∧ σ2), (σ1 ∨ σ2), (σ1 → σ2) και (σ1 ↔ σ2)

• χρησιµοποιώντας ποσοδείκτες
π.χ.: ((∀X)σ1), ((∀X)σ2), ((∃X)σ1), ((∃X)σ2), όπου X, Y οποιεσ-
δήποτε µεταβλητές.

3. Τύποι είναι µόνο οι ακολουθίες συµβόλων που ικανοποιούν τους παρα-
πάνω κανόνες.

Παράδειγµα 2.1.12. (∀X, Y )[f(Y ) > p(Z)→ q(Y )] όπου

f είναι σύµβολο συνάρτησης

> είναι σύµβολα κατηγορήµατος

p, q είναι σύµβολο κατηγορηµάτων

Η παραπάνω έκφραση δεν είναι τύπος διότι µέσα σε ένα σύµβολο κατηγορήµα-
τος (>) ϐάλαµε ένα άλλο (p(Z)).

Παράδειγµα 2.1.13. Η παρακάτω έκφραση δεν είναι τύπος :
(∀άνθρωπος(Z))[ηλικία(Z) > 120→ νεκρός(Z)]
Η παρακάτω όµως έκφραση είναι τύπος:

(∀Z)
(

[άνθρωπος(Z) ∧ ηλικία(Z) > 120]→ νεκρός(Z)
)

΄Ασκηση 2.1.4. ‘Ο Γιάννης αγαπάει το ϕαγητό.’
‘Το µήλο είναι ϕαγητό.’
‘Το κοτόπουλο είναι ϕαγητό.’
‘Οτιδήποτε τρώγεται χωρίς να προκαλεί ϑάνατο είναι ϕαγητό.’
‘Η Μαρία τρώει ο,τι τρώει και ο Χρήστος.’
Φτιάξτε µια γλώσσα µε σταθερές, συναρτήσεις και κατηγορήµατα και εκφράστε
τις παραπάνω προτάσεις.
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Λύση.

Γλώσσα:
κατηγορήµατα: αγαπάει(X, Y ),ϕαγητό(X), τρώει(X, Y ), νεκρός(X)

σταθερές : γιάννης, µαρία, χρήστος, µήλο, κοτόπουλο

Οι Ϲητούµενοι τύποι είναι οι
(∀X)(ϕαγητό(X)→ αγαπάει(γιάννης, Y )),
ϕαγητό(µήλο),
ϕαγητό(κοτόπουλο),
(∀X)(∀Y )

(
τρώει(X, Y ) ∧ ¬(νεκρός(X))→ ϕαγητό(X)

)
και τέλος
(∀X)(τρώει(χρήστος, Y )→ τρώει(µαρία, X))
Σχόλιο. Στην PROLOG κάθε τύπος αποτελείται µόνο από ατοµικούς τύπους
που έχουν ’συνδεθεί’ µε κάποιους από τους συνδέσµους. ∆εν εµφανίζονται
καθόλου ποσοδείκτες !
Σχόλιο. Μπορούµε να αντικαταστήσουµε τον τύπο (∀X)σ µε τον σ µε την
προϋπόθεση ϐέβαια ότι ο (∀X)σ δεν είναι υποτύπος κάποιου άλλου τύπου.

Ορισµός 2.1.5. Μια εµφάνιση της µεταβλητής X µέσα σε ένα οποιοδήποτε
υποτύπο σ του r της µορφής σ = (∀X)φ ή σ = (∃X)φ λέγεται δεσµευµένη
εµφάνιση της X στην r.

Ορισµός 2.1.6. Μια εµφάνιση της µεταβλητήςX λέγεται ελεύθερη εµφάνιση
εάν η συγκεκριµένη εµφάνιση δεν είναι δεσµευµένη.

Παράδειγµα 2.1.14. r = [ (∀X)p(X, Y )︸ ︷︷ ︸
σ1

] → [ (∀Z)q(Z,X)︸ ︷︷ ︸
σ2

], p, q σύµβολα

κατηγορηµάτων.

Λύση. ΄Εχουµε, 3 εµφανίσεις της X (δεσµευµένη, δεσµευµένη, ελεύθερη), 1
εµφάνιση της Y (ελεύθερη) και 2 εµφανίσεις της Z (δεσµευµένη, δεσµευµέ-
νη).

Ορισµός 2.1.7. Μια µεταβλητή X που εµφανίζεται τουλάχιστον µία ϕορά σε
ένα τύπο r καλείται ελεύθερη αν µπορούµε να ϐρούµε µια ελεύθερη εµφάνιση
της X µέσα στον r.

Ορισµός 2.1.8. Μια µεταβλητή X λέγεται δεσµευµένη στον τύπο r αν και
µόνο αν δεν είναι ελεύθερη στον r.

Ορισµός 2.1.9. ΄Ενας τύπος χωρίς ελεύθερες µεταβλητές λέγεται πρόταση.
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Παράδειγµα 2.1.15. Ο τύπος που ακολουθεί δεν είναι πρόταση:
(∃X)(∃Y )[δάσκαλος(X, Y ) ∧ διδάσκει(X, Y, Z)]
Το ακόλουθο είναι πρόταση:
(∃X)(∃Y )(∃Z)[δάσκαλος(X, Y ) ∧ διδάσκει(X, Y, Z)]

Σχόλιο. ΄Οπως ϑα δούµε αργότερα, η ‘αλήθεια’(δηλ. η ερµηνεία) µίας πρότα-
σης δεν εξαρτάται από τις τιµές που πιθανόν να πάρουν κάποιες µεταβλητές
της. Αντίθετα εάν τ(X) είναι ένας τύπος στον οποίο η µεταβλητή X είναι
ελεύθερη, τότε η ‘αλήθεια’ του τ(X) εξαρτάται προφανώς από την τιµή που
ϑα πάρει το X (µέσα σε κάποια ερµηνεία).

Παράδειγµα 2.1.16. (∀X)(X > Y ): η ‘αλήθεια’ του τύπου εξαρτάται από το
Y .
(∀X)(∀Y )(Y < X)
(∀X)(∀Y )(Y = X)
η ‘αλήθεια’ των δύο παραπάνω προτάσεων δεν εξαρτάται από τις µεταβλητές
που εµφανίζονται σε αυτές.

Ορισµός 2.1.10. ΄Εστω L µια γλώσσα της Λογικής των Κατηγορηµάτων και
ϑέλουµε να ερµηνεύσουµε τους τύπους της L . Μια ερµηνεία ή δοµή ή µοντέλο
V της L αποτελείται από :

1. ΄Ενα µη κενό σύνολο V 6= ∅ που λέγεται σύµπαν της ερµηνείας και
συµβολίζεται µε το |V |.
Σχόλιο. Σ΄ αυτό το σύνολο ϑα δούµε αργότερα ότι παίρνουν τιµές οι όροι
της L .

2. Για κάθε σύµβολο σταθεράς c ∈ L , υπάρχει µοναδικό στοιχείο του V
που αντιστοιχεί στο c και συµβολίζεται εV (c) (εϱµηνεία του c) είτε πιο απλά
ε(c) ∈ V .

Παράδειγµα 2.1.17. ΄Αλλο το µήλο (ένα σύµβολο σταθεράς σε µια
γλώσσα που αναφέρεται στις τροφές) και άλλο το ε(µήλο) δηλ. ένα
πραγµατικό µήλο σε κάποια ερµηνεία(που µπορεί να είναι για παράδειγ-
µα το supermarket της γειτονιάς µας !).

L V
c ε(c) ∈ V

3. Για κάθε n−µελές σύµβολο συνάρτησης f ∈ L αντιστοιχεί µια µοναδική
συνάρτηση, ας την ονοµάσουµε εV (f) ή σκέτα ε(f) : V n → V .
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Παράδειγµα 2.1.18. ηλικία(·)→ εV (ηλικία) : V 1 → V

L V
f ε(f) : V n → V

4. Για κάθε n−µελές σύµβολο κατηγορήµατος p ∈ L αντιστοιχεί µια µονα-
δική σχέση, ας την ονοµάσουµε εV (p) ή σκέτα ε(p) ⊆ V n.

L V
p ε(p) ⊆ V n

Παράδειγµα 2.1.19. LA = {+, ·, 0, 1}, A = N, µε τις γνωστές µας ερµη-
νείες των συµβόλων (π.χ. η ε(+)= είναι η γνωστή µας πρόσθεση δυο ϕυσικών
αριθµών όπως µάθαµε από το ∆ηµοτικό, ε(·) ο γνωστός µε πολλαπλασιασµός
στους N, ε(0) = 0, ε(1) = 1) και A = N.

Παράδειγµα 2.1.20. A ′ : A = {0, 1, 2, 3}. ε(+) = + (mod 4) δηλαδή
m ε(+) n = (m+ n) (mod 4), οπότε 1 ε(+) 3 = 0 και όµοια

0 ε(+) 0 = 0 1 ε(+)0 = 1
0 ε(+) 1 = 1 1 ε(+)1 = 2
0 ε(+) 2 = 2 1 ε(+)2 = 3

...
...

Ακόµα ορίζουµε ε(·) = · (mod 4) οπότε,

2 ε(·) 2 = 0, 2 ε(·) 3 = 2

και ε(0) = 2 ε(1) = 0.

Παράδειγµα 2.1.21. A ′′ : A ′′ = 2N = {0, 2, 4, . . .} είναι το σύµπαν. ε(0) =
2, ε(1) = 0, ε(+) = η γνωστή µας πρόσθεση στους N, ε(·) = ο γνωστός πολλα-
πλασιασµός στους N.ε(0) ε(+) ε(0) = 4

ε(1) ε(·) ε(y) = 0
Σχόλιο. Η ερµηνεία A ′′ έχει κάποια περίεργα χαρακτηριστικά. Στην A ′′ δεν
ισχύει ότι κάθε αριθµός είναι άρτιος ή περιττός δηλ. ότι :

(∀X)(∃Y )(X = (1 + 1)Y ∨X = (1 + 1)Y + 1)
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Παράδειγµα 2.1.22. Για την γλώσσα της Θεωρίας συνόλων L = {∅,∈},
∅ σύµβολο σταθεράς, ∈ διµελές σύµβολο κατηγορήµατος µπορούµε να κατα-
σκευάσουµε πολλές ερµηνείες όπως για παράδειγµα: B : B = N. ε(∅) = 0,
ε(∈) = η γνωστή µας σχέση ‘µικρότερο του’, οπότε 5 ε(∈) 8 εάν και µόνον εάν
5 < 8 που ισχύει. 3 ε(∈) 2 εάν και µόνον εάν 3 < 2 που δεν ισχύει.

Σχόλιο. ΄Οπως γνωρίζουµε οι ϕυσικοί αριθµοί έχουν οριστεί στη Θεωρία Συ-
νόλων ως εξής {∅} ⇐⇒ 1, {∅, {∅}} ⇐⇒ 2, κ.ο.κ.

Ερώτηµα: Πώς δίνουµε κάποιες τιµές σε όρους της γλώσσας L ;

Ορισµός 2.1.11. ΄Εστω A είναι µία ερµηνεία για την L και A το σύµπαν
της. Τότε µία αποτίµηση v στην A είναι µια συνάρτηση v : M(L ) → A όπου
µε M(L ) είναι το σύνολο των µεταβλητών της γλώσσας L . Ουσιαστικά µια
αποτίµηση ‘εκτιµά’ όλες τις µεταβλητές.

Παράδειγµα 2.1.23. A = N τότε ϑα µπορούσαµε για παράδειγµα να ϕτιά-
ξουµε µια v έτσι ώστε v(X3) = 0, v(Y ) = 1, . . .

Σχόλιο. ∆εν είναι σωστό να λέµε ερµηνεύουµε µια µεταβλητή X, δηλαδή
ε(X) ∈ A. Το σωστό είναι να αποτιµούµε µια µεταβλητή X µε την ϐοήθεια
ϕυσικά µιας αποτίµησης v : v(X) ∈ A. Η αποτίµηση είναι µια έννοια ανε-
ξάρτητη απ΄ αυτήν της δοµής.
Σχόλιο. ΄Οπως ϐλέπουµε από τα παραδείγµατα, το να ερµηνεύσουµε σωστά
έναν τύπο, αυτό έχει σχέση να κάνει τόσο µε την δοµή A , αλλά και από την
αποτίµηση v µε την οποία εργαζόµαστε.

Παράδειγµα 2.1.24. X < 3 και A = N οπότε ε(3) = 3 ∈ N(προσέξτε στα
αριστερά έχουµε το σύµβολο 3 δηλ. το (1+1)+1 και στα δεξιά τον αριθµό 3).
Ορίζουµε την αποτίµηση v έτσι ώστε v(X) = 0, v(X1) = 2, v(X2) = 3, οπότε

για να ισχύει ο τύπος X < 3 ϑα πρέπει v(X)ε(<) ε(3) δηλαδή 0
N

< 3(που
ισχύει). Επίσης, αν ορίσουµε την αποτίµηση v′ µε v′(X) = 3, τότε ϑα έχουµε,
A , v′ |= X︸︷︷︸

v(X)=3

< 3︸︷︷︸
ε(3)=3

δηλαδή δεν ισχύει και αυτό το γράφουµε συµβολικά

ως A , v′ 6|= X < 3.

΄Ασκηση 2.1.5. Για κάθε µια από τις A ,A ′,A ′′ ϐρείτε µια αποτίµηση v που
να δίνει στην µεταβλητήX µια κατάλληλη τιµή έτσι ώστε για κάθε Y να ισχύει

v : v(X) ε(·) v(Y ) = v(X).

(Ουσιαστικά Ϲητάµε να δείξουµε, (∃X)(∀Y )(X · Y = X).)

61



Σχόλιο. Με την ϐοήθεια της v και της ερµηνείας A µπορούµε να δώσουµε
µια τιµή (µέσα από το σύµπαν A) σε οποιοδήποτε όρο της γλώσσας µας L .

Θεώρηµα 2.1.25. ΄Εστω A µια δοµή για την L και v µια αποτίµηση στην A ,
τότε µπορούµε να δώσουµε σε κάθε όρο t της L µια µοναδική τιµή v∗(t) έτσι
ώστε :

1. εάν t = X µια µεταβλητή τότε v∗(t) = v(X).

2. εάν t = c όπου c ∈ L σύµβολο σταθεράς, τότε v∗(c) = ε(c).

3. εάν t = f(t1, t2, . . . tn) όπου f σύµβολο συνάρτησης της L και t1, t2, . . . , tn
παλιοί όροι τότε v∗(t) = ε(f)(v∗(t1), . . . v∗(tn)) ∈ A.

Παράδειγµα 2.1.26. LA = {+, ·, 0, 1}, όρος X2 + 5, και ορίζονται κατά
γνωστά τα A = N, ε(+), ε(·), ε(0), ε(1). ΄Εστω v(X) = 2, v(Y ) = 12, v(Z) =
ότι τιµή ϑέλουµε για άλλη µεταβλητή Z 6= X, Y . ΄Εχουµε, v(X2 + 5) =
v(X) ε(·) v(X) ε(+) ε(5) = 2 ·2+5 = 4+5 = 9 ∈ N. Επίσης, για την ερµηνεία
A ′′ : v(X2 + 5) = v(X) ε(·) v(X) ε(+) ε(5) = 2 · 2 + 0 = 4 ∈ A′′

Παράδειγµα 2.1.27 (χρήσης του Θεωρήµατος 2.1.25). LA = {+, ·, 0, 1},
όρος t = X1 + (X2 + 1)X3, αποτίµηση U(X1) = 2, U(X2) = 0, U(X3) = 1,
U(Z) =ο,τι ϑέλετε ∈ N, και παίρνουµε ερµηνεία την A = N, ε(+), ε(·), ε(0),
ε(1).

U∗(X1)
(3)
= U∗(X1) ε(+) U∗((X2 + 1)X3)

= 2 ε(+) U∗((X2 + 1)X3)

= 2 + 1

= 3

Ισχύει :

U∗((X2 + 1) ·X3)
(3)
= U∗(X2 + 1) ε(·) U∗(X3)

= U∗(X2 + 1) ε(+) 1

= [U∗(X2) ε(+) U∗(1)] ε(·)1
= (0 + 1) · 1
= 1
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Θεώρηµα 2.1.28. ΄Εστω A µια δοµή και v µια αποτίµηση στην A . Τότε
µπορούµε να επεκτείνουµε µε µοναδικό τρόπο την v στην v∗ έτσι ώστε η v∗ :
O(L ) → A (όπου O(L ) είναι όλοι οι όροι της L και A εννοούµε το σύµπαν
της A ).

Σχόλια.

1. Αντί για v∗ γράφουµε πιο απλά σκέτα v διότι από την v µπορεί να
παραχθεί µια και µοναδική v∗.

2. ΄Εστω L = {+, ·, 0, 1 και A =η γνωστή δοµή των ϕυσικών αριθµών.
΄Εστω, v :

v(X1) = 2
v(X2) = 0
v(X3) = 1
v(Z) = οποιονδήποτε ϕυσικό αριθµό ϑέλετε.

Με v(X2|3) εννοούµε µια καινούργια αποτίµηση µε τις ιδιότητες

v(X2|3) =

{
3, για Z = X2

v(Z), για Z 6= X2

Παράδειγµα 2.1.29. v(X2|3)(X1) = 2 και v(X2|3)(X3) = 1.

Ορισµός 2.1.12. ΄Εστω v µια οποιαδήποτε αποτίµηση στην δοµή A και έστω
a ∈ A. Τότε v(X|a) εννοούµε την αποτίµηση ω έτσι ώστε στο X παίρνει τιµή
ω(X) και για Z 6= X παίρνει την τιµή ω(Z) = v(Z).

Παράδειγµα 2.1.30. t = X1 + (x2 + 1) ·X3 της L

v∗(t) = v(t) = v(X1 + (x2 + 1)X3)

= v(X1) ε(+) v((X2 + 1)X3)

= 2 + [(v(X2) ε(+) ε(1)) ε(·) v(X3)]

= 2 + [(0 + 1) · 1]

= 3

Αντί της v ϑα πάρουµε τώρα v(X2|3) = ω, οπότε ω(t) = 6, δηλαδή v(X2|3)(t) =
6. ΄Αλλα παραδείγµατα :
v(X1|0)(X1) = 0, v(X1|0)(X2) = 0, v (X1|0)(X2|2)︸ ︷︷ ︸

ω

(X1|3) = 3,

v(X1|0)(X2|3)(X1|4)(X2) = 3, v(X1|v(X1))(X1) = v(X1) δηλαδή v(X1|v(X1)) =
v.
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Ορισµός 2.1.13 (Αλήθειας του Tarski). ΄Εστω L και έστω A µία δοµή για
την L και v µια αποτίµηση στην A. ΄Εστω φ ένας τύπος της L . Τότε λέµε
ότι ο φ αληθεύει στην δοµή A και για την αποτίµηση v (γράφουµε συµβολικά
A , v |= φ) εάν ισχύουν τα παρακάτω:

1. Εάν ο φ είναι ατοµικός τύπος της µορφής t1 = t2, τότε ϑα πρέπει v∗(t1) =
v∗(t2).

2. Εάν ο φ είναι ατοµικός τύπος της µορφής p(t1, t2, . . . , tk) για κάποιο σύµ-
ϐολο κατηγορήµατος p και κάποιους όρους t1, t2, . . . , tk τότε για να α-
ληθεύει ϑα πρέπει 〈 v∗(t1), v∗(t2), . . . , v∗(tk)︸ ︷︷ ︸

k−στοιχεία

〉 ∈ ε(p) δηλ. πρέπει τα

στοιχεία v∗(t1), v∗(t2), . . . , v∗(tk) να ικανοποιούν την σχέση ε(p).

3. Εάν ο φ = ¬ψ για κάποιο τύπο ψ, τότε A , v |= φ εάν και µόνον εάν
A , v 6|= ψ δηλαδή εάν και µόνον εάν ο ψ δεν αληθεύει.

4. Εάν ο φ = φ1 ∧ φ2 τότε A , v |= φ εάν και µόνον εάν A , v |= φ1 ΚΑΙ
A , v |= φ2 (δηλαδή ο φ αληθεύει εάν και µόνον εάν αληθεύουν συγχρό-
νως οι φ1, φ2)

5. Εάν ο φ = φ1 ∨ φ2 τότε A , v |= φ εάν ένα τουλάχιστον από τα παρακάτω
ισχύουν :

• A , v |= φ1.

• A , v |= φ2.

6. Εάν φ = φ1 −→ φ2 τότε A , v |= φ εάν και µόνον εάν ισχύει η παρακάτω
συνεπαγωγή: (εάν A , v |= φ1 τότε αναγκαστικά A , v |= φ2).

7. Εάν ο φ = φ1 ←→ φ2 τότε A , v |= φ εάν και µόνον εάν ισχύει (A , v |= φ1

εάν και µόνον εάν A , v |= φ2) δηλ. εάν και µόνον εάν οι φ1, φ2 παίρνουν
ακριβώς τις ίδιες αληθοτιµές.

8. Εάν ο φ = (∀X)ψ και ψ ένας τύπος, X µια µεταβλητή τότε A , v |= φ εάν
και µόνον εάν για κάθε στοιχείο a ∈ A(= |A |) ισχύει A , v(X|a) |= ψ.

9. Εάν ο φ = (∃X)ψ τότε A , v |= φ εάν και µόνον εάν υπάρχει ένα τουλά-
χιστον a0 ∈ A έτσι ώστε A , v(X|a0) |= ψ.
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Παράδειγµα 2.1.31. ΄Εχουµε A , v 6|= X1 +X2 = X3, για A = N, v(X1) = 1,
v(X2) = 3, v(X3) = 2

Παράδειγµα 2.1.32. Εάν (∃X2)(X1 + X2 = X3), τότε A , v |= (∃X2)(X1 +
X2 = X3) εάν και µόνον εάν υπάρχει τουλάχιστον ένα a0 ∈ N, έτσι ώστε

A , v(X2|a0)
?

|= X1 +X2 = X3, πάρε για παράδειγµα a0 = 1 ∈ A.

Παράδειγµα 2.1.33. (∀X2)(X1 +X2 = X3), τότε A , v 6|= (∀X2)(X1 +X2 =
X3) διότι για a = 20 ισχύει A , v(X2|α) 6|= X1 +X2 = X3 (1 + 20 6= 2)

Σχόλιο. Η αλήθεια (ή το ψέµα) της φ δεν εξαρτάται από τις τιµές που δίνει η
αποτίµηση v πάνω σε µεταβλητές που είναι δεσµευµένες µέσα στον φ. Π.χ.
ας πάρουµε για φ

(∃X2)( X1︸︷︷︸
ελεύθερη

+ X2︸︷︷︸
δεσµευµένη

= X3︸︷︷︸
ελεύθερη

)

και ας ορίσουµε επιπλέον v(X2) = 300, µε A όπως προηγούµενα. Τότε δεν
πρέπει να µας ϕανεί περίεργο ότι A , v |= φ.
Σε όλα τα παρακάτω παραδείγµατα παίρνουµε A = N και v όπως ορίστηκε
προηγούµενα.

Παράδειγµα 2.1.34. φ : (∀X1)(X1 < X3) −→ (∃X2)(X1+X2 = X3), A , v |=
φ. Η συνεπαγωγή ισχύει διότι οι υποθέσεις µας δεν είναι αληθινές στο A δηλ.
A , v 6|= (∀X1)(X1 < X3).

Παράδειγµα 2.1.35. (∀X1)(∀X3)[X1 < X3 −→ (∃X2)(X1+X2 = X3)], A , v |=
φ.

Σχόλιο. Εάν ο τύπος φ δεν έχει καθόλου ελεύθερες µεταβλητές (δηλαδή εάν
ο φ είναι µια πρόταση) τότε το εάν αληθεύει ή όχι δεν εξαρτάται από την
αποτίµηση v µε την οποία δουλεύουµε αλλά µόνο απ΄ την δοµή A .

΄Ασκηση 2.1.6. ∆είξτε ότι A |= (∃X)(∃Z)(∀X2)({p(Z) ∧ ¬q(X)} ∨ ¬p(Z) ∨
q(X2)) εάν είναι γνωστό ότι A |= p(a), A |= q(a), A |= ¬q(b), A |= p(b) όπου
a, b είναι στοιχεία του σύµπαντος της A και q, p σύµβολα κατηγορηµάτων της
γλώσσας µας.

Λύση. Για X|a, Z|a έχουµε:
A |= (∀X2)

(
{ p(a) ∧ ¬q(a)︸ ︷︷ ︸

ψ

} ∨ ¬p(a)︸ ︷︷ ︸
ψ

∨ q(X2)︸ ︷︷ ︸
ψ

)
=ψευδής.
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Για X|a, Z|b έχουµε:
A |= (∀X2)

(
{ p(b) ∧ ¬q(a)︸ ︷︷ ︸

ψ

} ∨ ¬p(b)︸ ︷︷ ︸
ψ

∨ q(X2)︸ ︷︷ ︸
ψ

)
=ψευδής.

Για X|b, Z|a έχουµε:
A |= (∀X2)

(
{ p(a) ∧ ¬q(b)︸ ︷︷ ︸

a

} ∨ ¬p(a)︸ ︷︷ ︸
ψ

∨ q(X2)︸ ︷︷ ︸
ψ

)
=αληθής.

Παράδειγµα 2.1.36. Βρείτε δύο δοµές ώστε η παρακάτω πρόταση

1. να µην αληθεύει

2. να αληθεύει

(∀X)(∃Y )(X · Y = Y )

Λύση.

1. A , µε A = {2, 3}, ε(0) = 2, ε(1) = 3 και ορισµό για τον ·

2 ε(·)3 = 2
3 ε(·)2 = 2
3 ε(·)3 = 2
2 ε(·)2 = 3

2. Μια δοµή που επαληθεύει την πρόταση είναι η γνωστή δοµή των ϕυσι-
κών αριθµών.

Παράδειγµα 2.1.37. Χρησιµοποιώντας την L = {·}, όπου · ένα σύµβολο συ-
νάρτησης, γράψτε τα αξιώµατα που απαιτούνται έτσι ώστε ο πολλαπλασιασµός
να έχει τις γνωστές ιδιότητες της οµάδος.

Λύση.

• (∀X)(∀Y )(∃Z) (X · Y = Z) (κλειστότητα) α΄

• (∀X)(∀Y )(∀Z) X · (Y · Z) = (X · Y ) · Z(προσεταιριστικότητα) ϐ΄

• (∃X)(∀E) ((X · E = X) ∧ (E ·X = X))(ουδέτερο) γ΄
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• (∃X)(∀E) ((X · E = X) ∧ (E · X = X)) ∧ (∀X)(∃Y ) ((X · Y =
E) ∧ (Y ·X = E))1δ΄

΄Ασκηση 2.1.7. Στο Παράδειγµα 2.1.37 να ϐρεθούν 2 διαφορετικές δοµές
A ,B έτσι ώστε :

1. η A να είναι οµάδα και

2. στην B να ισχύουν όλα τα αξιώµατα εκτός της ύπαρξης αντιστρόφου.

Λύση. ∆ίνουµε δυο διαφορετικά παραδείγµατα οµάδων: A = {Z5, ε(·)},
ε(·) = πράξη πρόσθεσης (mod5), π.χ. 3 ε(·) 2 = 0 δηλαδή ο αντίστροφος του
3 στο Z5 είναι το 2. Επίσης, A ′ = {Z∗5, ε∗(·)}, ε∗(·) =πράξη του πολλαπλα-
σιασµού στο Z∗5, οπότε 3 ε(·) 2 = 1 δηλαδή ο αντίστροφος του 3 στο Z∗5 είναι το
2. ΄Αλλα παραδείγµατα οµάδων µε άπειρα το πλήθος στοιχεία : Ερµηνεύουµε
το ε(·) ως την πρόσθεση στην γνωστή µας οµάδα Z. Ερµηνεύουµε το ε(·) σαν
πολλαπλασιασµό στην γνωστή µας οµάδα Q∗.
΄Ενα παράδειγµα µιας δοµής που ικανοποιούνται τα πάντα εκτός του (δ΄) είναι

B = {N, ε(·) = η πράξη του πολλαπλασιασµού στο N}.
Σχόλια.

1. Το Αξίωµα (α΄) ισχύει σε κάθε δοµή A της γλώσσας L = {·} λόγω του
ορισµού µιας ερµηνείας ενός συναρτησιακού συµβόλου(εδώ του ·) σε
µια ερµηνεία της γλώσσας. ΄Αρα δεν είναι απαραίτητο να µπει µέσα στα
αξιώµατα µιας οµάδος.

2. Μπορούµε να δείξουµε ότι από τα (α΄), (ϐ΄), (γ΄) προκύπτει ότι το ουδέτερο
ένα και µοναδικό στοιχείο (του σύµπαντος A της δοµής A ). Οπότε το
αξίωµα (δ΄) µπορεί να απλοποιηθεί στο

(∃Z)(∀X)(∃Y )[′′Zείναι το ουδέτερο′′ ∧X · Y = Z = Y ·X] (2.1)

3. Στον τύπο (2.1) ουσιαστικά είναι µέσα και το (δ΄) και το (γ΄) αξίωµα.

Παράδειγµα 2.1.38. ΄Εχουµε L = {<} και < σύµβολο κατηγορήµατος. Ο
τύπος της πυκνότητας είναι ο εξής :

(∀X)(∀Y )(X 6= Y −→ (∃Z)[(X < Z < Y ) ∨ (Y < Z < X)])

1(∃E)(E ουδέτερο ∧ (∀X) υπάρχει αντίστροφο) . Το αντίστροφο Y του X συµβολίζεται
συνήθως µε X−1 αλλά εδώ δεν το χρησιµοποιούµε διότι η δοθείσα γλώσσα δεν περιέχει το
συναρτησιακό σύµβολο −1.
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Τότε η δοµή A = {Z, ε(<)}, µε ε(<) η γνωστή σχέση ’µικρότερο του’, δεν έχει
την ιδιότητα της πυκνότητας. Ορίζουµε

v(X) = 2 v(Y ) = 3

Τότε A , v 6|=πυκνότητα. Πράγµατι, εάν ισχύει A , v |= (∀X)(∀Y )
(
X 6= Y −→

(∃Z)((X < Z < Y ) ∨ (Y < Z < X))
)
, τότε ϑα πρέπει για κάθε a ∈ Z και για

κάθε b ∈ Z, A , v(X|a, Y |b) |= a 6= b −→ (∃Z)(a < Z < b∨b < Z < a).
΄Οµως για a = 2, b = 3 έχουµε a 6= b και A , v 6|= (∃Z)(2 < Z < 3), άρα η
A δεν είναι πυκνή.

Πρόταση 2.1.39. ΄Εστω A µια δοµή και v1, v2 δύο αποτιµήσεις στην A . Τότε
εάν οι v1, v2 συµφωνούν στις µεταβλητές που εµφανίζονται ελεύθερα στον φ
τότε αναγκαστικά :

A , v1 = φ εάν και µόνον εάν A , v2 |= φ

΄Ασκηση 2.1.8. ΄Εστω φ(X) = (∀Z)(∀T )(∃R)(R · X = T −→ Z < T ) και
έστω A µια ερµηνεία και v1, v2 δύο αποτιµήσεις µε v1(X) = v2(X) και σ΄
όλες τις υπόλοιπες µεταβλητές W, v1(W ) 6= v2(W ). Εάν είναι γνωστό ότι
A , v1 |= φ τότε να συµπεράνετε την A , v2 |= φ.

Λύση. Η X εµφανίζεται ελεύθερη στην φ(X) και άρα από την Πρόταση
(2.1.39) έχουµε ότι A , v2 |= φ.
Σχόλιο. ΄Εστω φ µια πρόταση (δηλαδή ένας τύπος που δεν περιέχει ελεύθε-
ϱες µεταβλητές) της L . ΄Εστω A τυχαία, v, ω τυχαίες αποτιµήσεις. Τότε η
αλήθεια της φ δεν εξαρτάται απ΄ την συγκεκριµένη v, διότι εάν

1. A , v |= φ και τυχαία αποτίµηση
(2.1.39)
=⇒ A , ω |= φ.

2. A , v 6|= φ και τυχαία αποτίµηση
(2.1.39)
=⇒ A , ω 6|= φ.

Οπότε εάν φ είναι πρόταση τότε µπορεί να έχουµε µια από τις παρακάτω
περιπτώσεις :

1. Να αληθεύει σε κάθε δοµή (τέτοια πρόταση λέγεται ταυτολογία ή
ταυτότητα ή νόµος ή έγκυρη πρόταση)

2. Να αληθεύει µόνο σε κάποιες δοµές (τέτοια φ λέγεται απλά ικανοποι-
ήσιµη)
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3. Η φ να µην αληθεύει σε καµία δοµή A . Τότε η φ λέγεται αντιλογία ή
αντίφαση.

Παράδειγµα 2.1.40. Το αξίωµα του αντιστρόφου, δηλαδή το αξίωµα (δ΄) είναι
ένα παράδειγµα πρότασης που άλλοτε αληθεύει σε κάποια δοµή και άλλοτε
δεν αληθεύει

Παράδειγµα 2.1.41. φ = (∃X)(X 6= X), τότε αν A , v |= φ
(2.1.13)
=⇒ υπάρχει a

στοιχείο του σύµπαντος A , v(X|a) |= X 6= X, δηλαδή a 6= a. Αυτό όµως δεν
γίνεται άρα η φ είναι ένα παράδειγµα αντιλογίας.

Ορισµός 2.1.14. ΄Εστω φ ένας τύπος µιας γλώσσας L . Θα λέµε ότι ο φ είναι
νόµος ή ταυτότητα ή ταυτολογία ή έγκυρος τύπος εάν και µόνον εάν αληθεύει
σε κάθε δοµή A και για κάθε αποτίµηση v στην δοµή, δηλαδή A , v |= φ.

Παράδειγµα 2.1.42. ΄Ενας γνωστός νόµος : φ : X = Y −→ Y = X

Λύση. Πράγµατι, A , v
?

|= X = Y −→ Y = X, δηλαδή αν A , v |= X = Y ,
τότε A , v |= Y = X, δηλαδή εάν v(X) = v(Y ) τότε v(Y ) = v(X) που ισχύει !

΄Ασκηση 2.1.9. ∆είξτε ότι ο τύπος (∀X)φ −→ (∃X)φ είναι έγκυρος.

Λύση. ΄Εστω A τυχαία, v τυχαία. Θα δείξουµε ότι αν A , v |= (∀X)φ τότε
A , v |= (∃)φ. ΄Οµως, A , v |= (∃Z)φ εάν και µόνον εάν υπάρχει τουλάχιστον

ένα a0 ∈ A έτσι ώστε A , v(X|a0)
?

|= φ. ΄Οµως από υπόθεση, για κάθε a ∈ A
έχουµε ότι αληθεύει A , v(X|a) |= φ, οπότε παίρνουµε a0 =τυχαίο στοιχείο
του A.

΄Ασκηση 2.1.10. ∆είξτε ότι ο τύπος (∃X)φ −→ (∀X)φ δεν είναι έγκυρος,
κατασκευάζοντας µια κατάλληλη ερµηνεία-αντιπαράδειγµα.

΄Ασκηση 2.1.11. ∆είξτε ότι ο τύπος (∃X)(φ∨ψ)←→ {(∃X)φ∨ (∃X)ψ} είναι
έγκυρος.

Λύση. Πρέπει να δείξω ότι A , v |= (∃X)(φ ∨ ψ) εάν και µόνον εάν A , v |=
(∃X)φ∨ (∃X)ψ. ΄Οµως A , v |= (∃X)(φ∨ψ) εάν και µόνον εάν υπάρχει του-
λάχιστον ένα a0 ∈ A : A , v(X|a0) |= φ ∨ ψ, άρα αληθεύει ένα τουλάχιστον
από τα φ ή ψ δηλαδή A , v(X|a0) |= φ ή A , v(X|a0) |= ψ εάν και µόνον εάν
A , v |= (∃X)φ ή A , v |= (∃X)ψ εάν και µόνον εάν A , v |= (∃X)φ ∨ (∃X)ψ.

΄Ασκηση 2.1.12. ∆είξτε ότι (∀X)(φ∨ψ)←→ [(∀X)φ∨(∀X)ψ] δεν είναι νόµος.
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Λύση. Θα κατασκευάσουµε το παρακάτω αντιπαράδειγµα: L = {≤,+, 1},
A : N, φ : X < 3, δηλαδή φ : X ≤ 1 + 1 + 1, ψ : ¬φ. Ισχύει :
φ ∨ ψ = φ ∨ ¬φ δηλ. πρόκειται για ταυτολογία. ΄Εχουµε

A v 6|= (∀X)(φ ∨ ψ)←→ [(∀X)φ ∨ (∀X)ψ].

Πράγµατι η (∀X)ταυτολογία είναι εύκολο να δείξουµε ότι είναι ταυτολογία
και άρα ο αριστερός τύπος αληθεύει. Ο δεξιός τύπος όµως δεν αληθεύει διότι

A , v 6|= (∀X)(X ≤ 3)
A , v 6|= (∀X)¬(X ≤ 3)

}
=⇒ A , v 6|= (∀X)(X ≤ 3) ∨ (∀X)¬(X ≤ 3).

2.2 Νόµοι για τους συνδέσµους και τους ποσο-
δείκτες

Νόµοι για την άρνηση:

|= ¬(∀X)φ←→ (∃X)¬φ

|= ¬(∃X)φ←→ (∀X)¬φ

Εφαρµογή: ∆είξτε ότι ο τύπος (∀X)(φ ∧ ψ) ←→ [(∀X)φ] ∧ [(∀X)ψ]2 είναι
έγκυρος τύπος.
Απάντηση: Ο παραπάνω είναι ένας έγκυρος τύπος εάν και µόνον εάν

¬(∀X)(φ ∧ ψ)←→ ¬
{

[(∀X)φ] ∧ [(∀X)ψ]
}

εάν και µόνον εάν είναι έγκυρος ο τύπος :

(∃X)(¬φ ∨ ¬ψ)←→
{
¬[(∀X)φ] ∨ ¬[(∀X)ψ]

}
εάν και µόνον εάν είναι έγκυρος ο τύπος :

(∃X)(¬φ ∨ ¬ψ)←→
{

[(∃X)¬φ] ∨ [(∃X)¬ψ]
}

που είναι έγκυρος τύπος όπως δείξαµε.

2Αυτός ο νόµος ανήκει στους νόµους της µετακίνησης ποσοδεικτών.
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Νόµοι Απορρόφησης Ποσοδεικτών: ΄Εστω ότι η µεταβλητή X δεν εµφανί-
Ϲεται ελεύθερη στον φ ή ο φ είναι νόµος. Τότε όλοι οι παρακάτω τύποι είναι
νόµοι:

(∀X)φ←→ φ και όµοια (∃X)φ←→ φ

Νόµοι της Λογικής των Προτάσεων ΄Ολοι οι νόµοι που γνωρίσαµε στην
Λογική των Προτάσεων ισχύουν απαράλλακτα και στην Λογική των Κατηγο-
ϱηµάτων.

Παράδειγµα 2.2.1. |= ¬(¬φ) −→ φ

Παράδειγµα 2.2.2. |= φ ∧ (ψ ∨ χ)←→ (φ ∧ ψ) ∨ (φ ∧ χ)

Νόµοι εναλλαγής ποσοδεικτών

|= (∃X)(∃Y )φ←→ (∃Y )(∃X)φ

και όµοια
|= (∀X)(∀Y )φ←→ (∀Y )(∀X)φ.

Σχόλιο. (∀X)(∃Y )φ︸ ︷︷ ︸
a

←→ (∃Y )(∀X)φ︸ ︷︷ ︸
ψ

δεν είναι έγκυρος τύπος. Αντιπαρά-

δειγµα: L = {<}, φ : X < Y, A : N, ε(<)= ο κανονικός ορισµός του
‘µικρότερου του¨.
Νόµοι Μετακίνησης Ποσοδεικτών:

|= (∀X)(φ ∧ ψ)←→ (∀X)φ ∧ (∀X)ψ

|= (∃X)(φ ∨ ψ)←→ (∃X)φ ∨ (∃X)ψ

Σχόλιο. ∆εν ισχύουν πάντα οι :

• (∀X)(φ ∨ ψ) ←→ (∀X)φ ∨ (∀X)ψ (γίνεται έγκυρος όταν έχουµε µόνο
←−)

• (∀X)(φ −→ ψ) ←→ (∀X)φ −→ (∀X)ψ (γίνεται έγκυρος όταν έχουµε
µόνο←− αντί←→)

• (∃X)(φ ∧ ψ) ←→ (∃X)φ ∧ (∃X)ψ (γίνεται έγκυρος όταν έχουµε µόνο
−→)
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Εάν η µεταβλητή X δεν εµφανίζεται ελεύθερη στον φ ή ο φ είναι νόµος τότε
έχουµε και τους παρακάτω νόµους

|= (∀X)(φ −→ ψ)←→ [φ −→ (∀X)ψ]

|= (∀X)(φ←− ψ)←→ [φ←− (∀X)ψ]

|= (∀X)(φ←→ ψ)←→ [φ←→ (∀X)ψ]

|= (∀X)(φ ∨ ψ)←→ [φ ∨ (∀X)ψ]

|= (∀X)(φ ∧ ψ)←→ [φ ∧ (∀X)ψ]

|= (∀X)(ψ −→ φ)←→
(

[(∀X)ψ] −→ φ
)

Γενικά µπορούµε σε τέτοιες περιπτώσεις X και φ να αντικαταστήσουµε τη
συνεπαγωγή και µε άλλους συνδέσµους :

Παράδειγµα 2.2.3. Αν η µεταβλητή X δεν εµφανίζεται ελεύθερη στον φ ή ο
φ είναι νόµος, τότε (∃X)ψ ∧ φ ≡ (∃X)[ψ ∧ φ].

Το (∀X)ψ∨φ ≡ (∀X)[ψ∨φ] καθώς και ο νόµος στο παραπάνω παράδειγµα
ισχύει και για ∧, ∨, −→, ←→ µε την προϋπόθεση ότι η µεταβλητή X δεν
εµφανίζεται ελεύθερη στον φ ή ο φ είναι νόµος.

Ορισµός 2.2.1. ΄Εστω T ένα οποιοδήποτε σύνολο τύπων (που ϑα του λέµε
‘υποθέσεις’ και έστω τ είναι ένας άλλος τύπος (ϑα τον λέµε ‘συµπέρασµα’) ϑα
γράφουµε T |= τ (και ϑα λέµε ότι το τ είναι συνέπεια του T ) εάν και µόνον εάν
για κάθε ερµηνεία A και για κάθε αποτίµηση v στην A (εάν όλοι τύποι φ του
T αληθεύουν τότε αληθεύει και ο τ , δηλαδή ( εάν A , v |= φ για κάθε φ ∈ T ,
τότε A , v |= τ ).

Σχόλιο. Εάν ο τ είναι ένας έγκυρος τύπος τότε απλά γράφουµε |= τ και
εννοούµε T |= τ όπου T = ∅. Επίσης αν το T είναι µονοσύνολο π.χ T = {σ}
και ψ µια οποιαδήποτε πρόταση τότε µε σ |= ψ ϑα συµβολίζουµε το T |= ψ.
Χρησιµοποιώντας τους παραπάνω νόµους µπορούµε να δείξουµε και τα

• ((∀X)φ ∨ (∀X)ψ) |= (∀X)(φ ∨ ψ)

• [(∀X)φ] −→ [(∀X)ψ]︸ ︷︷ ︸
µία µόνο υπόθεση

|= (∀X)(φ −→ ψ)

• (∃X)(φ ∧ ψ) |= {(∃X)φ ∧ (∃X)ψ}
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Ισχύει και το γνωστό Θεώρηµα του Συµπεράσµατος που µάθαµε στην Προτα-
σιακή Λογική:

Θεώρηµα 2.2.4 (Θεώρηµα του Συµπεράσµατος). T |= τ1 −→ τ2 εάν και
µόνον εάν T ∪ {τ1} |= τ2.

Φυσικά ισχύει και η εις άτοπο απαγωγή δηλ.
είναι νόµος ο

T |= τ εάν και µόνον εάν T ∪ {¬τ} δεν είναι ικανοποιήσιµο σύνολο τύπων.

Ορισµός 2.2.2. ΄Ενα σύνολο T από τύπους είναι ικανοποιήσιµο εάν και µόνον
εάν υπάρχει A και κάποια αποτίµηση v στην A που επαληθεύει κάθε τύπο
του T , δηλαδή υπάρχει A , v : για κάθε σ ∈ T, A , v |= σ.

Ορισµός 2.2.3. ΄Εστω φ1, φ2 τύποι µιας γλώσσας L . Θα γράφουµε φ1 ≡ φ2

(και ϑα λέµε ότι ο φ1 και ο φ2 είναι ισοδύναµοι) εάν και µόνον εάν ο φ1 ←→ φ2

είναι έγκυρος τύπος, δηλαδή |= φ1 ←→ φ2.

Σχόλιο. Στους επόµενους νόµους εάν φ είναι ένας τύπος καιX µια µεταβλητή
και t είναι ένας όρος τότε µε φXt παριστάνουµε τον τύπο που παίρνουµε όταν
αντικαταστήσουµε συγχρόνως όλες τις ελεύθερες εµφανίσεις της X µε τον
t µέσα στον φ

Παράδειγµα 2.2.5. φ : (∀X)(X < Y ) −→ (∃Z)( X︸︷︷︸
ελεύθερη εµφάνιση

= Z),

t = Y 2, φXt = (∀X)(X < Y ) −→ (∃Z)(Y 2 = Z).

2.3 Νόµοι αντικατάστασης µεταβλητών

Νόµος µετονοµασίας µεταβλητών. ΄Εστω ότι ο φ περιέχει κάποια µεταβλητή
και επιθυµούµε να µετονοµάσουµε το X µέσα στον τύπο (∀X)φ. Τότε, εάν
επιλέξουµε µια µεταβλητήZ που δεν εµφανίζεται πουθενά στον φ, ϑα έχουµε:

(∀X)φ ≡ (∀Z)φXZ

όµοια
(∃X)φ ≡ (∃Z)φXZ
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Παρατήρηση 2.3.1. 1) ∆εν είναι σωστό γενικά: ∀X1φ ≡ ∀X2φ
X1
X2

και ∃X1φ ≡
∃X2φ

X1
X2

.
2) Ισχύουν οι δύο παραπάνω ισοδυναµίες µε την προϋπόθεση ότι το X2 να µην
εµφανίζεται πουθενά στον φ.

Παράδειγµα 2.3.2. Για φ : X2 6= X1, δεν µπορεί να ισχύει (∃X1)φ ≡
(∃X2)φX1

X2
διότι δεν ισχύει (∃X1)(X2 6= X1) ≡ (∃X2)(X2 6= X2)

(στα δεξιά υπάρχει µια αντιλογία ενώ στα αριστερά µια ικανοποιήσιµη πρότα-
ση. Πράγµατι κάθε ερµηνεία που το σύµπαν της έχει πάνω από ένα στοιχείο
ικανοποιεί την πρόταση στα αριστερά. )

Πόρισµα 2.3.3 (Θεώρηµα των Αλφαριθµητικών παραλλαγών). ΄Εστω ότι ο
τύπος φ περιέχει κάποιες µεταβλητές που εµφανίζονται ελεύθερες και δεσµευ-
µένες µέσα του. Τότε, υπάρχει ένας τύπος φ∗ έτσι ώστε φ ≡ φ∗ και στον οποίο
καµία µεταβλητή του δεν εµφανίζεται συγχρόνως, ελεύθερη και δεσµευµένη.

Νόµος αντικατάστασης µεταβλητών µε κάποιους όρους µέσα σε ατο-
µικούς τύπους: ΄Εστω φ ένας ατοµικός τύπος και φ∗ είναι ο τύπος που
προκύπτει από τον φ εάν αντικαταστήσουµε µερικές ή όλες τις εµφανίσεις
της µεταβλητής X µε την Y . Τότε, {X = Y } |= φ←→ φ∗.

Νόµοι αντικατάστασης µεταβλητών µε κάποιους όρους µέσα σε τύ-
πους: Εάν αληθεύει ότι A , v(X1|a) |= φ όπου a είναι ένα στοιχείο του
σύµπαντος |A | και X2 µια µεταβλητή που δεν εµφανίζεται πουθενά στον φ
και t είναι ένας όρος τότε αληθεύει ότι
1)

A , v(X2|a) |= φX1
X2

2) εάν ο t µπορεί να αντικαταστήσει τηνX στον φ (δηλαδή εάν η Y είναι µια
οποιαδήποτε µεταβλητή τ , τότε δεν υπάρχει υποτύπος φ1 του φ στον οποίο
εµφανίζεται η X ελεύθερη και ο φ1 ξεκινά µε (∀Y ) . . . ή ∃Y ) . . .) τότε

(∀X)φ |= φXt .

Παρατήρηση 2.3.4. Πρέπει να προσέξουµε να ικανοποιούνται οι παραπάνω
περιορισµοί διότι διαφορετικά ϑα καταλήξουµε σε αντιφάσεις. Για παράδειγµα
εάν t = Y , τότε ο t δεν µπορεί να αντικαταστήσει ελεύθερα τηνX στον τύπο φ =
(∃Y )(Y 6= X) διότι δεν ικανοποιείται ο ορισµός που δώσαµε για τον υποτύπο
φ1 = φ. Ως αποτέλεσµα έχουµε να ΜΗΝ ισχύει η συνέπεια (∀X)φ |= φXt . ∆εν
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ισχύει διότι προφανώς η πρόταση φXt = (∃Y )(Y 6= Y ) είναι µια αντίφαση ενώ
η (∀X)φ είναι ικανοποιήσιµη ! ΄Αρα

(∀X) (∃Y )(Y 6= X)︸ ︷︷ ︸
φ

6|= (∃Y )(Y 6= Y )

Παράδειγµα 2.3.5. ∆είξτε χρησιµοποιώντας τους νόµους που µάθατε ότι η

(∀X)φ −→ (∃X)φ

είναι µια ταυτολογία.

Λύση. 1ος τρόπος: A , v |= (∀X)φ −→ (∃X)φ, µε χρήση του 2.1.13.
2ος τρόπος: (∀X)φ −→ (∃X)φ ≡ ¬((∀X)φ)∨(∃X)φ ≡ (∃X)¬φ∨(∃X)φ ≡
3(∃X)(¬φ ∨ φ) ≡ 4¬φ ∨ φ ≡ ταυτολογία

Παράδειγµα 2.3.6. ΄Εστω p(·) και q(·) δύο σύµβολα κατηγορήµατος µιας
ϑέσεως. ∆είξτε ότι παρακάτω πρόταση είναι ταυτολογία :[

(∀X)(p(X) −→ q(X))
]
−→

[
((∀X)p(X)) −→ ((∀X)q(X))

]
Λύση. 1ος τρόπος: Με χρήση του 2.1.13.
2ος τρόπος: Χρησιµοποιώντας τους Λογικούς Νόµους :[
(∀X)(p(X) −→ q(X))

]
−→

[
((∀X)p(X)) −→ ((∀X)q(X))

]
≡ (∃X)(p(X)∧

¬(X)) ∨
[
((∀X)p(X)) −→ ((∀X)q(X))

]
≡ 5 (∃X)(p(X) ∧ ¬q(X))︸ ︷︷ ︸

1

∨

[(∃X)¬p(X)]︸ ︷︷ ︸
2

∨ ((∀X)q(X))︸ ︷︷ ︸
3

≡ (∀X)
[
(∃X)(p(X) ∧ ¬q(X)) ∨ [(∃X)¬q(X)] ∨

q(X)
]
≡ (∀X)

[
(∃X)

(
{p(X)∧¬q(X)}∨¬p(X)

)
∨q(X)

]
≡ 6(∀X)

[
(∃Z)

(
{p(Z)∧

¬q(Z)}∨¬p(Z)
)
∨q(X)

]
≡ 7(∀X)(∃Z)

[(
{p(Z)∧¬q(Z)}∨¬p(Z)

)
∨q(X)

]
≡

(∀X)(∃Z)
[{

(p(Z) ∨ ¬p(Z)) ∧ (¬q(Z) ∨ ¬p(Z))
}
∨ q(X)

]
≡

3Νόµος µετακίνησης ποσοδεικτών.
4Νόµος απορρόφησης.
5Νόµος µετακίνησης ποσοδεικτών.
6Νόµοι µετονοµασίας ποσοδεικτών.
7Νόµοι µετακίνησης ποσοδεικτών. Η Z δεν εµφανίζεται ελεύθερη στον q(X).
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(∀X)(∃Z)
[{

ταυτολογία ∧ (¬q(Z) ∨ ¬p(Z))
}
∨ q(X)

]
≡ (∀X)(∃Z)[¬q(Z) ∨

¬p(Z) ∨ q(X)].
Το τελευταίο είναι προφανώς αληθινή πρόταση διότι για κάθε a ∈ A ισχύει

A , v(X|a)(Z|a) |= ¬q(a) ∨ ¬p(a) ∨ q(a) που είναι ταυτολογία.
Σχόλιο. Κάποιοι συνδυασµοί από τους νόµους που αναφέραµε οδηγούν
πολύ γρήγορα σε κάποια αποτελέσµατα, ενώ κάποιοι άλλοι όχι τόσο γρήγορα.
Για παράδειγµα, µε ποια σειρά ϑα τραβήξουµε τους ποσοδείκτες στα αριστερά
παίζει σπουδαίο ϱόλο στο τελικό αποτέλεσµα.

΄Ασκηση 2.3.1. ∆ίνεται η γλώσσα Lf = {+, ·, <, 0, 1, f} όπου f είναι σύµβολο
συνάρτησης. Να ορίσετε στην γλώσσα Lf την έννοια το ορίου limX→X0 f(X) =
Y0.

Λύση. Ο ορισµός του ορίου είναι : (∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀X)(|X −X0| < δ −→
|f(X) − Y0)| < ε), δηλαδή στην γλώσσα µας (∀E)(∃∆)(∀X)

[
0 < E → 0 <

∆ ∧ {[X0 < X + ∆ ∧X < X0 + ∆]→ [Y0 < f(X) + E ∧ f(X) < Y0 + E]}
]
.

΄Ασκηση 2.3.2. Να δώσετε ένα τύπο στην γλώσσα Lf που να εκφράζει το
γεγονός ότι το Y0 δεν είναι όριο της f καθώς X → X0.

Λύση. Ο τύπος όταν το Y0 δεν είναι όριο της f όταν το X → X0 είναι µε
την ϐοήθεια των νόµων που µάθαµε ο εξής : (∃E)(∀∆)(∃X)

[
0 < E ∧ [¬(0 <

∆) ∨
{

[X0 < X + ∆ ∧ X < X0 + ∆] ∧ [¬(Y0 < f(X) + E) ∨ ¬(f(X) <

Y0 + E)]
}]

ή ισοδύναµα, αν συµφωνήσουµε να συµβολίσουµε την σύζευξη
[X0 < X + ∆ ∧X < X0 + ∆] µε (χρήση της απόλυτης τιµής που ϐέβαια δεν
ανήκει στην γλώσσα αλλά ϐοηθά στην κατανόηση της πρότασης) |X−X0| < ∆
και την διάζευξη [¬(Y0 < f(X)+E)∨¬(f(X) < Y0 +E)] µε |f(X)−Y0| 6< E,

(∃E)(∀∆)(∃X)
[
0 < E ∧ [(0 < ∆)→

{
|X −X0| < ∆ ∧ |f(X)− Y0| 6< E

}]
Στα ελληνικά, το παραπάνω λέει ότι µπορούµε να ϐρούµε ένα E > 0 έτσι
ώστε αν διαλέξουµε για ∆ ένα οποιοδήποτε ϑετικό αριθµό, τότε µπορούµε να
ϐρούµε ένα X στο ανοικτό διάστηµα (X0 −∆, X0 + ∆)έτσι ώστε το f(X) να
µην ανήκει στο διάστηµα (Y0 − E, Y0 + E).
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2.4 Το παράδοξο του ψεύτη

΄Ενα γνωστό «παράδοξο» των Μαθηµατικών είναι το παρακάτω:
Ο Πέτρος ισχυρίζεται ότι «είναι ψεύτης». Αν αυτός είναι όντως ψεύτης, τότε

σίγουρα ότι λέει είναι ψέµατα. ΄Αρα είναι ψέµατα και το ότι «είναι ψεύτης».
΄Αρα δεν µπορεί να είναι ψεύτης. ΄Αρα αφού δεν είναι ψεύτης αυτό που ισχυ-
ϱίζεται είναι σίγουρα αληθινό. Συνεπώς πρέπει να δεχτούµε τον ισχυρισµό
του ότι είναι ψεύτης !

Θα αντιµετωπίσουµε το παραπάνω «παράδοξο» µε τα εργαλεία που δια-
ϑέτουµε στην Α΄ ϐαθµια Λογική. Ας ϑεωρήσουµε µια κατάλληλη γλώσσα L
για την περίστασή µας. Αυτή ϑα περιέχει άπειρες το πλήθος σταθερές. Κά-
ϑε πρόταση όπως για παράδειγµα ‘(εγώ) είµαι ψεύτης’ της καθοµιλουµένης
την ϑεωρούµε ως σταθερά της γλώσσας. Επίσης ϑα χρειαστούµε ένα µονο-
ϑέσιο σύµβολο κατηγορήµατος π.χ το ψεύδεται(·) για να µπορέσουµε µε το
ψεύδεται(X) να περιγράψουµε το γεγονός ότι ο Πέτρος ψεύδεται όταν ισχυ-
ϱίζεται το X.

΄Εστω λοιπόν µια οποιαδήποτε ερµηνεία V για την παραπάνω γλώσσα.
Περίπτωση 1η. Η ερµηνεία πιστεύει ότι ο Πέτρος είναι όντως ψεύτης. ∆ηλαδή,
για οποιαδήποτε αποτίµηση v ισχύει

V , v |= (∀X)ψεύδεται(X).

Κατά συνέπεια µε την αντικατάσταση X/‘(εγώ) είµαι ψεύτης’ παίρνουµε ψεύ-
δεται(‘(εγώ) είµαι ψεύτης’). Απ΄ αυτό όµως και µόνο δεν µπορεί να συνεπά-
γεται ότι δεν είναι ψεύτης δηλ. ότι ισχυρίζεται είναι αληθινό !

΄Ασκηση 2.4.1. ∆είξτε ότι

ψεύδεται(‘(εγώ) είµαι ψεύτης’) 6|= (∀X)¬ψεύδεται(X)

κατασκευάζοντας κατάλληλη ερµηνεία-αντιπαράδειγµα.

Συνεπώς δεν µπορούµε να συµπεράνουµε ¬ψεύδεται(‘(εγώ) είµαι ψεύτης’)
ώστε να καταλήξουµε σε κάποιο άτοπο.
Περίπτωση 2η. Η ερµηνεία πιστεύει ότι ο Πέτρος δεν είναι ψεύτης. ΄Αρα για
οποιαδήποτε αποτίµηση v ισχύει

V , v |= ¬(∀X)ψεύδεται(X).

δηλ.
V , v |= (∃X)¬ψεύδεται(X).
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(δηλ. η V πιστεύει ότι υπάρχουν περιπτώσεις που πράγµατι ο Πέτρος λέει
αλήθεια.) Αυτό όµως ϕυσικά δεν συνεπάγεται το V , v |= (∀X)¬ψεύδεται(X).
ή τουλάχιστον κάποιο από τα¬ψεύδεται(‘(εγώ) είµαι ψεύτης’) ή ψεύδεται(‘(εγώ)
είµαι ψεύτης’).

΄Ετσι σε καµία περίπτωση δεν καταλήγουµε σε κάποιου είδους λογικού
«παραδόξου»!

΄Ασκηση 2.4.2. Σε µια συνοµιλία ισχυρίζεται κάποιος ότι το τσιγάρο είναι αιτία
ϑανάτου. Ο δεύτερος οµιλητής απαντάει : Αυτό που ισχυρίζεσαι δεν µπορεί να
ισχύει διότι ο παππούς µου είναι µανιώδης καπνιστής από µικρός και είναι 98
χρονών !
Υπάρχει κάποιο λογικό ατόπηµα στην απάντηση του δευτέρου οµιλητή ; Απέ-
δειξε πράγµατι ότι το τσιγάρο δεν σκοτώνει ή όχι ; Αντιµετωπίστε το πρόβληµα
κατασκευάζοντας κατάλληλη γλώσσα.

2.5 Κανονικές Μορφές

Ορισµός 2.5.1. ΄Ενας τύπος φ είναι σε ∆εσµευµένη Εµπρός Κανονική Μορφή
(∆.Ε.Κ.Μ.) εάν και µόνον εάν είναι γραµµένος στη µορφή

(Q1X1)(Q2X2) . . . (QnXn)σ,

όπου Q1, Q2, . . . Qn είναι κάποιος από τους ∀,∃ και σ είναι ένας τύπος χωρίς
ποσοδείκτες σε Συζευκτική Κανονική Μορφή.

΄Ασκηση 2.5.1. Γράψτε τον παρακάτω τύπο σε ∆εσµευµένη Εµπρός Κανονική
Μορφή:

(∀X)(∀Y )(∃Z)[p(X,Z) ∧ p(Y, Z)]︸ ︷︷ ︸
σ1

−→ (∀X)(∀Y )(∃U)r(X, Y, U)︸ ︷︷ ︸
σ2

όπου p(·, ·), r(·, ·, ·) είναι σύµβολα κατηγορήµατος σε κάποια γλώσσα L .

Λύση. ΄Οπως ήδη γνωρίσαµε για κατάλληλα X,X2 ισχύουν οι ισοδυναµίες
(∃X)φ ∨ ψ ≡ (∃X)(φ ∨ ψ), (∀X)φ ∨ ψ ≡ (∀X)(φ ∨ ψ), (∀X1)φ ≡ ∀X2φ

X1
X2

και ∃X1φ ≡ ∃X2φ
X1
X2

. Για να εκµεταλλευτούµε τους παραπάνω νόµους ϑα
διαλέξουµε X1, Y1 που δεν εµφανίζονται σε κανένα υποτύπο του φ = σ1 →

78



σ2(έτσι ώστε να ισχύουν οι παραπάνω νόµοι µετονοµασίας των µεταβλητών)
και ϑα τον ϕέρουµε στην επιθυµητή µορφή:

φ = σ1 → σ2 ≡ ¬σ1 ∨ σ2

≡ (∃X)(∃Y )(∀Z)[¬p(X,Z) ∨ ¬p(Y, Z)] ∨ (∀X)(∀Y )(∃U)r(X, Y, U)

≡ (∃X)
[
(∃Y )(∀Z)[¬p(X,Z) ∨ ¬p(Y, Z)] ∨ (∀X)(∀Y )(∃U)r(X, Y, Z)

]
≡ (∃X)(∃Y )

[
(∀Z)[¬p(X,Z) ∨ ¬p(Y, Z)] ∨ (∀X)(∀Y )(∃U)r( X︸︷︷︸

X|X1

, Y, U)
]

≡ (∃X)(∃Y )(∀Z)
[
[¬p(X,Z) ∨ ¬p(Y, Z)] ∨ (∀X1)(∀Y )(∃U)r(X1, Y, U)

]
≡ (∃X)(∃Y )(∀Z)(∀X1)

[
[¬p(X,Z) ∨ ¬p(Y, Z)] ∨ (∀Y )(∃U)r(X1, Y︸︷︷︸

Y |Y1

, Z)
]

≡ (∃X)(∃Y )(∀Z)(∀X1)
[
[¬p(X,Z) ∨ ¬p(Y, Z)] ∨ (∀Y1)(∃U)r(X1, U1, Z)

]
≡ (∃X)(∃Y )(∀Z)(∀X1)(∀Y1)

[
[¬p(X,Z) ∨ ¬p(Y, Z)] ∨ (∃U)r(X1, Y1, U)

]
≡ (∃X)(∃Y )(∀Z)(∀X1)(∀Y1)(∃U)σ

όπου σ = ¬p(X,Z) ∨ ¬p(Y, Z) ∨ r(X1, Y1, U)︸ ︷︷ ︸
σ=σ1

που είναι γραµµένη σε Συζευ-

κτική Κανονική Μορφή(δηλαδή σ = σ1∧σ2∧. . .∧σn, όπου καθε σi =διάζευξη
ατοµικών τύπων ή αρνήσεων ατοµικών τύπων, στην περίπτωσή µας έχουµε
n = 1).

΄Ασκηση 2.5.2. Να απλοποιηθεί ο παρακάτω τύπος :

(∃X)[ (∀X1)[X1 ·X = X1 ∧X ·X1 = X1]︸ ︷︷ ︸
Το X είναι το ουδέτερο στοιχείο

∧ (∀X1)(∃X2)(X1 ·X2 = X ∧X2 ·X1 = X︸ ︷︷ ︸
΄Υπαρξη αντιστρόφου

]

Λύση. ΄Εχουµε ότι, (∃X)[(∀X1)[X1 ·X = X1∧X ·X1 = X1]∧(∀X1)(∃X2)(X1 ·
X2 = X∧X2·X1 = X)] ≡ (∃X)(∀X1)[[X1·X = X1∧X ·X1 = X1]∧(∃X2)(X1·
X2 = X ∧ X2 · X1 = X)] ≡ (∃X)(∀X1)(∃X2)[X1 · X = X1 ∧ X · X1 =
X1 ∧X1 ·X2 = X ∧X2 ·X1 = X]

Ορισµός 2.5.2 (K.M.S.). ΄Εστω ότι ο φ είναι γραµµένος σε ∆εσµευµένη Εµπρός
Κανονική Μορφή. Τότε, διαγράφουµε σταδιακά κάθε υπαρξιακό ποσοδείκτη
αντικαθιστώντας όλες τις εµφανίσεις της Y µε ένα νέο σύµβολο συνάρτησης f
όλων των µεταβλητών που ανήκουν σε καθολικούς ποσοδείκτες και ϐρίσκονται
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αριστερά του (∃Y ). Το σύµβολο f ονοµάζεται συνάρτηση Skolem και ο τύπος
που προκύπτει (ϕυσικά σε κάποια νέα γλώσσα που περιλαµβάνει εκτός από τα
παλιά σύµβολα και όλα αυτά τα νέα συναρτησιακά σύµβολα Skolem) λέγεται
Κανονική Μορφή Skolem (Κ.Μ.S.) της φ.

Παράδειγµα 2.5.1. Να ϐρούµε τη Κ.Μ.S του τύπου

(∀X)(∃Y )(∀Z)(∃V )(∃U)φ(X, Y, Z, V, U),

όπου µε φ(X, Y, Z, V, U) παριστάνουµε έναν τύπο χωρίς ποσοδείκτες σε Συζευ-
κτική Κανονική Μορφή.

Λύση. Αντικαθιστούµε την δεύτερη (υπαρξιακή) µεταβλητή Y µε την συνάρ-
τηση Skolem fX που ϑα την γράφουµε απλά f και τις 4,5 στη σειρά (υπαρ-
ξιακές) µεταβλητές V, U µε τις συναρτήσεις Skolem gX,Z και hX,Z αντίστοιχα,
που ϑα τις γράφουµε απλά g και h. Οπότε,
(∀X)(∃Y )(∀Z)(∃V )(∃U)φ(X, Y, Z, V, U) ≡
(∀X)(∀Z)(∃V )(∃U)φ(X, f(X), Z, V, U) ≡
(∀X)(∀Z)(∃U)φ(X, f(X), Z, g(X,Z), U) ≡
(∀X)(∀Z)φ(X, f(X), Z, g(X,Z), h(X,Z))︸ ︷︷ ︸

Κ.Μ.S.

.

Σχόλιο. Εάν η ∆εσµευµένη Εµπρός Κανονική Μορφή ξεκινάει µε ένα υπαρ-
ξιακό ποσοδείκτη (π.χ. (∃Y )) τότε αντικαθιστούµε το Y µε ένα νέο σύµβολο
σταθεράς Skolem. Παράδειγµα: ο (∃X)φ(X,Z, U) γράφεται σε Κ.Μ.S ως
φ(c, Z, U), όπου c = νέο σύµβολο σταθεράς.

Παράδειγµα 2.5.2. ΄Εστω ο τύπος (∃X)(∀X1)(∃X2)[X1 ·X = X1 ∧X ·X1 =
X1 ∧X1 ·X2 = X ∧X2 ·X1 = X]. Θα τον γράψουµε σε Κ.Μ.S.

Λύση. (∀X1)(∃X2)[X1 · e = X1 ∧ e ·X1 = X ∧X1 ·X2 = e ∧X2 ·X1 = e] ≡Για τον X1 (τον αν-
τίστροφο) χρησιµο-
ποιούµε το νέο συ-
ναρτησιακό σύµβο-
λο f(X1) και ό-
χι κατ΄ ανάγκη το
γνωστό µας X−1

1 =
1
X1

.

(∀X1)[X1 · e = X1 ∧ e ·X1 = X1 ∧X1 · fX1(X1) = e ∧ fX1(X1) ·X1 = e].

Θεώρηµα 2.5.3 (Skolem). ΄Εστω, φ είναι ένας τύπος σε ∆εσµευµένη Εµπρός
Κανονική Μορφή σε µια γλώσσα L και έστω φ∗ είναι ο αντίστοιχος τύπος σε
Κανονική Μορφή Skolem στην επεκτεταµένη γλώσσα L ∗ µε τα νέα συναρτη-
σιακά σύµβολα. Τότε, το φ µε το φ∗ είναι ‘ισοδύναµα’ µε την εξής έννοια : Για
κάθε δοµή A και αποτίµηση v στην A υπάρχει δοµή A ∗ στην γλώσσα L ∗ έτσι
ώστε A , v |= φ εάν και µόνον εάν A ∗, v |= φ∗.

80



Ορισµός 2.5.3 (Συνολοθεωρητική Μορφή ενός τύπου). ΄Εστω φ ένας τύπος
γραµµένος σε Κ.Μ.S. Μπορούµε να αφαιρέσουµε τους καθολικούς ποσοδείκτες
(αν ϐέβαια υπάρχουν τέτοιοι) και να µείνει µόνο η Σ.Κ.Μ. του τύπου που γρά-
ϕεται εύκολα σε συνολοθεωρητική µορφή εάν αντικαταστήσουµε τις συζεύξεις
µε άγκιστρα και τις (εσωτερικές) διαζεύξεις µε κόµµατα(εντός των αγκίστρων)
όπως κάναµε στον Προτασιακό Λογισµό.

Παράδειγµα 2.5.4. Να ϐρούµε την συνολοθεωρητική µορφή του τύπου

(∀X)a(X,X) ∧ (∃Y )(¬a(Y, Y ) ∨ b(Y, Y ))

µε a(·, ·), b(·, ·) διθέσια σύµβολα κατηγορήµατος.

Λύση. ∆.Ε.Κ.Μ.: (∃Y )(∀X)
[

a(X,X)︸ ︷︷ ︸
1ος παράγοντας

∧ (¬a(Y, Y ) ∨ b(Y, Y ))︸ ︷︷ ︸
2ος παράγοντας

]
.

Κ.Μ.S.: (∀X)
[
a(X,X)∧(¬a(c, c)∨b(c, c))

]
όπου c ένα νέο σύµβολο σταθεράς.

Συνολοθεωρητική Μορφή:
{
{a(X,X)} (∧), {a(c, c) (∨), b(c, c)}

}
.

Παράδειγµα 2.5.5. ΄Εστω

σ = [ (∃X)p(X) −→ (∀X)q(X)︸ ︷︷ ︸
A

] −→ (∀X)(p(X) −→ q(X))︸ ︷︷ ︸
B

,

όπου p(·), q(·) σύµβολα κατηγορήµατος. ∆είξτε ότι είναι ένας νόµος.

Λύση.

¬σ ≡ ¬(A −→ B)

≡ A ∧ ¬B
≡ [(∃X)p(X) −→ (∀X)q(X)] ∧ (∃X)(p(X) ∧ ¬q(X))

≡ [¬(∃X)p(X) ∨ (∀X)q(X)] ∧ (∃X)(p(X) ∧ ¬q(X))

≡ [(∀X)¬p(X) ∨ (∀X)q(X)] ∧ (∃X)(p(X) ∧ ¬q(X))

≡ (∃X)
{

[(∀X)¬p(X) ∨ (∀X)q(X)] ∧ p(X) ∧ ¬q(X)
}

≡ (∃X)
{

[(∀X1)¬p(X1) ∨ (∀X2)q(X2)] ∧ p(X) ∧ ¬q(X)
}

(2.2)

≡ (∃X)(∀X1)(∀X2)︸ ︷︷ ︸
οι ποσοδείκτες

{
[¬p(X1) ∨ q(X2)] ∧ p(X) ∧ ¬q(X)︸ ︷︷ ︸

το σώµα σε Σ.Κ.Μ.

}
≡ (∀X1)(∀X2)

{
[¬p(X1) ∨ q(X2)] ∧ p(c) ∧ ¬q(c)︸ ︷︷ ︸

K.M.S.

}
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Σε συνολοθεωρητική µορφή:
{
{¬p(X1), q(X2)}, {p(c)}, {¬q(c)}

}
και µε τις

αντικαταστάσεις X1|c, X2|c παίρνουµε:
{
{¬p(c)︸ ︷︷ ︸

A

, q(c)︸︷︷︸
B

}, { p(c)︸︷︷︸
C

}, {¬q(c)︸ ︷︷ ︸
D

}
}
.

Από δυαδική επίλυση του p(c) µεταξύ των A και C και στην συνέχεια του
q(c) µεταξύ των B και D προκύπτει ότι η ¬σ οδηγεί σε αντίφαση και άρα η σ
είναι αναγκαστικά ένας νόµος.
Σχόλιο. Στην ισοδυναµία (2.2) έπρεπε αναγκαστικά να µετονοµάσουµε τα
∀X σε X1 και X2 για να τα µετακινήσουµε αριστερά.

2.6 Η µέθοδος της ενοποίησης-δυαδικής επί-
λυσης

Στην Λογική των Κατηγορηµάτων δεν αρκεί πάντα η δυαδική επίλυση. Θα
πρέπει πρώτα να γίνουν κάποιες ενοποιήσεις τύπων(όπου κάποιες µεταβλη-
τές αντικαθίστανται µε κάποιους όρους) ώστε να προκύψουν κάποιοι κατάλ-
ληλοι τύποι (µετά από τις αντικαταστάσεις) οι οποίοι ϑα µας οδηγήσουν στην
δυαδική επίλυση. Η ενοποίηση δυο διαφορετικών τύπων γίνεται πάντα µε
χρήση του Αλγορίθµου ενοποίησης.

Παράδειγµα 2.6.1. Να ενοποιήσετε(αν ϐέβαια γίνεται) και στην συνέχεια να
επιλύσετε τους παρακάτω δυο ατοµικούς τύπους :
c1 = p(f(X), Y )

c2 = ¬p
(
f(g(c)), g(a)

)
Λύση. Για την ενοποίηση ϑα χρησιµοποιήσουµε τον αλγόριθµο ενοποίησης :
Βήµα 1ο: Βρίσκουµε το σύνολο διαφωνίας(Σ.∆) κοιτώντας τους τύπους από
τα αριστερά µέχρι να ϐρούµε τους δύο πρώτους όρους που διαφωνούν. Αν το
Σ.∆. είναι το κενό σύνολο αυτό σηµαίνει ότι οι τύποι είναι ενοποιηµένοι και
άρα µπορούµε να σταµατήσουµε τον αλγόριθµο και να προχωρήσουµε στην
επίλυση. Στην περίπτωσή µας δεν είναι κενό και έχουµε Σ.∆.={X, g(c)}.
Βήµα 2ο: ΄Ελεγχος Εµφάνισης(ΕΕ). Ελέγχουµε εάν υπάρχει µεταβλητή που
εµφανίζεται και στους δύο όρους του Σ.∆. ή αν κανένας από τους δυο όρους
του Σ.∆. δεν είναι µια µεταβλητή. Αν συµβαίνει ένα από τα παραπάνω τότε
λέµε ότι ο ΕΕ είναι ϑετικός και σταµατάµε(δηλ. δεν µπορεί να γίνει ενοποίη-
ση και άρα ούτε επίλυση µεταξύ των c1, c2). Αν είναι αρνητικός τότε πάµε στο

επόµενο ϐήµα. ∆ηλαδή: Εάν ↗E.E. = − τότε πάµε στο Βήµα 3.
Εάν ↘E.E. = + σταµατάµε.
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Στην περίπτωσή µας είναι αρνητικός άρα προχωράµε στο επόµενο ϐήµα.
Βήµα 3ο: Φτιάχνουµε την αντικαταστάτρια(ενοποιήτρια) θ = {X/g(c)}. Στην
κατασκευή της αντικαταστάτριας αντικαθιστάµε τον ένα όρο του Σ.∆.(την µε-
ταβλητή) µε τον άλλο(τον διπλανό) όρο. Οπότε µετά την αντικατάσταση ϑα
προκύψουν δυο νέοι τύποι.
c1 = p(f(X), Y )

c2 = ¬p
(
f(g(c)), g(a)

) } 1η αντικατάσταση
=⇒

c1θ = p
(
f(g(c)), Y

)
c2θ = ¬p

(
f(g(c)), g(a)

) 
Ξεκινάµε ξανά τον αλγόριθµο από το
Βήµα 1ο: Σ∆1 = {Y, g(a)}
Βήµα 2ο: EE = − µπορούµε να προχωρήσουµε στο τρίτο ϐήµα.
Βήµα 3ο: Κατασκευή αντικαταστάτριας θ1 = {Y/g(a)}
2η αντικατάσταση

=⇒
c1θθ1 = p

(
f(g(c)), g(a))

c2θθ1 = ¬p
(
f(g(c)), g(a)

)  εδώ τελειώνει ο αλγόριθµος

και άρα µπορούµε να προχωρήσουµε στην ∆υαδική επίλυση(για να πάρουµε
στην περίπτωσή µας 2)

΄Ασκηση 2.6.1. ΄Εστω το σύστηµα

{
c1 = q(Y, Y )
c2 = ¬q(Z, f(Z))

, όπου q(·, ·) σύµβολο

κατηγορήµατος και f(·) σύµβολο συνάρτησης. Μπορεί να επιλυθεί ;

Λύση. Εφαρµόζουµε τον Αλγόριθµο ενοποίησης :

• Σ.∆.= {Y, Z}

• Ε.Ε= −

• θ1 = {Y/Z}

c1θ1 = q(Z,Z)
c2θ1 = ¬(Z, f(Z))

• Σ.∆.= {Z, f(Z)}

• Ε.Ε.= + άρα τελειώσαµε

΄Αρα δεν γίνεται καµία ενοποίηση.

΄Ασκηση 2.6.2. ∆ίνονται οι παρακάτω τύποι σε συνολοθεωρητική µορφή:{
c1 = {¬p(X, Y ),¬p(Y, Z), p(X,Z)}
c2 = {¬p(U, V ), p(V, U)}
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Να συµπεράνετε µε την µέθοδο ενοποίησης-δυαδικής επίλυσης το :

c3 = {¬p(X, Y ),¬p(Z, Y ), p(X,Z)}

Λύση. Από c1 και c2 ϑα επιλύσουµε(εξαφανίσουµε) το ¬p(Y, Z) διότι δεν
εµφανίζεται στο c3. Για αυτό το λόγο ϑα προσπαθήσουµε να ενοποιήσουµε τα
¬p(Y, Z) ∈ c1, p(V, U) ∈ c2 και στην συνέχεια(αν ϐέβαια ενοποιηθούν) να τα
επιλύσουµε .
Αλγόριθµος ενοποίησης:

• Βήµα 1ο: Σ.∆.= {Y, V }

• Βήµα 2ο: Ε.Ε.= −

• Βήµα 3ο: θ = {V/Y }

c1θ = {¬p(X, Y ),¬p(Y, Z), p(X,Z)}
c2θ = {¬p(U, Y ), p(Y, U)}
Επαναλαµβάνουµε ξανά τα ϐήµατα του Αλγορίθµου.

• Βήµα 1ο: Σ.∆.= {Z,U}

• Βήµα 2ο: Ε.Ε.= −

• Βήµα 3ο: θ1 = {U/Z}

c1θθ1 = {¬p(X, Y ),¬p(Y, Z), p(X,Z)}
c2θθ1 = {¬p(Z, Y ), p(Y, Z)}
Με επίλυση του p(Y, Z) από τους δύο παραπάνω όρους παίρνουµε

{¬p(X, Y ),¬p(Z, Y ), p(X,Z)} = c3.

2.7 Απόδειξη ϑεωρηµάτων της Ευκλείδειας Γε-
ωµετρίας

Η ∆υαδική Επίλυση και η µέθοδος ενοποίησης που µάθαµε στην προηγού-
µενη ενότητα έχει τεράστιες εφαρµογές στην Prolog αλλά και γενικά στην
τεχνητή νοηµοσύνη και την αυτόµατη απόδειξη ϑεωρηµάτων. Θα δούµε εδώ
µια µικρή εφαρµογή από την Ευκλείδεια Γεωµετρία. ΄Εστω µε τ(X, Y, U, V )
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συµβολίζουµε ένα τραπέζιο µε ϐάσεις XY (πάνω ϐάση), V U (κάτω ϐάση) δια-
ϐάζουµε τις κορυφές από τα αριστερά προς τα δεξιά. Με p(X, Y, U, V ) συµ-
ϐολίζουµε δύο παράλληλα ευθύγραµµα τµήµατα XY και UV , µε XY ‖ UV .
Με ε(X, Y, Z, U, V,W ) συµβολίζουµε δυο ίσες γωνίες XŶ Z και UV̂ W , µε
XŶ Z = UV̂ W . ΄Εστω η γλώσσα L = {τ, p, ε}. Θεωρούµε τα παρακάτω τρία
γνωστά ϑεωρήµατα της Ευκλείδειου Γεωµετρίας(εδώ τα ϑεωρούµε ως ‘αξιώ-
µατα’):

Αξίωµα 2.7.1. (∀X)(∀Y )(∀V )(∀U)[τ(X, Y, U, V ) −→ p(X, Y, V, U)]

Αξίωµα 2.7.2. (∀X)(∀Y )(∀U)(∀V )[p(X, Y, U, V ) −→ ε(X, Y, U, Y, U, V )]

Αξίωµα 2.7.3.
(∀X)(∀Y )(∀U)(∀V )(∀Z)(∀W )[ε(X, Y, U, V, Z,W ) −→ ε(X, Y, U,W,Z, V )]

Με χρήση της µεθόδου ενοποίησης-επίλυσης µπορούµε να αποδείξουµε
(αυτόµατα και αλγοριθµικά) αρκετά ϑεωρήµατα της Ευκλείδειου Γεωµετρίας
όσο αφορά τα τραπέζια. Αν ϕυσικά προσθέσουµε και άλλα αξιώµατα τότε
ϑα είµαστε σε ϑέση να αποδείξουµε ένα µεγάλο κοµµάτι της Ευκλείδειου
Γεωµετρίας του Γυµνασίου !

΄Ασκηση 2.7.1. ∆ίνεται ένα τραπέζιο µε κορυφές a(πάνω αριστερά), b(πάνω
δεξιά), c(κάτω δεξιά), d(κάτω αριστερά). ∆είξτε µε χρήση των παραπάνω αξιω-
µάτων ότι ab̂d = cd̂b.

Λύση. ΄Εχουµε ως υποθέσεις τα T = {τ(a, b, c, d)}∪ τα παραπάνω αξιώµα-
τα. Θέλουµε να δείξουµε την σ = ε(a, b, d, c, d, b). Συµβολικά T |= σ. Θα
χρησιµοποιήσουµε την µέθοδο ενοποίησης-επίλυσης. Γι΄ αυτό τον λόγο γρά-
ϕουµε τα αξιώµατα σε συνολοθεωρητική µορφή(αφού τα γράψουµε πρώτα σε
K.M.S.).

Αξίωµα (2.7.1): τ(X, Y, U, V )→ p(X, Y, V, U) ≡ {¬τ(X, Y, U, V ), p(X, Y, V, U)} =
c1.
Αξίωµα (2.7.2):{¬p(X, Y, U, V ), ε(X, Y, U, Y, U, V )} = c2.
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Αξίωµα (2.7.3): {¬ε(X, Y, U, V, Z,W ), ε(X, Y, U,W,Z, V )} = c6.
Ακόµη ορίζουµε c3 = {τ(a, b, c, d)}.
Θα επιλύσουµε κατ΄ αρχήν το τ του c1 και του c3. Θα χρησιµοποιήσουµε
τον Αλγόριθµο ενοποίησης και ϑα ϐρούµε τελικά την παρακάτω ενοποιήτρια
(αντικαταστάτρια)

θ = {X/a, Y/b, U/c, V/d}

Οπότε, c1θ = {p(a, b, d, c),¬τ(a, b, c, d)} και c3θ = c3
επίλυση

=⇒ c4 = {p(a, b, d, c)}.
Στην συνέχεια ϑα επιλύσουµε το p του c4 µε τον πρώτο όρο του c2:
Με τον αλγόριθµο ενοποίησης ϑα πάρουµε ενοποιήτρια

θ′ = {X/a, Y/b, U/d, V/c}

Με επίλυση του p(a, b, d, c) στα c4θ
′ = c4 και c2θ

′ παίρνουµε το c5 = {ε(a, b, d, b, d, c)}.
Τελικά ϑα ενοποιήσουµε το c5 µε τον πρώτο όρο του c6 µε σκοπό να επιλύ-
σουµε στην συνέχεια το ε(a, b, d, b, d, c). Με τον αλγόριθµο ενοποίησης ϑα
προκύψει τελικά η ενοποιήτρια

θ′′ = {X/a, Y/b, U/d, V/b, Z/d,W/c}

Οπότε προκύπτουν τα σύνολα c5θ
′′ = c5 = {ε(a, b, d, b, d, c)}

c6θ
′′ = {¬ε(a, b, d, b, d, c), ε(a, b, d, c, d, b)}

}
Μετά την επίλυση του ε(a, b, d, b, d, c) στα προηγούµενα προκύπτει το Ϲητού-
µενο.

86


