Κεφάλαιο 0. Εισαγωγή
0.1 Τί πρέπει να ξέρουμε από την Άλγεβρα.

α. Τι είναι μια ομάδα G. Την ομάδα την γράφουμε συνήθως ως ζεύγος μαζί με την διμελή πράξη της π.χ (
[image: image1.wmf]Z

,+) ή (
[image: image2.wmf]Z

,
[image: image3.wmf]×

). Συνήθως αντί g+g+…+g (m φορές) γράφουμε mg αν g
[image: image4.wmf]Î

G και η (G,+) είναι ομάδα με την πράξη της «πρόσθεσης»+ και αντί gg
[image: image5.wmf]×××

g(m φορές) γράφουμε 
[image: image6.wmf]m

g

αν g
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G και η (G,
[image: image8.wmf]g

) είναι ομάδα με την πράξη 
[image: image9.wmf]g

 του «πολλαπλασιασμού». Το m μπορεί να είναι και αρνητικός ακέραιος ή το 0. Π.χ με 
[image: image10.wmf]-3

g

εννοούμε το 
[image: image11.wmf]-13

(g)

δηλ. το αντίστροφο του g πολλαπλασιασμένο 3 φορές με τον εαυτό του ενώ με –3g εννοούμε φυσικά (-g)+ (-g)+ (-g). Με 
[image: image12.wmf]0

g

εννοούμαι πάντα το ουδέτερο(μοναδιαίο) στοιχείο της (G,
[image: image13.wmf]g

) ενώ με 0g το ουδέτερο(δηλ. το μηδενικό) της (G,+). 

Σχόλιο: Σε ένα σύνολο G μπορεί να έχουν ορισθεί πάνω από μία διμελής  πράξεις. Έτσι για παράδειγμα στους ακεραίους έχει ορισθεί και η +(πρόσθεση) και ο 
[image: image14.wmf]g

(πολλαπλασιασμός). Οπότε όταν λέμε ότι κάποιο σύνολο G είναι ομάδα θα πρέπει να λέμε ως πρός ποια πράξη είναι ομάδα, ως προς ποιες πράξεις είναι δακτύλιος κ.ο.κ.. Υπάρχει μια παλιά συνήθεια όταν η πράξη στην G συμβολίζεται με +(με το σύμβολο της πρόσθεσης) το ουδέτερο να συμβολίζεται με 0(μηδέν) και το αντίστροφο του a  με μείον(- a). Όμοια αν σε μια ομάδα G η πράξη συμβολίζεται με το σύμβολο 
[image: image15.wmf]g

του πολλαπλασιασμού τότε με 1(μονάδα) συμβολίζουμε το ουδέτερο στοιχείο και με 
[image: image16.wmf]-1

g

το αντίστροφο του g. Μπορούμε να διαλέξουμε είτε τον ένα συμβολισμό είτε τον άλλο. Συνήθως στα παρακάτω όταν μιλάμε για ομάδες προτιμάμε το πολλαπλασιαστικό συμβολισμό δηλ. αντί (G,+) προτιμάμε την γραφή (G,
[image: image17.wmf]g

) και έτσι αντί αθροίσματα  έχουμε πολλαπλασιασμούς και αντί πολλαπλάσια  έχουμε δυνάμεις.   Προσοχή αν όμως η G έχει δύο πράξεις είναι π.χ ένας δακτύλιος τότε πρέπει να διαλέξουμε διαφορετικά σύμβολα για κάθε πράξη π.χ το + για την μια πράξη και το επί 
[image: image18.wmf]g

 για την άλλη και να προσέχουμε να μην τα μπερδέψουμε!
β. Τί είναι μια υποομάδα H της G. Συμβολισμός: Γράφουμε Η
[image: image19.wmf]£

G αν η H είναι υποομάδα της G ή η ίδια η G και H<G αν η Η είναι γνήσια υποομάδα της G. Π.χ 
[image: image20.wmf]3={0,3,6,9, ... }<
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.
γ. Τι είναι κυκλικές υποομάδες Η μιας ομάδος G. (αυτές είναι της μορφής Η=<a>={a0,
[image: image21.wmf]1

a

±

,
[image: image22.wmf]2

a

±

,…} δηλ. αυτές που παράγονται από τις ακέραιες δυνάμεις ενός στοιχείου a
[image: image23.wmf]Î

G ή αν προτιμάμε την προσθετική γραφή (G,+) για την G από τα ακέραια πολλαπλάσια του a ).To a λέμε ότι παράγει την υποομάδα Η=<a> και λέμε ότι είναι ένας  γεννήτορας της Η. Σε μια κυκλική ομάδα με  πάνω από 2 στοιχεία υπάρχουν τουλάχιστον δυο γεννήτορες(το a και το a-1). Π.χ το 1 και το –1 παράγουν τους ακεραίους. Μεγάλο ενδιαφέρον έχουν οι κυκλικές ομάδες 
[image: image24.wmf]n

Z

με στοιχεία τα 0,1,...,n-1 και πράξη το άθροισμα (mod n). Π.χ η 
[image: image25.wmf]4

Z

είναι μια κυκλική ομάδα με 4 στοιχεία και με γεννήτορες το 1 και το –1 (
[image: image26.wmf]º

3mod 4) και άρα 
[image: image27.wmf]4

Z

=<1>=<3>. Επίσης μεγάλο ενδιαφέρουν έχουν οι κυκλικές ομάδες
δ. Τι είναι η τάξη |G| της ομάδος G. Βασικά θεωρήματα για τις τάξεις:  

1. Θεώρημα Lagrange: Αν η G έχει πεπερασμένη τάξη τότε η τάξη |H| μιας υποομάδας Η διαιρεί την |G|.

2. Αν η G είναι αβελιανή ομάδα και έχει πεπερασμένη τάξη τότε για κάθε θετικό ακέραιο m που διαιρεί την |G| υπάρχει μια υποομάδα τάξης ίσης με m. 

ε. Τάξη του a
[image: image28.wmf]G

Î

 ονομάζομε την τάξη της υποομάδος Η=<a> δηλ. τον ελάχιστο θετικό ακέραιο m έτσι ώστε 
[image: image29.wmf]m

a

=το ουδέτερο της G , με την προϋπόθεση ότι τέτοιος m υπάρχει. Aλλιώς (δηλ. αν m=0)λέμε ότι το  a έχει άπειρη τάξη. Π.χ το 1 έχει άπειρη τάξη στους 
[image: image30.wmf]Z

 διότι m1=0 
[image: image31.wmf]Þ

m=0 ή με άλλα λόγια το ελάχιστο πολλαπλάσιο του 1 που μας κάνει το ουδέτερο στο 
[image: image32.wmf]Z

(δηλ. το 0) είναι το m=0.

Βασικά θεωρήματα σχετικά με τις κυκλικές ομάδες:

1. Κάθε κυκλική ομάδα είναι αβελιανή. 

2. Αν το a είναι γεννήτορας της G, δηλ. G=<a>, τότε η τάξη του a είναι φυσικά ίση με |G|. Το ίδιο ισχύει φυσικά και για το –a.

3. Αν m είναι ένας θετικός ακέραιος ελεύθερος τετραγώνων, δηλ. αν ο m  δεν διαιρείται από το τετράγωνο κανενός πρώτου, τότε κάθε αβελιανή ομάδα τάξης m είναι αναγκαστικά κυκλική.

4. Κάθε υποομάδα Η μιας κυκλικής G=<a> είναι επίσης κυκλική. Ακριβέστερα ισχύει το παρακάτω: Αν η G είναι πεπερασμένη και Η=<
[image: image33.wmf]s

a

> για κάποιο θετικό ακέραιο s, τότε η τάξη της Η είναι ίση  με |G|δια του Μ.Κ.Δ των |G|και s. Οπότε αν οι αριθμοί s, |G| είναι σχετικά πρώτοι μεταξύ τους τότε G=<
[image: image34.wmf]s

a

> ή με άλλα λόγια το στοιχείο 
[image: image35.wmf]s

a

είναι επίσης ένας γεννήτορας της G.

5. Οποιεσδήποτε δυο κυκλικές ομάδες με την ίδια τάξη(πεπερασμένη ή άπειρη) είναι ισόμορφες. 

Να εξηγήσουμε ότι με τον όρο ισόμορφες ομάδες G και G’ εννοούμε ότι υπάρχει μεταξύ τους ένας ομομορφισμός θ : G
[image: image36.wmf]®

G’ ο οποίος είναι και ισομορφισμός δηλ. ενα-ενα και επί. 
στ. Ένας ομομορφισμός θ: G
[image: image37.wmf]®

G’ είναι μια απεικόνιση που στέλνει το «γινόμενο» a
[image: image38.wmf]g

b στο  γινόμενο των εικόνων τους θ(a)
[image: image39.wmf]g

θ(b) δηλ. θ(a
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b)= θ(a)
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θ(b) για κάθε a, b
[image: image42.wmf]Î

G. Ένας ομομορφισμός στέλνει επίσης το ταυτοτικό στοιχείο της G στο ταυτοτικό της G’ και το αντίστροφο 
[image: image43.wmf]-1

a

 του a στο αντίστροφο θ(a)
[image: image44.wmf]1

-

του θ(a). Αν επιπλέον η θ είναι και ισομορφισμός (ενα προς ένα και επί του G’) τότε λέμε ότι οι ομάδες είναι ισόμορφες και γράφουμε G
[image: image45.wmf]@

G’. Ένας ισομορφισμός μπορεί να θεωρηθεί ως μια μετονομασία  των στοιχείων της G σε στοιχεία της G’ και ουσιαστικά δύο ισόμορφες ομάδες είναι δομικά ταυτόσημες. Π.χ 
[image: image46.wmf]3
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ZZ

 με ισομορφισμό θ(ν)=3ν. Είναι επίσης εύκολο να δείξουμε ότι 
[image: image47.wmf]3<

Z<Z

. Αυτό, δηλ. το γεγονός που μια υποομάδα μιας ομάδος είναι ισόμορφη με όλη την ομάδα, δεν πρέπει να μας φαίνεται περίεργο. Μάλιστα ισχύει το εξής γενικότερο: Αν G και G’ είναι δύο κυκλικές ομάδες άπειρης τάξης (δηλ. με άπειρα στοιχεία) τότε είναι ισόμορφες. Με βάση τη πρόταση αυτή υπάρχει μόνο μια κυκλική ομάδα άπειρης τάξης το 
[image: image48.wmf]Z

!! Όμοια: Δύο οποιεσδήποτε κυκλικές ομάδες με την ίδια πεπερασμένη τάξη είναι ισόμορφες. Άρα ουσιαστικά οι μόνες(δομικά ανόμοιες)κυκλικές ομάδες πεπερ. τάξης είναι οι 
[image: image49.wmf]n
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.

Μια γενίκευση των κυκλικών ομάδων είναι οι ομάδες πεπερασμένα παραγόμενες.

ζ. Τι είναι μια ομάδα πεπερασμένα παραγόμενη. Έστω (G,
[image: image50.wmf]g

) είναι μια ομάδα και {
[image: image51.wmf]i

a,i
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} είναι κάποιο σύνολο στοιχείων της G. Η μικρότερη υποομάδα της G που περιέχει τα 
[image: image52.wmf]i

a,i
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 λέγεται η υποομάδα που παράγεται από αυτά και συμβολίζεται με Η=<
[image: image53.wmf]i
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>. Η Η έχει στοιχεία ακριβώς εκείνα τα στοιχεία της G που είναι πεπερασμένα γινόμενα ακέραιων δυνάμεων των 
[image: image54.wmf]i
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, όπου δυνάμεις του ίδιου 
[image: image55.wmf]i

a

μπορούν να εμφανιστούν πολλές φορές στο γινόμενο π.χ 
[image: image56.wmf]32
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-

. Αν βέβαια η G είναι αβελιανή τότε μπορούν να γίνουν και απλουστεύσεις π.χ 
[image: image57.wmf]2
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a(a)

-

. Μια ομάδα G λέγεται πεπερασμένα παραγόμενη, αν υπάρχει ένα πεπερ. σύνολο 
[image: image58.wmf]i
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 που παράγει την G δηλ. G=<
[image: image59.wmf]i

a,i
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>. Είναι προφανές ότι μια πεπερασμ. ομάδα είναι πάντα πεπερασμένα  παραγόμενη από τα στοιχεία της. Ένα πολύ ενδιαφέρον Θεώρημα λέει ότι κάθε πεπερασμένα παραγόμενη ομάδα είναι ισόμορφη με ένα ευθύ γινόμενο κυκλικών ομάδων. Αλλά ας ορίσουμε πρώτα την έννοια του ευθύ γινομένου ομάδων.

η. Ευθύ γινόμενο ομάδων.

Έστω G1,G2,G3,…Gn κάποιες ομάδες. Τότε το ευθύ γινόμενο 
[image: image60.wmf]12n

GG...G
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των ομάδων είναι η ομάδα που αποτελείται από το σύνολο όλων των διατεταγμένων n-άδων (a1,a2,…,an) 
[image: image61.wmf]12n
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με διμελή πράξη τον πολλαπλασιασμό κατά συντεταγμένες δηλ. ορίζουμε


[image: image62.wmf]12n12n1122nn

(a,a,...,a)(b,b,...,b)(ab,ab,...,ab)

=


(Σχόλιο: Αν έχουμε προτιμήσει να πάρουμε το + σαν διμελή πράξη για τις ομάδες αυτές τότε θα πρέπει να κάνουμε τις ανάλογες αλλαγές και στον ορισμό π.χ αντί ευθύ γινόμενο λέμε ευθύ άθροισμα και την διμελή πράξη την ορίζουμε προσθετικά δηλ.


[image: image63.wmf]12n12n1122nn

(a,a,...,a)(b,b,...,b)(a+b,a+b,...,a+b)

+=

)

Είναι φανερό ότι η τάξη της G= 
[image: image64.wmf]12n
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είναι ίση με το γινόμενο των τάξεων των Gi. Ακόμα, αν αλλάξουμε τη σειρά των παραγόντων σε ένα ευθύ γινόμενο παίρνουμε μια ομάδα ισόμορφη με την αρχική. Επίσης το ευθύ γινόμενο αβελιανών ομάδων είναι επίσης αβελιανή ομάδα. Δυστυχώς το ευθύ γινόμενο κυκλικών ομάδων δεν είναι πάντα κυκλική π.χ η 
[image: image65.wmf]33
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 έχει 9 στοιχεία αλλά δεν είναι δεν είναι κυκλική. Σε ποιές περιπτώσεις το ευθύ γινόμενο κυκλικών είναι κυκλική μας το διασαφηνίζει το παρακάτω Θεώρημα:

Η ομάδα 
[image: image66.wmf]12n

mmm

...

´´´

ì
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είναι κυκλική (και άρα ισόμορφη με την 
[image: image67.wmf]12n
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Z

)αν και μόνο αν οι αριθμοί mi είναι ανά δύο σχετικά πρώτοι μεταξύ τους δηλ. ο μκδ δυο οποιονδήποτε  απ’ αυτούς είναι 1.

Έστω τώρα g=(a1,a2,…,an) ένα στοιχείο του ευθύ γινομένου των ομάδων. Τότε υπάρχει ένα θεώρημα που μας βεβαιώνει ότι η τάξη του g στην ομάδα 
[image: image68.wmf]12n
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είναι ίση με το ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο των τάξεων των ai στις Gi. Π.χ η τάξη του g=(8,4,10) στην ομάδα 
[image: image69.wmf]126024
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είναι ίση με το 60 = ε.κ.π των 3,15,και 12,  διότι η τάξη του 8 στη 
[image: image70.wmf]12

Z

είναι ίση με 12/4=3 κ.ο.κ.

Τελειώνουμε με το θεμελιώδες Θεώρημα των πεπερασμένα παραγόμενων Αβελιανών ομάδων.

Θεώρημα: Κάθε πεπερασμένα παραγόμενη αβελιανή ομάδα G είναι ισόμορφη με ένα ευθύ γινόμενο κυκλικών ομάδων της μορφής 


[image: image71.wmf]rrr
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όπου pi είναι πρώτοι, όχι αναγκαστικά διαφορετικοί ανα δύο. Το ευθύ γινόμενο (δηλ. η ομάδα G) είναι μοναδικό αν εξαιρέσουμε πιθανές αναδιατάξεις των παραγόντων. Δηλαδή, το πλήθος των παραγόντων 
[image: image72.wmf]Z

του γινομένου ορίζεται μονοσήμαντα και οι δυνάμεις των πρώτων 
[image: image73.wmf]i

r
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(p)

είναι μοναδικές.

θ. Τι είναι ένας (αντιμεταθετικός)Δακτύλιος.

Ποιες είναι οι ενάδες ενός Δακτυλίου. 

Τι είναι Ακέραια περιοχή: Είναι ένας δακτύλιος χωρίς διαιρέτες του μηδενός. Δηλαδή με άλλα λόγια η εξίσωση  αβ=0 συνεπάγεται α=0 είτε β=0.
ι. Τι είναι μια περιοχή με διάταξη(διατεταγμένη περιοχή): είναι ένας (αντιμεταθετικός) Δακτύλιος στον οποίο έχει ορισθεί μια σχέση < (μικρότερο του) έτσι ώστε 

Υπάρχουν στοιχεία «θετικά» δηλ. στοιχεία α : 0<α 

Αν  τα α και β είναι θετικά τότε είναι και το άθροισμά τους

Αν τα α και β είναι θετικά τότε είναι και το γινόμενό τους.

Ισχύει ακριβώς ένα από τα εξής 0<α, α=0, α<0(δηλ. τα στοιχεία είναι είτε θετικά είτε αρνητικά είτε το 0)

Η αρχή της καλής Διάταξης για περιοχές με διάταξη.

ια. Τι είναι ένα Σώμα: Σώμα είναι ένας Δακτύλιος που κάθε μη μηδενικό στοιχείο του έχει αντίστροφο δηλ. είναι μια ενάδα. Ένα σώμα είναι αναγκαστικά μια ακέραια περιοχή.

0.2 Ιστορική Σημείωση.
Η Θεωρία των Δακτυλίων εμφανίζεται κατά το δεύτερο μισό του 19 αιώνα.  Εμφανίστηκε και αναπτύχθηκε από τις ανάγκες ενός προχωρημένου κλάδου της Αριθμοθεωρίας, την Αλγεβρική Αριθμοθεωρία και επίσης από την μελέτη των πολυωνύμων πολλών μεταβλητών, που είναι από τα κύρια αντικείμενα της Αλγεβρικής Γεωμετρίας. Δεν πρόκειται να προχωρήσουμε βαθειά στην Θεωρία αυτή και τις εφαρμογές της. Τους δακτυλίους τους εισάγουμε στην μελέτη μας για να ξεκαθαρίσουμε λογικά τις ουσιαστικές ιδιότητες που κρύβονται  πίσω από κάθε πρόταση που θα μάθουμε στην Θεωρία Αριθμών. Για παράδειγμα θα δούμε ότι στους ακεραίους υπάρχει πάντοτε ο Μ.Κ.Δ. δυο ακεραίων. Όμως αυτό ισχύει μόνο για τους ακέραιους ή για οποιοδήποτε ακέραια περιοχή; Όπως θα δούμε ο Μ.Κ.Δ. μπορεί γενικά να μην υπάρχει αλλά και όταν υπάρχει να μην είναι μοναδικός. Οπότε αυτή η διαπίστωση μας οδηγεί να ξεκαθαρίσουμε μέσα στην απόδειξη ποια εργαλεία χρησιμοποιήσαμε, ποιους   νόμους ή ποιες ιδιότητες είναι καθοριστικές,   ποιες είναι οι ποιοτικές διαφορές μεταξύ των Ακεραίων   από μια τυχαία ακέραια περιοχή. (Γενικά δεν πρέπει να ξεχνάμε ότι οι αφηρημένες Μαθηματικές Θεωρίες φυτρώνουν πάνω σε ατελείς ή ημιτελείς Μαθηματικές γνώσεις και η Αφαίρεση στα Μαθηματικά συνδέεται με τις προϋπάρχουσες εμπειρικές γνώσεις).
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