Κεφάλαιο 3. Οι Αριθμοθεωρητικές Συναρτήσεις

3.1 Οι Aριθμοθεωρητικές  Συναρτήσεις

Παραδείγματα: 


1. x!

2. H συνάρτηση ν(x)(το πλήθος των –διαφορετικών- πρώτων διαιρετών του x)π.χ ν(1)=0,ν(27)=1

3. μ(του Μobius) όπου θέτουμε μ(1)=1 (π.χ μ(3)=-1,μ(6)=1, μ(30)=-1)

4. d(x) (το πλήθος των θετικών διαιρετών του x, μερικά βιβλία το συμβολίζουν με τ), σ(x)(το άθροισμα των θετικών διαιρετών του x) π.χ d(1)=1,σ(1)=1,d(4)=3 και σ(4)=7

5. Η συνάρτηση φ του Euler π.χ φ(1)=1, φ(6)=2 και η αντίστοιχή της(τό άθροισμα των d<=x και σχετικός πρώτος με το x)

6. H συνάρτηση Λ και η αντίστοιχή της ψ(x)( το άθροισμα των Λ(n) για n <=x).

7. Η συνάρτηση π, και η αντίστοιχή της θ(x)( το άθροισμα των logep για p πρώτο <=x). 

8. H συνάρτηση Ω(x) (το πλήθος των  διαιρετών του x της μορφής pa όπου p είναι κάποιος πρώτος)

Πολλαπλασιαστικές συναρτήσεις, ολότελα πολλαπλασιαστικές συναρτήσεις.

Παραδείγματα πολλαπλασιαστικών συναρτήσεων: Λ, ν!, μ(του Μobius), σ(το άθροισμα των θετικών διαιρετών του ν), d (το πλήθος των θετικών διαιρετών του ν, μερικά βιβλία το συμβολίζουν με τ)

Πότε δυο πολ/κες συναρτήσεις είναι ίσες;
Πρόταση. Έστω f,g δυο πολλαπλασιαστικές συναρτήσεις. Τότε είναι ίσες αν και μόνο αν για κάθε δύναμη πρώτου έστω pe ισχύει f(pe)=g(pe).

Εφαρμογή

Παραδείγματα.
3.2 Ιδιότητες της συνάρτησης φ του Euler
Λήμμα. Αν μ και  ν είναι πρώτοι μεταξύ τους θετικοί ακέραιοι τότε

φ(μν)=φ(μ)φ(ν)

Θεώρημα. φ(ν)=ν
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Θεώρημα. 
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όπου το d είναι ένας θετικός διαιρέτης(
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ν) του ν.

(Η απόδειξη μπορεί να γίνει και με επαγωγή στο ν).

Εφαρμογές: Πόσοι πρώτοι υπάρχουν <=100? 
Ιδέα: Βρίσκουμε το φ(90)=φ(2*9*5)=24. Είναι εκείνοι που είναι σχετικοί. πρώτοι με τους 2, 3,5. Απ αυτούς πρέπει να αφαιρέσουμε το 1, το 49, 77 διότι δεν είναι πρώτοι, και να προσθέσουμε τους 2,3,5 που είναι πρώτοι (αλλά όχι σχετικοί πρώτοι με το 90). Σύνολο πάλι 24. Επίσης ο 97 είναι πρώτος>90. Άρα σύνολο 25.

Εύρεση των δυνάμεων αφ(ν)(mod ν) Εφαρμογή: Η εύρεση των 2 μικρότερων ψηφίων του 31492.

Θεώρημα. Αν  f  είναι μια πολλαπλασιαστική συνάρτηση τότε είναι και η
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Eφαρμογή: Εύρεση του 
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3.3 Ο τύπος αντιστροφής του Möbius 
Θεώρημα. Έστω f  μια οποιαδήποτε αριθμοθεωρητική συνάρτηση τότε 
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τότε 
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και αντίστροφα.

Εφαρμογές του παραπάνω τύπου.
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