Κεφάλαιο 4. Ισοτιμίες
4.1 Αριθμητική των ισοτιμιών.

Ορισμός της σχέσεως 
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Ιδιότητες της σχέσεως 
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 mod m: 
1) διατηρεί άθροισμα, γινόμενο, πρόβλημα το εκθετικό, 
2) 
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 ανν x και y δίνουν το ίδιο υπόλοιπο όταν διαιρεθούν με το 
3) Αν 
[image: image4.wmf](mod)

axaym

º

 τότε και μόνο τότε 
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Πόρισμα. Αν 
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 τότε και μόνο όταν 
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Αν (m,n)=1 τότε ισχύει {
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ανν 
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και 
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Αν 
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 τότε 
[image: image13.wmf](,)(,)

ambm

º

(το αντίστροφο δεν ισχύει πάντα). 

Αν  
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τότε (α,m)=(b,m)=1 και η εξίσωση 
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είναι ισοδύναμη με την 
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. Το b λέγεται «αντίστροφο» του α (mod m) και είναι μοναδικό (mod m). Συμβολίζεται με 
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. Για να υπάρχει ο αντίστροφος του α(mod m) θα πρέπει το α να είναι σχετικά πρώτο με το m(αυτή είναι ικανή και αναγκαία συνθήκη).
Πρόταση. Κάθε ακέραιος ανήκει μόνο σε μία από τις κλάσεις ισοτιμίας [0], [1], ...,[m-1] . To σύνολο 
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των κλάσεων ισοτιμίας mod m όπου m>1, είναι αντιμεταθετικός δακτύλιος ως προς την πρόσθεση και τον πολλαπλασιασμό των κλάσεων mod m.  Το μηδενικό είναι η κλάση [0] και το μοναδιαίο είναι η [1]. 
Ο δακτύλιος 
[image: image19.wmf]m

Z

 είναι σώμα ανν m είναι ένας πρώτος αριθμός.
Πόρισμα Το σύνολο 
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={[i]: όπου (i,m)=1 και  0<i<m} είναι αβελιανή ομάδα(συμβολίζεται και με 
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U

) ως προς την πράξη του πολ/σμου των κλάσεων. 
Προφανώς η 
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έχει τάξη(πλήθος στοιχείων) ίση με φ(m).

4.2 Μελέτη της εξίσωσης 
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1) Η εξίσωση 
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ικανοποιείται από τους b,b+m,b+2m, …, b+(α-1)m οι οποίοι είναι όλοι ανισότιμοι (mod αm). Κάθε άλλη λύση είναι ισότιμη (mod αm) με κάποιον απ’ αυτούς.

2) Εάν (α,m)=1 τότε η 
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axm

º

έχει μοναδική λύση  (mod m). Το x όπως ήδη αναφέραμε το λέμε ο «αντίστροφος» του α. Τότε σε αυτήν την περίπτωση και η εξίσωση 
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έχει μοναδική λύση (mod m) την
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3) Εάν (α,m) >1 τότε όπως ήδη αναφέραμε η εξίσωση 
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έχει λύση ανν (α,m)/b. Εάν συμβαίνει αυτό, τότε η εξίσωση έχει (α,m) το πλήθος ανισότιμες λύσεις (mod m) τις 
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όπου 
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δηλώνουμε τον αντίστροφο του α1 (mod m1).
4.3 Σύστημα εξισώσεων(Κινέζικο Θεώρημα για τα υπόλοιπα)

Θεώρημα. Αν οι θετικοί ακέραιοι 
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είναι πρώτοι μεταξύ τους ανά δύο, τότε το σύστημα με τις  r ισοτιμίες 
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, i=1,2,…r
έχει μια κοινή λύση x που είναι μοναδική (mod 
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).
Γενίκευση: (Για 
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 όχι κατ’ ανάγκη σχετικά πρώτα ανά δύο). Αν 
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για όλα τα ζεύγη i, j με 
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τότε (και μόνο τότε) το παραπάνω σύστημα έχει μοναδική λύση 
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όπου με 
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συμβολίζουμε το Ε.Κ.Π των 
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