Κεφάλαιο 5. Λύνοντας εξισώσεις με modulus
5.1 Λύνοντας εξισώσεις με modulus ένα πρώτο αριθμό p
Θεώρημα. Έστω p είναι ένας πρώτος και 
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ένα πολυώνυμο με ακέραιους συντελεστές με  
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για ένα τουλάχιστον 
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. Τότε η εξίσωση 
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ικανοποιείται από το πολύ d ανισότιμες λύσεις (modp). 

Παρατηρήσεις: 

· Εάν το p είναι σύνθετος τότε το θεώρημα δεν ισχύει αναγκαστικά π.χ η 
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έχει πάνω από δύο: 1,3,5,7(mod8)

· Η εξίσωση 
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δεν έχει καμιά λύση (mod3). Αυτό δεν αντιφάσκει προφανώς με το Θεώρημα!

· Εάν όλοι οι συντελεστές 
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του f(x) είναι 
[image: image8.wmf]0(mod)

p

º

τότε το f(x) είναι ισότιμο με το μηδενικό πολυώνυμο και άρα ικανοποιείται από όλους τους ακέραιους δηλ. υπάρχουν p το πλήθος ανισότιμες λύσεις 0,1,...,p-1.
Ειδικές (και πολύ σημαντικές) περιπτώσεις:

· Μικρό Θεώρημα του Fermat. Η εξίσωση 
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έχει ακριβώς p-1 λύσεις (mod p) τις 1,2,...,p-1.

· Γενίκευση: Για m σύνθετο η εξίσωση 
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έχει ακριβώς 
[image: image11.wmf]()

m

j

λύσεις (mod m) και είναι εκείνα τα x σχετικά πρώτα με το m δηλ. (x,m)=1. Για m=πρώτο p παίρνουμε το μικρό Θεώρημα του Fermat.
· Η εξίσωση 
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με p πρώτοέχει ακριβώς p ανισότιμες λύσεις (mod p) δηλ. όλες τις δυνατές: 0,1,....,p-1
Εφαρμογές. 

Να απλοποιηθεί η εξίσωση 
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. Λύση: Η τιμή 
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δεν είναι λύση οπότε από μικρό θεώρημα Fermat έχουμε 
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. Οπότε η εξίσωση γράφεται 
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και εύκολα βρίσκουμε με δοκιμή τις λύσεις 3 και 5 (mod 7).

Άλλη: 
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(από μικρό Θ.Fermat έχουμε 
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Όμοια: επειδή 
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και το 3 είναι σχ. πρώτο με το 22 παίρνουμε 
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5.2 Λύνοντας εξισώσεις με modulus ένα σύνθετο αριθμό.
Πολλές φορές αντιμετωπίζουμε εξισώσεις που το μόντουλο είναι ένας σύνθετος αριθμός π.χ 
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. Σ’ αυτές τις περιπτώσεις δουλεύομαι ως εξής: 

Έστω 
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η ανάλυση του m σε πρώτους παράγοντες.

· Βήμα 1ο. Λύνουμε ξεχωριστά κάθε μία από τις κ εξισώσεις 
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. Παρακάτω θα δούμε με λεπτομέρειες πως λύνουμε εξισώσεις όταν το modulo είναι δύναμη ενός πρώτου.
· Βήμα 2ο. Έστω
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το πλήθος των λύσεων της ι-οστής εξίσωσης. Τότε το πλήθος των λύσεων της αρχικής είναι ίσο με το γινόμενο 
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· Βήμα 3ο. Σε κάθε κ-άδα λύσεων 
[image: image31.wmf]12

(,,...,)

k

xxx

όπου 
[image: image32.wmf]i

x

είναι λύση της ι-οστής εξίσωσης αντιστοιχεί μια μοναδική λύση x της αρχικής εξίσωσης που την παίρνουμε λύνοντας το σύστημα (π.χ με την βοήθεια του Κινεζικού Θεωρήματος) 
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Εφαρμογές. 

Να λυθεί η εξίσωση 
[image: image34.wmf]1814

43100(mod21)

xxx

+++º

. 

Λύση: Έχουμε 21=3.7

Βήμα 1ο. Λύνουμε κάθε μια από τις εξισώσεις
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Η πρώτη απλοποιείται χρησιμοποιώντας την 
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δηλ. 
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ενώ η δεύτερη όπως έχουμε ήδη δεί απλοποιείται στην 
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με λύσεις 
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δηλ. 
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Βήμα 2ο. Πλήθος λύσεων της αρχικής 
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Βήμα 3ο. Για να βρούμε αυτές τις λύσεις πρέπει να λύσουμε τα 4 γραμμικά συστήματα που προκύπτουν. Επιλέγουμε μια από τις λύσεις της 1ης εξίσωσης (π.χ 
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) και μια από της 2ης (π.χ. 
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 και παίρνουμε εύκολα λύση 
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. Όμοια βρίσκουμε και τις άλλες τρεις λύσεις 
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5.3 Λύνοντας εξισώσεις με modulus μια δύναμη ενός πρώτου αριθμού.
Πολλές φορές αντιμετωπίζουμε εξισώσεις που το μόντουλο είναι ένας δύναμη ενός πρώτου π.χ 
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. Τότε αν x είναι λύση της εξίσωσης τότε θα πρέπει φυσικά να ισχύει και 
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αλλά και 
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. Η να το πούμε διαφορετικά οι υποψήφιες λύσεις  της αρχικής βρίσκονται μεταξύ των λύσεων της 
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και οι υποψήφιες λύσεις της 
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βρίσκονται μεταξύ των λύσεων της 
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Γενικά έστω ότι θέλουμε να λύσουμε την αλγεβρική ισοτιμία
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(*) γνωρίζοντας τις λύσεις της 
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Έστω λοιπόν b μία λύση δηλ. 
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. Από την b προκύπτουν οι παρακάτω υποψήφιες λύσεις της (*): 

· Βήμα 1ο. Υποψήφιες λύσεις 
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· Βήμα 2ο. Το t θα πρέπει να ικανοποιεί την εξίσωση 
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. Αν μας δημιουργεί πρόβλημα η εύρεση του 
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στον αριθμητή θα μπορούσαμε για ευκολία να πάρουμε αντί αυτού το 
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 modulo το p υψωμένο σε  κάποιο άλλο μικρότερο εκθέτη από το e-1.
· Επαναλαμβάνουμε τα προηγούμενα βήματα για όλες τις υπόλοιπες λύσεις  b της 
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Εφαρμογή: Να λυθεί η εξίσωση  
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Λύση της 
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. Με δοκιμή βρίσκουμε τις ρίζες b=1,-2.

Λύση της 
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. Για b=1 παίρνουμε

Βήμα 1ο. Υποψήφιες λύσεις1, 1+5, 1+10,1+15,1+20 δηλ. 
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Βήμα 2ο. Το t θα πρέπει να ικανοποιεί την 
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. Ισοδύναμα 
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άρα δεν υπάρχουν λύσεις.

Για b=-2 παίρνουμε:
Βήμα 1ο. Υποψήφιες λύσεις -2, -2+5, -2+10,-2+15,-2+20 δηλ. 
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Βήμα 2ο. Το t θα πρέπει να ικανοποιεί την 
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. Ισοδύναμα 
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Βήμα 1ο. Υποψήφιες λύσεις 13,13+25,13+50,13+75,13+100δηλ. της μορφής 
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Βήμα 2ο. Το t θα πρέπει να ικανοποιεί την 
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που γράφεται ισοδύναμα 
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με λύση t=4. Οπότε βρήκαμε την λύση 
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Παρατήρηση: Το 
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5.4 Μερικές παρατηρήσεις στην παραγοντοποίηση των πολυωνύμων.

Η παραγοντοποίηση ενός πολυωνύμου 
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εξαρτάται πολύ από το m. Έτσι 

(ι) αν m=p πρώτος τότε υπάρχει μοναδική παραγοντοποίηση της μορφής 
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όπου 
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είναι όλες οι ανισότιμες ρίζες του 
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είναι η αντίστοιχη πολλαπλότητα της ή όπως λέμε αλλιώς η τάξη της(mod p). Το g(x) είναι ανάγωγο πολυώνυμο δηλ. δεν παραγοντοποιείται(mod p)

Π.χ 
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και το
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είναι ανάγωγο (mod3) διότι δεν έχει ρίζες mod3!

(ιι)αν m είναι σύνθετος τότε η παραγοντοποίηση δεν γίνεται με μοναδικό πάντα τρόπο. Π.χ 
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και μάλιστα υπάρχουν και άλλες ρίζες(οι 39,32,25,18) και άρα υπάρχουν και άλλες παραγοντοποιήσεις(mod 49) εκτός από τις 2 προηγούμενες!
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