Κεφάλαιο 6. Η ομάδα των ενάδων

6.1 Τάξη  (mod m) ενός ακέραιου α με (α,m)=1

Η πολλαπλασιαστική ομάδα των ενάδων 
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Οι εξισώσεις της μορφής 
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(δηλ. οι n-ιοστές ρίζες του α mod m)έχουν μεγάλο ενδιαφέρον και έχει αναπτυχθεί θεωρία ώστε να απαντάμε αν τέτοιες εξισώσεις έχουν λύση ή όχι. 

Ορισμός της τάξης r  (mod m) ενός ακέραιου α με (α,m)=1. Είναι ο μικρότερος ακέραιος  r>0 έτσι ώστε 
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Προσοχή: αν (α,m)>1 και αr
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1(mod m) τότε αναγκαστικά r=0.

Πρόταση. 

Η τάξη υπάρχει πάντα για κάθε α σχ. πρώτο με το m. 

Δύο ισότιμα στοιχεία (mod m) έχουν ακριβώς την ίδια τάξη mod m.

Αν  
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τότε τα α, b έχουν την ίδια τάξη mod m. 
H τάξη r του α διαιρεί πάντα την τάξη (δηλ. το πλήθος των στοιχείων) της ομάδος 
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δηλ. r/φ(m) και άρα πάντα είναι μικρότερη ή ίση του φ(m)
Το [α] 
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παράγει την κυκλική υποομάδα {[1],[α],...,[αr-1]} της 
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με τάξη(πλήθος στοιχείων)ίση με r. Με άλλα λόγια τα 1,α, ..., αr-1 είναι ανισότιμα (mod m) ανά δύο και αν 
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 όπου n ένας οποιοσδήποτε θετικός ακέραιος, τότε 
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s<r. Δηλαδή, οι μοναδικές ανισότιμες δυνάμεις mod m του  α είναι οι 1,
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Η τάξη διαιρεί επίσης κάθε εκθέτη n με 
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. όπου r η τάξη του α. 
Π.χ. Για m=7 έχουμε φ(m)=6 με διαιρέτες τους 1,2,3,6. Άρα οι υποψήφιες τάξεις r είναι οι 1,2,3,6. Οι αριθμοί α που είναι σχετικοί πρώτοι με το 7 είναι οι 1,2,3,4,5,6.  Παίρνοντας τις δυνάμεις αr (mod 7)για όλα τα ζεύγη α, r βλέπουμε ότι οι 3,5 έχουν τάξη 6(mod 7) οι 2,4 έχουν τάξη 3(mod 7), ο 6 έχει τάξη 2 (mod 7) και ο 1 έχει τάξη 1(mod 7). Οι τάξη των 3,5 είναι ακριβώς ίση με φ(m).
Θεώρημα του Euler: Αν α τέτοιος ώστε (α,m)=1 τότε αφ(m)=1(mod m).

Εφαρμογές.
6.2 Αρχικές ρίζες (mod m) και ο ρόλος τους.

Για κάποιους ακέραιους m υπάρχουν στοιχεία g σχετικά πρώτα με το m με τάξη ακριβώς ίση με φ(m). Τέτοιοι ακέραιοι g λέγονται αρχικές ρίζες του m  (ή αρχικές ρίζες  modm)και παίζουν σπουδαίο ρόλο.
Πρόταση. Αν g είναι μια αρχική ρίζα του m τότε κάθε α σχ.πρώτος με το m είναι μια δύναμη του g(mod m). Δηλαδή υπάρχει μοναδικός εκθέτης 
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 έτσι ώστε 
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To r λέγεται δείκτης (mod m) του α ως προς την βάση g και συμβολίζεται με indgα  ή πιο απλά indα αν είναι προφανές για πια βάση g μιλάμε. 

Παρατηρήσεις. 
(i)Είναι εύκολο να αποδείξουμε ότι το indg α έχει τις ιδιότητες του λογαρίθμου με βάση το g 

(mod φ(m)). Για παράδειγμα 
[image: image18.wmf]()(mod())

ggg

indabindaindbm

f

º+

και 
[image: image19.wmf]10

g

ind

=

 Ακόμα 
[image: image20.wmf]1

(1)()

2

g

indm

f

-=

για m>2 και για κάθε αρχική ρίζα g δηλ. 
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(ii) Μια άλλη  χρήσιμη ιδιότητα της ind είναι και η 
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(iii) Δυστυχώς δεν υπάρχουν πάντα αρχικές ρίζες. Υπάρχουν μόνο αν το m είναι κάποιο από τα 
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όπου p>2 πρώτος και n ένας θετικός ακέραιος. Το 2 έχει αρχ. ρίζα το 1, το 4 έχει αρχική ρίζα το 3. Το 3 έχει την 2.

(iv) Αν 
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και g είναι μια αρχική ρίζα του p τότε μια αρχική ρίζα του m είναι το g ή το g+p(ή και οι δύο) ανάλογα με πια από τις δύο αρχ. ρίζες του p έχει τάξη (mod p2) διαφορετική του p-1.

(v) Αν  
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και g μια αρχική ρίζα του pn τότε μια αρχική ρίζα του m είναι το g ή το g+ pn ανάλογα με το ποιός από τους δύο είναι περιττός αριθμός.

(vi) Αν γνωρίζουμε μια αρχική ρίζα g του m τότε μπορούμε να βρούμε όλες τις υπόλοιπες: παράγονται από τις δυνάμεις 
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 σχετικό πρώτο με το φ(m). 

Εφαρμογές.  Να λυθεί η ισοτιμία 
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6.3 Εφαρμογές αρχικών ριζών (mod m).

· Να βρεθούν οι αρχικές ρίζες mod m όπου m=23και 529.(Υπόδειξη Οι υποψήφιες τάξεις είναι οι διαιρέτες του φ(23) δηλ. 2,11,22. Για g=2 βλέπουμε ότι έχει τάξη 11. Όπότε 
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και άρα το –2 έχει τάξη μεγαλύτερη του 11 δηλ. 22 και άρα είναι αρχική ρίζα (mod 23). Κατά τα γνωστά οι υπόλοιπες αρχικές ρίζες είναι οι 
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με το s σχ. πρώτο με το φ(23) Για m= 529=232 δουλεύομε σύμφωνα με τη περίπτωση 
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 . Μια εκ  των g= -2 , -2+23=21είναι αρχική ρίζα. Όμως 
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άρα είναι αρχική ρίζα του 529). 

· Να βρεθούν οι αρχικές ρίζες του 18(Εφαρμόζουμε τη περίπτωση 
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 και βρίσκουμε πρώτα μια αρχική ρίζα του 9 π.χ την 2. Επειδή όμως είναι άρτια(και άρα δεν μπορεί να είναι αρχ. ρίζα) παίρνουμε αντί αυτής την 2+9=11. Η άλλη αρχική ρίζα είναι η  
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 διότι το 5 είναι σχ. πρώτο με το φ(18)=6). Εφαρμογή: Να λυθεί η 
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· Να λυθεί η 
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γνωρίζοντας ότι το 3 είναι αρχική ρίζα(mod 31).

· Να λυθεί η εξίσωση 
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άρα δεν υπάρχουν αρχ. ρίζες. Δοκιμάζουμε λύσεις της μορφής 
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6.4 Κατανοώντας την  αλγεβρική  κατασκευή της ομάδος 
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Ως γνωστό ο δακτύλιος 
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είναι η ανάλυση του n σε πρώτους παράγοντες(
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Από εδώ προκύπτει ότι 
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. Όμως από όσα έχουμε δει μέχρι τώρα οι πολλαπλασιαστικές ομάδες 
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συμβολίζουμε μια οποιαδήποτε κυκλική ομάδα με m στοιχεία. Το m  το λέγεται η τάξη της ομάδος και το g λέγεται ο γεννήτορας της). Ακόμα γνωρίζουμε ότι για 
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(π.χ του g= 3 ή εάν 
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Σχόλιο. Το 
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μπορούμε να το φανταστούμε σαν την πολλαπλασιαστική κυκλική ομάδα με δυο στοιχεία το 1, -1 δηλ. 
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μπορούμε να το φανταστούμε ως την πολλαπλασιαστική κυκλική ομάδα που παράγεται από τις δυνάμεις του g=3 μόντουλο 2
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Ακόμα γνωρίζουμε ότι για m=2 έχουμε 
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Παρατήρηση: Οι κυκλικές ομάδες Cn αναλύονται με παρόμοιο τρόπο όπως τα 
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η ανάλυση του n)
οπότε σε μερικές περιπτώσεις μπορούμε να αναλύσουμε την (*) ακόμα περισσότερο αναλύοντας  όσες  κυκλικές ομάδες έχουν τάξη n ένα σύνθετο αριθμό. 
Το Ε.Κ.Π των τάξεων των παραπάνω κυκλικών ομάδων στην ανάλυση του 
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και αντίστοιχα  για την άλλη περίπτωση. Μπορούμε να αποδείξουμε ότι κάθε τάξη ενός στοιχείου του 
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Εφαρμογή: Εύρεση του 
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