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1 Δακτύλιοι και Σώματα
Στην ενοτητα αυτη παρουσιαζεται μια ανακεφαλαιωση καποιων γνωστων ορισμων και ι‑
διοτητωντωνδακτυλιωνκαι τωνσωματων. Γιαπερισσοτερες λεπτομερειες και αποδειξεις
ο αναγνωστης παραπεμπεται στο μαθημα της Άλγεβρας.

ΟΡΙΣΜΟς 1.1. Ένας δακτυλιος ειναι ενα συνολοR εφοδιασμενο με δυο πραξεις, προσθε‑
ση+ και πολλαπλασιασμο ·, ετσι ωστε το (R,+) να ειναι αβελιανη ομαδα, ο πολλαπλασια‑
σμος να ειναι προσεταιριστικος, (ab)c = a(bc) και να ισχυει ο επιμερισμος

a(b+ c) = ab+ ac, (b+ c)a = ba+ ca.

Αν (R,+, ·) δακτυλιος και το (R \ {0}, ·) ειναι μεταθετικη ομαδα, τοτε το (R,+, ·) λεγεται
σωμα.

Ένας δακτυλιος R στον οποιο ο πολλαπλασιασμος ειναι μεταθετικη πραξη, δηλαδη
ab = ba για καθε a, b ∈ R λεγεται μεταθετικος δακτυλιος.

Ένας δακτυλιος R ο οποιος περιεχει ουδετερο στοιχειο ως προς τον πολλαπλασιασμο
λεγεται δακτυλιος με μοναδα. Το ουδετερο του πολλαπλασιασμου συμβολιζεται με 1.

Ένας δακτυλιος, μπορει να περιεχει διαιρετες του μηδενος, δηλαδη στοιχεια a, b με a 6=
0 6= b ωστε ab = 0. Αντιθετα μια χαρακτηριστικη ιδιοτητα του σωματος ειναι οτι δεν
περιεχει διαιρετες του μηδενος, δηλαδη αν ab = 0 τοτε a = 0 η b = 0.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1.1. Το απλουστερο παραδειγμα δακτυλιου ειναι ο (Z,+, ·). Ειναι μεταθε‑
τικος δακτυλιος με μοναδα οχι ομως σωμα. Όμοια, οι δακτυλιοι (Zn,+, ·) για καθε n ∈ N
ειναι μεταθετικοι δακτυλιοι με μοναδα. Αν το n δεν ειναι πρωτος αριθμος τοτε σε αυτους
συνανταμε διαιρετες του μηδενος. Παραδειγμα, στον (Z6,+, ·) εχουμε 2 · 3 ≡ 0 (mod 6).
Αν το n ειναι πρωτος τοτε ο (Zp,+, ·) ειναι σωμα.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1.2. Τα γνωστα συνολαQ,R,C με τις συνηθεις πραξεις της προσθεσης και
του πολλαπλασιασμου ειναι σωματα.

ΟΡΙΣΜΟς 1.2. ΈστωR δακτυλιος. Έναυποσυνολο τουR λεγεται ιδεωδες τουRαν a−b ∈
I , ra ∈ I και ar ∈ I για καθε a, b ∈ I και r ∈ R. Ένα ιδεωδες I τουR λεγεται γνησιο ιδεωδες
αν I 6= R.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1.3. Τα συνολα kZ οπου k > 1 ακεραιος, ειναι γνησια ιδεωδη του δακτυ‑
λιου Z. Το kZ περιεχει ολους τους ακεραιους που διαιρουνται με το k. Θα δουμε στην συ‑
νεχεια οτι αυτα ειναι τα μοναδικα ιδεωδη του Z.

Παρατηρηστε οτι ενα γνησιο ιδεωδες ενος δακτυλιου με μοναδα R δεν μπορει να πε‑
ριεχει το 1. Διαφορετικα, 1r ∈ I για καθε r ∈ R και αρα I = R.

ΛΗΜΜΑ 1.1. Ένας μεταθετικος δακτυλιος R με μοναδα ειναι σωμα αν και μονο αν τα
μοναδικα του ιδεωδη ειναι το {0} και τοR.
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Απόδειξη. ΈστωR σωμακαι I ενα μη‑μηδενικο ιδεωδες τουR. Τοτε υπαρχειx ∈ I μεx 6= 0.
Επειδη το R σωμα, το x−1 ∈ R και αρα το x−1x = 1 ∈ I . Άρα r1 ∈ I για καθε r ∈ R και
συνεπως I = R. Άρα τα μονα ιδεωδη τουR ειναι το {0} και τοR.

Αντιστροφα, εστωR δακτυλιος με μοναδα με την ιδιοτητα τα μοναδικα ιδεωδη να ειναι
το {0} και το R. Θεωρουμε x ενα μη‑μηδενικο στοιχειο του R και συμβολιζω με Rx =
{rx | r ∈ R}. To Rx ειναι ιδεωδες του R. Πραγματι, r1x − r2x = (r1 − r2)x ∈ Rx,
y(rx) = (yr)x ∈ Rx και (rx)y = r(xy) = r(yx) = (ry)x ∈ Rx (λογω μεταθετικοτητα
του δακτυλιου) για καθε r1, r2, y ∈ R. Επιπλεον, Rx 6= {0} εφοσον x ∈ Rx. Απο υποθεση
συνεπαγεται οτι Rx = R και αρα 1 ∈ Rx. Άρα υπαρχει στοιχειο x−1 ∈ R ωστε x−1x = 1.
Άρα καθε 0 6= x ∈ R εχει αντιστροφο στοιχειο, συνεπως ο δακτυλιοςR ειναι σωμα. �

Ευκολα βλεπουμε οτι η τομη ιδεωδων ενος δακτυλιου R ειναι ιδεωδες του R. Έστω
X ενα υποσυνολο του δακτυλιου R. Το ιδεωδες του R που παραγεται απο το X οριζεται
σαν την τομη ολων των ιδεωδων τουR που περιεχουν τοX . Παρατηρηστε οτι το ιδεωδες
αυτο ειναι καλα ορισμενο και ειναι το μικροτερο ιδεωδες του R που περιεχει το X (διοτι
περιεχεται σε καθε αλλο ιδεωδες που περιεχει τοX).

Με 〈f1, . . . , fk〉 συμβολιζουμε το ιδεωδες τουR που παραγεται απο το υποσυνολοX =
{f1, . . . , fk} του R. Σε αυτη την περιπτωση λεμε οτι το ιδεωδες ειναι πεπερασμενα παρα‑
γομενο.

ΛΗΜΜΑ 1.2. Έστω R ενας μεταθετικος δακτυλιος με μοναδα καιX ενα υποσυνολο του
R. Το ιδεωδες που παραγεται απο τοX ταυτιζεται με το συνολο ολων των στοιχειων τουR
που μπορουν να εκφραστουν σαν πεπερασμενα αθροισματα της μορφης r1x1 + . . .+ rkxk

οπου x1, . . . , xk ∈ X και r1, . . . , rk ∈ R.

Απόδειξη. Έστω I το συνολο ολων των πεπερασμενων αθροισματων της παραπανω μορ‑
φης και J ενα ιδεωδες τουRπουπεριεχει τοX . Προφανως το J περιεχει ολα ταπαραπανω
αθροισματα και αρα περιεχει και το I . Αν τωρα a, b ∈ I . Τοτε a− b ∈ I και ra ∈ I . Επισης
δεδομενου οτι ο δακτυλιος ειναι μεταθετικος, ar = ra ∈ I . Συνεπως το I ειναι ιδεωδες του
R, περιεχει τοX και περιεχεται σε καθε αλλο ιδεωδες τουR που περιεχει τοX . �

Καθε ακεραιος n παραγει το ιδεωδες nZ του δακτυλιου Z.

ΛΗΜΜΑ 1.3. Καθε ιδεωδες του Z παραγεται απο καποιο μη‑αρνητικο ακεραιο n.

Απόδειξη. Προφανως το μηδενικο ιδεωδες παραγεται απο το 0. Έστω I ενα μη‑μηδενικο
ιδεωδες του Z. Τοτε το I περιεχει τουλαχιστον ενα θετικο ακεραιο ακεραιο, εφοσον για
καθε m ∈ I , το −m ∈ I . Έστω n ο μικροτερος θετικος ακεραιος του I . Αν k ∈ I τοτε
k = qn + r για καποιους ακεραιους q, r με 0 ≤ r < n. Όμως το r ∈ I εφοσον r = k − qn.
Αλλα λογω της επιλογης του n σαν τον μικροτερο θετικο ακεραιο του I εχουμε οτι r = 0.
Άρα k = qn συνεπως I = nZ. �

Έστω (K,+, ·) ενα σωμα. Θεωρουμε τα στοιχεια

an = 1 + 1 + . . .+ 1︸ ︷︷ ︸
n−παραγοντες

.
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Αν για καθε n τα an 6= 0 τοτε ολα τα an ειναι διαφορετικα και τοτε το σωμαK περιεχει ενα
αντιγραφο του Z και αρα και τουQ. Ας υποθεσουμε τωρα οτι n ειναι ο ελαχιστος θετικος
ακεραιος τετοιος ωστε an = 0. Τοτε ο n ειναι ενας πρωτος p (διαφορετικα εχουμε γινομενο
μη‑μηδενικωναριθμων ισο με μηδεν σε ενα σωμα) και το σωμαμας περιεχει ενα αντιγραφο
του σωματος Zp.

ΛΗΜΜΑ 1.4. Έστω M σωμα και L,K υποσωματα του M . Τοτε το L ∩ K ειναι σωμα.
Γενικοτερα, η τομη υποσωματων ειναι σωμα.

Απόδειξη. Η αποδειξη προκυπτει αμεσα απ’ το γεγονος οτι η τομη ομαδων ειναι ομαδα. �
ΑνK σωμα και L ενα υποσυνολο τουK το οποιο ειναι επισης σωμα με τις πραξεις του

K τοτε το L λεγεται υπόσωμα του K . Η τομη ολων των υποσωματων ενος σωματος K
λεγεται πρώτο υπόσωμα τουK .

ΠΡΟΤΑΣΗ 1.1. Το πρωτο υποσωμα καθε σωματοςK ειναι ειτε τοQ ειτε τοZp για καποιο
πρωτο p.

Απόδειξη. Άσκηση. �

ΟΡΙΣΜΟς 1.3. Λεμε οτι ενα σωμα K εχει χαρακτηριστικη 0 αν το πρωτο υποσωμα του
ειναι τοQ. Λεμε οτι εχει χαρακτηριστικη p αν το πρωτο υποσωμα του ειναι το Zp.

2 Δακτύλιος πηλίκο και ομομορφισμοί
Έστω R δακτυλιος και I ενα ιδεωδες του R. Αν θεωρησουμε το R σαν αβελιανη ομαδα
τοτε το I ειναι κανονικη υποομαδα και μπορουμε να ορισουμε την ομαδα πηλικο R/I με
στοιχεια τα συμπλοκα του I στηνR, της μορφης x+ I για x ∈ R. Ειναι γνωστο οτι τοR/I
ειναι επισης αβελιανη ομαδα. Επιπλεον, οριζουμε στοR/I πολλαπλασιασμο ως εξης

(x+ I)(y + I) = xy + I

γιαx+I, y+I ∈ R/I . Οπολλαπλασιασμος ειναι καλαορισμενος. Πραγματι, ανx+I = x′+I
και y+ I = y′+ I τοτε (x−x′) ∈ I και (y− y′) ∈ I . Συνεπως x(y− y′) ∈ I και (x−x′)y′ ∈ I
εφοσον το I ειναι ιδεωδες. Άρα

x(y − y′) + (x− x′)y′ = xy − x′y′ ∈ I

δηλαδη xy + I = x′y′ + I . Συνεπως τοR/I εχει δομη δακτυλιου και ονομαζεται δακτυλιος
πηλικο.

ΟΡΙΣΜΟς 2.1. Μια συναρτηση f : R → S μεταξυ δακτυλιων R και S λεγεται ομομορφι‑
σμός αν f(x + y) = f(x) + f(y) και f(xy) = f(x)f(y) για καθε x, y ∈ R. Αν επιπλεον τα
R,S δακτυλιοι με μοναδιαιο τοτε f(1) = 1.
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Αν f : R → S ομομορφισμος δακτυλιων τοτε ο πυρήνας του ομομορφισμου ειναι το
συνολο Kerf = {x ∈ R | f(x) = 0}. Επιπλεον, το f(R) λεγεται εικόνα του ομομορφισμου
και συμβολιζεται Imf . Ο πυρηνας ενος ομομορφισμου ειναι ιδεωδες του πεδιου ορισμου
της f και η εικονα του ομομορφισμου ειναι υποδακτυλιος του πεδιου τιμων της f , οχι ομως
απαραιτητα ιδεωδες.

Αν I ειναι ιδεωδες ενος δακτυλιου R τοτε το I μπορει να εκφραστει και σαν πυρηνας
του ομομορφισμου f : R → R/I με f(x) = x+ I.

Ένας ομομορφισμος δακτυλιων που ειναι 1‑1 και επι λεγεται ισομορφισμός δακτυλιων
και οι δυο δακτυλιοι λεγονται ισόμορφοι.

ΠΡΟΤΑΣΗ 2.1. Έστω f : R → S ομομορφισμος δακτυλιων και I ενα ιδεωδες του R με
I ⊂ Kerf . Τοτε υπαρχει μοναδικος ομομορφισμος f : R/I → S τετοιος ωστε f(x + I) =
f(x) για καθε x ∈ R. Επιπλεον, ο f : R/I → S ειναι 1‑1 αν και μονο αν I = Kerf .

Απόδειξη. Ο f ειναι καλα ορισμενος. Πραγματι, αν x + I = x′ + I τοτε x − x′ ∈ I και αρα
f((x−x′)+I) = f(I) = f(0+I) = f(0) = 0. Αλλα f((x−x′)+I) = f(x−x′) = f(x)−f(x′)
και αρα f(x)− f(x′) = 0 δηλαδη f(x) = f(x′). Συνεπως f(x+ I) = f(x′ + I).

Επιπλεον, ο f ειναι ομομορφισμος δακτυλιων. Πραγματι,

f((x+ I) + (y + I)) = f((x+ y) + I) = f(x+ y) = f(x) + f(y) = f(x+ I) + f(y + I)

και
f((x+ I)(y + I)) = f(xy + I) = f(xy) = f(x)f(y) = f(x+ I)f(y + I).

Τελος, αν f ειναι 1‑1 και x ∈ Kerf τοτε f(x) = 0 αρα f(x + I) = f(x) = 0 συνεπως
x+ I = I δηλαδη x ∈ I . Αντιστροφα, αν I = Kerf εστω x1+ I, x2+ I ∈ R/I με f(x1+ I) =
f(x2 + I). Τοτε f(x1) = f(x2) αρα f(x1 − x2) = 0 δηλαδη x1 − x2 ∈ Kerf = I και αρα
x1 + I = x2 + I . �

ΠΟΡΙΣΜΑ 2.1 (Πρωτο Θεωρημα Ισομορφισμων). Αν f : R → S ομομορφισμος
δακτυλιων τοτε η f επαγει ισομορφισμο δακτυλιωνR/Kerf ∼= Imf .

3 Δακτύλιοι πολυωνύμων
ΈστωR ενας δακτυλιος. Θεωρουμε το συνολο ολων των πολυωνυμων στοR, δηλαδη ολες
τις εκφρασεις

anx
n + an−1x

n−1 + . . .+ a1x+ a0

με αγνωστοx και με συντελεστες ai ∈ R. Αν an 6= 0 τοτε λεμε οτι το παραπανωπολυωνυμο
εχει βαθμο n και συμβολιζουμε deg(anxn + an−1x

n−1 + . . .+ a1x+ a0) = n.
Κατα τα γνωστα, οριζουμε πραξεις προσθεσης και πολλαπλασιασμου στα πολυωνυμα

αυτα. Ευκολα βλεπουμε οτι το συνολο αυτο με τις παραπανω πραξεις ειναι δακτυλιος και
ονομαζεται δακτύλιος πολυωνύμων με συντελεστες στοR. Συμβολιζεται μεR[x].
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ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 3.1. Ένα πολυωνυμο στο R[x] μπορει να θεωρηθει και σαν συναρτηση
απο το R στο R οπως επισης και σαν μια εκφραση που οριζεται απο τους συντελεστες
(an, an−1, . . . , a1, a0). Αυτες οι δυο προσεγγισεις ειναι ουσιαστικα διαφορετικες. Για παρα‑
δειγμα, αν το R ειναι ενα πεπερασμενο σωμα τοτε μπορουμε να κατασκευασουμε πολυω‑
νυμα τα οποια να ταυτιζονται σαν συναρτησεις απο τοR στοR αλλα να ειναι διαφορετικα
σαν πολυωνυμα μια και οριζονται απο διαφορετικους συντελεστες. Για παραδειγμα, αν
R = Z3 τα πολυωνυμα f = x2003 και g = x2003 + x3 − x ταυτιζονται για καθε τιμη του
Z3 = {0, 1, 2} αλλα ειναι φυσικα διαφορετικα πολυωνυμα. Η παραπανω κατασταση αλ‑
λαζει στα απειρα σωματα.

Θα ασχοληθουμε τωρα με πολυωνυμα επι ενος σωματος.

ΟΡΙΣΜΟς 3.1. ΈστωK ενα σωμα. Ένα πολυωνυμο

f(x) = α0 + α1x+ · · ·+ αnx
n

επι τουK θα λεγεται μονικο αν αn = 1.

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 3.2. Φανερα, καθε πολυωνυμο με συντελεστες στο σωμαK ειναι ενα μο‑
νικο πολυωνυμο πολλαπλασιασμενο με μια καταλληλη σταθερα. Το γινομενο δυο μονικων
πολυωνυμων ειναι μονικο.

ΛΗΜΜΑ 3.1. Έστω K σωμα και f ∈ K[x] ενα μη μηδενικο πολυωνυμο με συντελεστες
στοK . Αν h ∈ K[x] ενα αλλο πολυωνυμο τοτε υπαρχουν μοναδικα q, r ∈ K[x] ετσι ωστε
h = fq + r και ειτε r = 0 ειτε deg r < deg f.

Απόδειξη. Ανdegh < degf τοτεμπορουμε ναπαρουμε q = 0, r = h. Στηνγενικηπεριπτωση
θα αποδειξουμε την υπαρξη των q, r με επαγωγη στον βαθμο του h. Ας υποθεσουμε οτι
degh ≥ deg f και οτι καθε πολυωνυμο με βαθμο μικροτερο αποdegh μπορει να εκφραστει
στην ζητουμενη μορφη.

Τωρα υπαρχει ενα c ∈ K τετοιο ωστε τα πολυωνυμα h(x) και cf(x) να εχουν τον ιδιο
συντελεστη μεγιστοβαθμιου ορου. Έστω h1(x) = h(x)−cxmf(x), οπουm = degh−deg f .
Τοτε, ειτε h1 = 0 ειτε degh1 < degh. Απο επαγωγικη υποθεση ξερουμε οτι υπαρχουν
πολυωνυμα q1, r ∈ K[x] ωστε h1 = fq1 + r οπου ειτε r = 0 ειτε deg r < deg f . Όμως
h = fq + r οπου q(x) = cxm + q1(x).

Για να δειξουμε την μοναδικοτητα των q, r, υποθετουμε οτι fq+ r = fq′ + r′, με q′, r′ ∈
K[x] και ειτε r′ = 0 ειτε deg r′ < deg f . Τοτε (q− q′)f = r− r′. Αλλα deg((q− q′)f) ≥ deg f
αν q 6= q′ και deg(r − r′) < deg f αν r′ 6= r. Άρα η ισοτητα (q − q′)f = r − r′ δεν μπορει να
ισχυει εκτος και αν q = q′ και r = r′. �

Καθε πολυωνυμο f ∈ K[x] παραγει ενα ιδεωδες 〈f〉 τουK[x] που αποτελειται απο ολα
τα πολυωνυμα στοK[x] τα οποια διαιρουνται απο το f .

ΛΗΜΜΑ 3.2. ΈστωK σωμα και I ιδεωδες τουK[x]. Τοτε υπαρχει f ∈ K[x] τετοιο ωστε
I = 〈f〉 οπου 〈f〉 το ιδιωδες που παραγεται απο το f .
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Απόδειξη. Αν το I = {0} τοτε μπορουμε να παρουμε f = 0. Διαφορετικα επιλεγω f ∈ I
ωστε f 6= 0 και ο βαθμος του f να ειναι ο μικροτερος δυνατος στο I . Καθε πολυωνυμο
h ∈ I μπορει να γραφει στην μορφη h = qf + r οπου ειτε r = 0 ειτε deg r < deg f . Αλλα
το r = h− fq ∈ I και αρα απο την επιλογη του f , το r = 0. Άρα h = qf και αρα I = 〈f〉. �

ΟΡΙΣΜΟς 3.2. ΈστωK σωμα και f1, . . . , fk ∈ K[x]. Τα f1, . . . , fk λεγονται πρωτα μεταξυ
τους αν δεν υπαρχει μη‑σταθερο πολυωνυμο που να διαιρει ολα τα fi.
ΘΕΩΡΗΜΑ 3.1. Έστω f1, . . . , fk ∈ K[x] πρωτα μεταξυ τους. Τοτε υπαρχουν πολυωνυμα
g1, . . . , gk ∈ K[x] τετοια ωστε

f1g1 + . . .+ fkgk = 1.

Απόδειξη. Έστω I το ιδεωδες πουπαραγεται απο τα f1, . . . , fk. Aποπροηγουμενο λημμα το
I = 〈d〉 για καποιο d ∈ K[x]. Άρα καθε fi ειναι πολλαπλασιο του d. Όμως τα fi, i = 1, . . . , k
ειναι πρωτα μεταξυ τους, αρα το d ειναι σταθερο πολυωνυμο. Συνεπως I = K[x]. Άρα απο
Λημμα 1.2 εχουμε οτι υπαρχουν g1, . . . , gk ∈ K[x]ωστε f1g1 + . . .+ fkgk = 1. �

ΟΡΙΣΜΟς 3.3. ΈστωK σωμα. Ένα πολυωνυμο f ∈ K[x] με deg(f) ≥ 1 θα λεγεται ανα‑
γωγο επι τουK αν δεν υπαρχουν πολυωνυμα q, h ∈ K[x]ωστε

f(x) = q(x)h(x) με 0 < deg(q), deg(h) < deg(f).
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ3.3. Ειναι προφανες οτι αν f ∈ K[x]μεdeg f = 1 τοτε το f ειναι αναγωγο.
Επιπλεον, αν deg f = 2 η 3 τοτε το f ειναι αναγωγο αν και μονο αν δεν εχει ριζες στο
K . Τα παραπανω προκυπτουν αμεσα απο το γεγονος οτι σε ενα σωμα ισχυει deg gh =
deg g + degh για g, h ∈ K[x].

Με αλλα λογια ενα πολυωνυμο ειναι αναγωγο αν δεν διαιρειται απο κανενα αλλο πο‑
λυωνυμο με βαθμο μεγαλυτερο του μηδενος.
ΠΡΟΤΑΣΗ 3.1. Έστω f, g, h ∈ K[x] οπουK σωμα. Αν το f ειναι αναγωγο επι τουK και
το f διαιρει το γινομενο gh τοτε το f διαιρει ειτε το g ειτε το h.
Απόδειξη. Ας υποθεσουμε οτι το f δεν διαιρει το g. Τοτε και κανενα πολλαπλασιο του f δεν
διαιρει το g. Άρα τα f, g ειναι πρωτα μεταξυ τους. Άρα υπαρχουν πολυωνυμα x, y ∈ K[x]
τετοια ωστε xf + yg = 1. Άρα h = xfh + ygh. Αλλα το f διαιρει το gh και αρα διαιρει τα
xfh και ygh αρα διαιρει και το αθροισμα τους δηλαδη το h. �

ΠΡΟΤΑΣΗ 3.2. Έστω f ενα αναγωγο πολυωνυμο του K[x] και I = 〈f〉 το ιδεωδες που
παραγεται απο το f . Τοτε τοK[x]/I ειναι σωμα.
Απόδειξη. Ξερουμε οτι το K[x]/I ειναι μεταθετικος δακτυλιος με ουδετερο στοιχειο του
πολλαπλασιασμου (μοναδα) το 1 + I . Έστω g ∈ K[x] με g + I 6= I . Τα g, f ειναι πρωτα
μεταξυ τους αρα υπαρχουν πολυωνυμα x, y ∈ K[x] ωστε 1 = xg + yf . Επομενως, στο
K[x]/I εχουμε 1+ I = xg+yf + I . Όμως το yf ∈ I και αρα 1+ I = xg+ I = (x+ I)(g+ I).
Άρα το x + I ειναι το πολλαπλασιαστικο αντιστροφο του g + I στοK[x]/I , που σημαινει
οτι τοK[x]/I ειναι σωμα. �
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ΟΡΙΣΜΟς 3.4. Ένα πολυωνυμο με ακεραιους συντελεστες λεγεται πρωτογονο αν δεν υ‑
παρχει πρωτος αριθμος που να διαιρει τους συντελεστες του.
ΛΗΜΜΑ 3.3 (Λημμα του Gauss). Έστω g, hπολυωνυμα στοZ[x]. Αν τα g, h ειναι πρω‑
τογονα τοτε και το gh ειναι πρωτογονο.
Απόδειξη. Έστω g = b0 + b1x+ . . .+ brx

r, h(x) = c0 + c1x+ . . .+ csx
s και gh = a0 + a1x+

. . .+ ar+sx
r+s. Έστω p πρωτος. Τα πολυωνυμα g και h εχουν τουλαχιστον ενα συντελεστη

που δεν διαιρειται με το p. Έστω j, k οι μικροτεροι δεικτες για τους οποιους p 6 |bj και p 6 |ck.
Τοτε ο

aj+k − bjck =

j−1∑
i=0

bicj+k−i +
k−1∑
i=0

bj+k−ici

διαιρειται απο τον p εφοσον αυτος διαιρει ολα τα bi με i < j και ολα τα ci με i < k. Όμως
το p δεν διαιρει το bjck και αρα το p δεν διαιρει τον συντελεστη aj+k του gh. Άρα το gh ειναι
πρωτογονο. �

ΠΡΟΤΑΣΗ 3.3. Ένα πολυωνυμο με ακεραιους συντελεστες ειναι αναγωγο στο Q αν και
μονο αν δεν μπορει να παραγοντοποιηθει σαν γινομενο πολυωνυμων μικροτερου βαθμου
με ακεραιους συντελεστες.
Απόδειξη. Έστω f πολυωνυμο με ακεραιους συντελεστες. Αν το f ειναι αναγωγο στο Q
τοτε δεν μπορει να παραγοντοποιηθει σε γινομενο πολυωνυμων.

Αντιστροφα, αν το f δεν μπορει να παραγοντοποιηθει σε γινομενο πολυωνυμων με α‑
κεραιους συντελεστες αλλα μπορει να παραγοντοποιηθει στην μορφη f = gh οπου g, h ∈
Q[x]. Τοτε υπαρχουν r, s ∈ Z τετοιοι ωστε τα rg και sh να εχουν ακεραιους συντελεστες.
Έστω u, v οι μεγιστοι κοινοι διαιρετες των συντελεστων των rg και sh αντιστοιχα. Τοτε
rg = ug∗ και sh = vh∗ οπου g∗, h∗ πρωτογονα πολυωνυμα με ακεραιους συντελεστες. Τοτε
(rs)f = (uv)g∗h∗.

Έστω ℓ ο μικροτερος διαιρετης του rs ωστε το ℓf = mg∗h∗ για καποιο ακεραιο m.
Υποθετουμε οτι το ℓ > 1. Τοτε υπαρχει πρωτος p που διαιρει το ℓ. Όμως το p δεν μπορει
να διαιρει το m. Διαφορετικα, (ℓ/p)f = (m/p)g∗h∗ το οποιο ερχεται σε αντιθεση με τον
ορισμο του ℓ. Άρα το p πρεπει να διαιρει καθε εναν απο τους συντελεστες του g∗h∗ πραγμα
ατοπο απο το λημμα του Gauss 3.3 εφοσον τα g∗, h∗ πρωτογονα. Άρα ℓ = 1 και f = mg∗h∗.
Όμως το f δεν παραγοντοποιειται σαν γινομενο πολυωνυμων με ακεραιους συντελεστες.
Άρα ειτε deg f = deg g∗ = deg g ειτε deg f = degh∗ = degh. Συνεπως το f ειναι αναγωγο
στοQ. �

ΠΡΟΤΑΣΗ 3.4 (Κριτηριο διαιρετοτητας του Eisenstein). Έστω f(x) = anx
n +

. . .+ a1x+ a0 πολυωνυμο με ακεραιους συντελεστες και p πρωτος τετοιος ωστε
1. το p διαιρει τα a0, . . . , an−1,

2. το p δεν διαιρει το an,

3. το p2 δεν διαιρει το a0.
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Τοτε το πολυωνυμο f ειναι αναγωγο στοQ.
Απόδειξη. Υποθετουμε οτι f(x) = g(x)h(x) οπου g = brx

r+. . .+b1x+b0, h(x) = csx
s+. . .+

c1x+ c0 πολυωνυμα με ακεραιους συντελεστες. Τοτε a0 = b0c0. Όμως το a0 διαιρειται με το
p αλλα οχι με το p2. Επομενως μονο ενα απο τα b0, c0 διαιρειται με το p, ας υποθεσουμε το
b0 (η αλλη περιπτωση ειναι αναλογη). Το p δεν μπορει να διαιρει ολους τους συντελεστες
του g εφοσον δεν διαιρει ολους τους συντελεστες του f . Ας υποθεσουμε j τον μικροτερο
δεικτη για τον οποιο το p δεν διαιρει το bi. Τοτε το p διαιρει το aj−bjc0 =

∑j−1
i=0 bicj−i. Αλλα

το bjc0 δεν διαιρειται απο το p αφου το p δεν διαιρει ουτε το bj ουτε το c0. Άρα το aj δεν
διαιρειται απο το p και συνεπως απο την υποθεση εχουμε j = n και deg g ≥ n = deg f . Άρα
deg g = deg f και degh = 0. Άρα το πολυωνυμο f δεν παραγοντοποιειται σαν γινομενο
πολυωνυμων μικροτερου βαθμου με ακεραιους συντελεστες και αρα ειναι αναγωγο στοQ
απο την προηγουμενη προταση. �

ΟΡΙΣΜΟς 3.5. Έστω f(x) = a0+ a1x+ . . .+ anx
n ∈ Z[x] με n ∈ N. Οριζουμε f ∈ Zk[x] με

f = a0 + a1x+ . . .+ anx
n

οπου ai = ai (mod k) for i = 0, . . . , n. Η απεικονιση Z[x] → Zk[x] με f 7→ f λεγεται
ομομορφισμος αναγωγης.

Η παραπανω απεικονιση ειναι ομομορφισμος, πραγμα που προκυπτει αμεσα απο το
γεγονος οτι η απεικονιση Z → Zn με a 7→ a (mod k) ειναι ομομορφισμος.
ΘΕΩΡΗΜΑ 3.2. Έστω f(x) = a0 + a1x+ . . .+ anx

n ∈ Z[x] με n > 1. Αν p θετικος πρωτος
τετοιος ωστε

1. το p δεν διαιρει το an,
2. το f ειναι αναγωγο στο Zp[x]

τοτε το f ειναι αναγωγο στοQ[x].
Απόδειξη. Ας υποθεσουμε οτι το f ειναι παραγοντοποιησιμο και αρα γραφεται σαν f = gh
με deg g, degh > 0. Εφοσον το 0 6≡ an (mod p), εχουμε οτι deg f = deg f . Επιπλεον, f =
gh ειναι μια παραγοντοποιηση του f σε πολυωνυμα μικροτερου βαθμου, εφοσον deg g ≤
deg g και degh ≤ degh. Άρα το f ∈ Zp[x] ειναι παραγοντοποιησιμο, ατοπο. �

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 3.4. Ειναι γνωστο απο το γυμνασιο οτι αν f(x) = a0 + a1x+ . . .+ anx
n ∈

Z[x] με a0, an 6= 0 και εχει ριζες στοQ τοτε αυτες ανηκουν στο συνολο

{r
s
| r, s ∈ Z \ {0} με r|a0, s|an}.

Πραγματι, αν r
s
∈ Q με r, s ∈ Z ειναι μια ριζα του f με (r, s) = 1 τοτε f( r

s
) = 0 και πολλα‑

πλασιαζοντας και τις δυο πλευρες της παραπανω με sn παιρνουμε
a0s

n + a1rs
n−1 + . . .+ an−1r

n−1s+ anr
n = 0.

Άρα a0s
n = −r(a1s

n−1 + . . .+ anr
n−1). Εφοσον, a0, s 6= 0 εχουμε οτι r 6= 0 και αρα r|(a0sn).

Επειδη (r, s) = 1 συνεπαγεται οτι r|a0. Όμοια, anrn = −s(a0s
n−1 + . . . + an−1r

n−1) αρα
s|(anrn) και αρα s|an.
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4 Επεκτάσεις Σωμάτων
ΟΡΙΣΜΟς 4.1. ΈστωL ενας διανυσματικος χωρος πανω σε ενα σωμαK καιM να ειναι ε‑
να μη κενο υποσυνολο τουL. Λεμε οτι το v ∈ L ειναι γραμμικος συνδυασμος τωνστοιχειων
v1, v2, . . . , vn ∈ M αν υπαρχουν λ1, λ2, . . . , λn ∈ K ωστε

v = λ1v1 + λ2v2 + · · ·+ λnvn.

Θα συμβολιζουμε με spanM το συνολο ολων των γραμμικων συνδυασμων των στοιχειων
τουM .
ΟΡΙΣΜΟς 4.2. Έστω K και L σωματα. Επεκταση σωματος ονομαζουμε εναν μονομορ‑
φισμο σ : K −→ L. Μπορουμε να ταυτισουμε το σωμα K με την εικονα του σ(K), ετσι
ο σ μπορει να θεωρηθει ως η ταυτοτικη απεικονιση και το K μπορει να θεωρηθει ως ενα
υποσωμα του L. Υπο αυτη την εννοια συμβολιζουμε

L : K

την επεκταση και λεμε οτι το L ειναι επεκταση τουK .
ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 4.1. 1. Οι απεικονισεις σ1 : Q −→ R, σ2 : R −→ C και σ3 : Q −→ C

με σ1, σ2, σ3 να ειναι οι ταυτοτικες απεικονισεις πανω στα Q,R,C αντιστοιχα, ειναι
επεκτασεις σωματων. Έτσι μπορουμε να τις συμβολισουμε με R : Q, C : R, C : Q
αντιστοιχα.

2. Αν F9 = Z3[x]/〈x2 + 1〉 =
{
α1x + α0 + 〈x2 + 1〉 | α1, α2 ∈ Z3

}
τοτε η απεικονιση

σ : Z3 −→ F9 με
σ(α) = α + 〈x2 + 1〉

ειναι μια επεκταση σωματος.
ΟΡΙΣΜΟς 4.3. Έστω K , L και M σωματα με K ⊆ L ⊆ M . Ένας K−ομομορφισμος
σ : L −→ M , ειναι ενας ομομορφισμος για τον οποιο ισχυει

σ(α) = α ∀α ∈ K.

• Αν ο σ ειναι 1− 1 τοτε λεγεταιK−μονομορφισμος.
• Αν ο σ ειναι επι τοτε λεγεταιK−επιμορφισμος.
• Αν ο σ ειναι 1− 1 και επι τοτε λεγεταιK−ισομορφισμος.
• Αν ο σ ειναι 1− 1, επι και L = M τοτε λεγεταιK−αυτομορφισμος.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 4.2. Ο σ : R −→ C με σ(1) = i δεν ειναιQ−μονομορφισμος, διοτι
i = σ(1) = σ(12)

ομως
σ2(1) = σ(1)σ(1) = ii = −1 6= i = σ(12).

Συνεπως ο σ δεν ειναι καν ομομορφισμος.
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ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 4.1. Έστω L : K μια επεκταση σωματος. Τοτε το L μπορει να θεωρηθει
ως διανυσματικος χωρος επι τουK . Προφανως το (L,+) ειναι αβελιανη ομαδα. Επισης, ο
εξωτερικος πολλαπλασιασμος · : K ×L → L ειναι ο πολλαπλασιασμος των στοιχειων του
K με αυτα του L. Το αποτελεσμα ανηκει στο L εφοσον το (L \ {0}, ·) ειναι επισης ομαδα
και 0 · x = 0 για καθε x ∈ L.
ΟΡΙΣΜΟς 4.4 (Βαθμος Επεκτασης). Έστω L : K μια επεκταση. Αν η διασταση του
Lως διανυσματικoυ χωρου επι τουK ειναι πεπερασμενη, τοτε λεμε οτι η επεκταση L : K
ειναι πεπερασμενη. Ο βαθμος της επεκτασης L : K συμβολιζεται με [L : K] και ειναι η
διασταση του διανυσματικου χωρου L επι τουK .
ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 4.3. 1. Έστω η επεκταση C : R. Μια βαση του C, ως διανυσματικου

χωρου επι του R ειναι η {1, i}. Καθε στοιχειο του C γραφεται σαν γραμμικος συν‑
δυασμος της μορφης α · 1 + β · i, οπου τα α, β ∈ R. Άρα [C : R] = 2.

2. Έστω η επεκταση R : Q. Θα δειξουμε οτι ο βαθμος της επεκτασης δεν ειναι πεπερα‑
σμενος. Έστω v1, . . . , vn μια βαση του R επι τουQ. Τοτε καθε στοιχειο του R μπορει
να γραφει μοναδικασανγραμμικοςσυνδυασμος της μορφης q1v1+q2v2+. . .+qnvn για
καποια q1, . . . , qn ∈ Q. Άρα η πληθικοτητα του συνολου ολων των δυνατων τετοιων
συνδυασμων ειναι |Q|n. Εφοσον το Q ειναι αριθμησιμο και το Qn ειναι αριθμησιμο.
Όμως τοR ειναι υπεραριθμησιμο, αρα δεν μπορει να εχει πεπερασμενη διασταση επι
τουQ.

ΠΡΟΤΑΣΗ 4.1 (Short Tower Law). ΈστωM : L και L : K επεκτασεις σωματων. Τοτε
η επεκτασηM : K ειναι πεπερασμενη αν και μονο αν οι επεκτασειςM : L και L : K ειναι
πεπερασμενες και στην περιπτωση αυτη

[M : K] = [M : L][L : K]

Απόδειξη. (=⇒) Υποθετω οτι η M : K ειναι μια πεπερασμενη επεκταση. Τοτε το L ως
διανυσματικος χωρος επι τουK , ειναι υποχωρος τουM και εφοσον οM εχει πεπερασμενη
διασταση επι τουK , θα εχουμε οτι και η επεκταση L : K θα ειναι πεπερασμενη.
Τωρα επειδη η επεκταση M : K ειναι πεπερασμενη, θα υπαρχει πεπερασμενη βαση του
M η οποια παραγει τοM σαν διανυσματικο χωρο επι του K . Άρα το A θα παραγει τοM
και σαν διανυσματικο χωρο επι του L, αφου K ⊆ L. Άρα και η επεκταση M : L ειναι
πεπερασμενη.
(⇐=) Υποθετω οτι οι επεκτασεις M : L και L : K ειναι πεπερασμενες. Έστω {xi | i =
1, . . . ,m} μια βαση του L επι τουK και {yj | j = 1, . . . , n} μια βαση τουM επι του L. Θα
δειξουμε οτι τοB = {xiyj | i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n} ειναι βαση τουM επιK .

Αρχικαθαδειξουμε οτι ταστοιχεια τουB ειναι γραμμικωςανεξαρτητα. Πραγματι, εστω∑
i,j

kijxiyj = 0 με kij ∈ K.

Αναδιατασσοντας το αθροισμα θα εχουμε
n∑

j=1

( m∑
i=1

kijxi

)
yj = 0
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Καθως για καθε j = 1, . . . , n, το ∑m
i=1 kijxi ∈ L και τα yj ειναι γραμμικως ανεξαρτητα

μεταξυ τους, θα εχουμε οτι
m∑
i=1

kijxi = 0 ∀j.

Όμως τα xi ειναι μεταξυ τους γραμμικως ανεξαρτητα, αρα θα εχουμε kij = 0 για καθε i, j,
συνεπως τα στοιχεια τουB ειναι μεταξυ τους γραμμικως ανεξαρτητα.

Μενει να δειξουμε οτι ο υποχωρος που παραγεται απο το συνολοB ειναι ολος ο χωρος
M . Έστω x ∈ M . Τα {yj}nj=1 ειναι βαση τουM επι τουL, αρα θα υπαρχουν l1, l2, . . . , ln ∈ L
ωστε

x =
n∑

j=1

ljyj.

Τωρα επειδη τα {xi|i = 1 . . .m} ειναι βαση τουL επι τουK , θα υπαρχουν k1j, k2j, . . . , kmj ∈
K ωστε

lj =
m∑
i=1

kijxi.

Συνεπως
x =

n∑
j=1

m∑
i=1

kijxiyj =
∑
i,j

kijxiyj.

Άρα τα στοιχεια του B παραγουν τονM και ειναι γραμμικως ανεξαρτητα. Συνεπως απο‑
τελουν βαση τουM και η διασταση τουM ως διανυσματικος χωρος επι τουK , ειναι nm.

Τωρα η σχεση [M : K] = [M : L][L : K] προκυπτει αμεσα. �

ΠΟΡΙΣΜΑ 4.1 (Tower Law). Έστω Kn : Kn−1, Kn−1 : Kn−2, . . . , K2 : K1, Kn : K1

επεκτασεις σωματων. Τοτε η επεκταση Kn : K1 ειναι πεπερασμενη αν και μονο αν οι ε‑
πεκτασεις Kn : Kn−1, Kn−1 : Kn−2, . . . , K2 : K1 ειναι πεπερασμενες. Στην περιπτωση
αυτη

[Kn : K1] = [Kn : Kn−1][Kn−1 : Kn−2] · · · [K2 : K1].

Απόδειξη. (=⇒) Υποθετουμε οτι η επεκταση Kn : K1 ειναι πεπερασμενη και θα δειξουμε
οτι οι επεκτασεις Kn : Kn−1, Kn−1 : Kn−2, . . . , K2 : K1 ειναι πεπερασμενες. Η αποδειξη
θα γινει με επαγωγη στο n. Για n = 3 το ζητουμενο ισχυει απο την Προταση 4.1. Υποθε‑
τουμε τωρα οτι αν η επεκτασηKn−1 : K1 ειναι πεπερασμενη τοτε και οι επεκτασειςKn−1 :
Kn−2, Kn−2 : Kn−3, . . . , K2 : K1 ειναι πεπερασμενες και θα δειξουμε οτι αν η επεκταση
Kn : K1 ειναι πεπερασμενη τοτε και οι επεκτασεις Kn : Kn−1, Kn−1 : Kn−2, . . . , K2 : K1

ειναι πεπερασμενες.
Αν λοιπον η επεκτασηKn : K1 ειναι πεπερασμενη τοτε και η επεκτασηKn−1 : K1 ειναι

πεπερασμενη, διοτι ο Kn−1 ως διανυσματικος χωρος επι του K1 ειναι υποχωρος του δια‑
νυσματικου χωρουKn επι τουK1. Συνεπως απο την επαγωγικη υποθεση θα εχουμε οτι οι
επεκτασειςKn−1 : Kn−2, Kn−2 : Kn−3, . . . , K2 : K1 ειναι πεπερασμενες. Έστω τωρα A να
ειναι μια (πεπερασμενη) βαση του διανυσματικου χωρουKn επι τουK1, τοτε το συνολοA
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θα ειναι βαση και του διανυσματικου χωρουKn επι τουKn−1, διοτιK1 ⊆ Kn.
(⇐=) Υποθετουμε οτι οι επεκτασεις Kn : Kn−1, Kn−1 : Kn−2, . . . , K2 : K1 ειναι πεπε‑
ρασμενες και θα δειξουμε οτι η επεκταση Kn : K1 ειναι πεπερασμενη. Η αποδειξη θα
γινει με επαγωγη στο n. Για n = 3 το ζητουμενο ισχυει απο την Προταση 4.1. Υποθε‑
τουμε οτι αν οι επεκτασεις Kn−1 : Kn−2, Kn−2 : Kn−3, . . . , K2 : K1 ειναι πεπερασμενες,
τοτε και η επεκταση Kn−1 : K1 ειναι πεπερασμενη και θα δειξουμε οτι αν οι επεκτασεις
Kn : Kn−1, Kn−1 : Kn−2, . . . , K2 : K1 ειναι πεπερασμενες, τοτε και η επεκταση Kn : K1

ειναι πεπερασμενη. Εφοσον οι επεκτασεις Kn−1 : Kn−2, . . . , K2 : K1 ειναι πεπερασμενες
απο την επαγωγικη υποθεση θα εχουμε οτι και η επεκτασηKn−1 : K1 ειναι πεπερασμενη.
Έτσι εχουμε οτι οι επεκτασεις Kn : Kn−1, Kn−1 : K1 ειναι πεπερασμενες, οποτε απο την
Προταση 4.1 θα εχουμε οτι και η επεκτασηKn : K1 ειναι πεπερασμενη.
Μενει να δειξουμε οτι [Kn : K1] = [Kn : Kn−1][Kn−1 : Kn−2] · · · [K2 : K1]. Παλι η αποδειξη
θα γινει με επαγωγη. Για n = 3 το ζητουμενο ισχυει απο την Προταση 4.1. Υποθετουμε οτι

[Kn−1 : K1] = [Kn−1 : Kn−2][Kn−2 : Kn−3] · · · [K2 : K1]

και θα δειξουμε οτι [Kn : K1] = [Kn : Kn−1][Kn−1 : Kn−2] · · · [K2 : K1]. Απο την επαγωγικη
υποθεση θα εχουμε

[Kn : Kn−1][Kn−1 : Kn−2] · · · [K2 : K1] = [Kn : Kn−1][Kn−1 : K1]

και τωρα απο την Προταση 4.1 θα εχουμε οτι

[Kn : Kn−1][Kn−1 : K1] = [Kn : K1],

αρα
[Kn : K1] = [Kn : Kn−1][Kn−1 : Kn−2] · · · [K2 : K1].

�

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 4.2. Η σχεση

[Kn : K1] = [Kn : Kn−1] · · · [K3 : K2][K2 : K1]

που αποδειξαμε στο προηγουμενο Πορισμα ισχυει ακομα και αν καποιες απο τις επεκτα‑
σεις

Kn : K1, Kn : Kn−1, . . . , K2 : K1

ειναι απειρου βαθμου. Το αποτελεσμα προκυπτει απο την θεωρια συνολων και πιο συγκε‑
κριμενα απο το πως πολλαπλασιαζονται οι πληθαριθμοι μεταξυ τους.

ΟΡΙΣΜΟς 4.5. Έστω L : K να ειναι μια επεκταση σωματος και A ⊆ L.
Τοτε το συνολοK∪Aπαραγει ενα υποσωμα τουLπου το συμβολιζουμεK(A) και ειναι

το συνολο
K(A) =

⋂{
Y υποσωμα του L | K ∪ A ⊆ Y

}
.

ΤοK(A) λεμε οτι προκυπτει απο τοK προσαρτωντας το A.
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• Αν A = {α1, α2, . . . , αn} ⊆ L, θα συμβολιζουμε το K(A) με K(α1, α2, . . . , αn) αντι
K
(
{α1, α2, . . . , αn}

)
• ΑνA = {α} και L = K(α), τοτε το L λεγεται απλη επεκταση τουK .

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 4.4. 1. Η επεκταση Q(
√
2,
√
3) : Q ειναι απλη επεκταση. Πραγματι αν

L = Q(
√
2 +

√
3) τοτε

√
2 +

√
3 ∈ L =⇒ (

√
2 +

√
3)2 ∈ L =⇒ 5 + 2

√
6 ∈ L

=⇒ (5 + 2
√
6)− 5 ∈ L =⇒ 2

√
6 ∈ L

=⇒
√
6 ∈ L =⇒

√
6(
√
2 +

√
3) ∈ L

=⇒ 2
√
3 + 3

√
2 ∈ L

ομως

−2(
√
2 +

√
3) = −2

√
2− 2

√
3 ∈ L =⇒ −2

√
2− 2

√
3 + 2

√
3 + 3

√
2 ∈ L

=⇒
√
2 ∈ L

=⇒
√
3 ∈ L

2. Έστω η απλη επεκταση R(i). Απο τον παραπανω ορισμο θα εχουμε οτι

R(i) =
⋂{

Y υποσωμα του C | R ∪ {i} ⊆ Y
}
.

Kαθως το R(i) ειναι υποσωμα του C και R ∪ {i} ⊆ R(i), θα εχουμε οτι

span
(
R ∪ {i}

)
⊆ R(i),

ομως C = span
(
R ∪ {i}

)
αρα

C = R(i).

3. Έστω η απλη επεκτασηQ(
√
2). Θα δειξουμε οτιQ(

√
2) = {α1

√
2 + α0 | α0, α1 ∈ Q}.

Το
Q(

√
2) ⊇ span{Q,

√
2} = {α0 + α1

√
2 | α0, α1 ∈ Q} = A.

Θα δειξουμε οτι το A = {α0 + α1

√
2 | α0, α1 ∈ Q} ειναι σωμα. Ευκολα βλεπει κανεις

οτι το (A,+) ειναι αβελιανη ομαδα. Καθως ο πολλαπλασιασμος επιμεριζεταιως προς
τηπροσθεσημενει ναδειξουμεοτι το (A\{0}, ·) ειναι αβελιανηομαδα. Έστωx, y ∈ A,
τοτε υπαρχουν x0, x1, y0, y1 ∈ Qωστε

x = x0 + x1

√
2

y = y0 + y1
√
2.

Ειναι προφανες οτι το xy ∈ A, ισχυει ο προσεταιρισμος ως προς τον πολλαπλασια‑
σμο και οτι το 1 ∈ A. Μενει να βρουμε τον (πολλαπλασιαστικο) αντιστροφο του y.
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Υποθετουμε οτι (y0, y1) 6= (0, 0). Χωρις βλαβη της γενικοτητας θεωρουμε οτι y1 6= 0.
Αν υπαρχει ο αντιστροφος του y, y−1 στοA τοτε αυτος θα γραφεται στη μορφη

y−1 = a+ β
√
2,

για καποια a, β ∈ Q. Για να ειναι το y−1 αντιστροφο του y θα πρεπει

yy−1 = 1 =⇒ (y0 + y1
√
2)(a+ β

√
2) = 1 =⇒{

αy0 + 2y1β = 1
y0β + y1α = 0

⇒
{

y1y0α + 2y21β = y1
y1α = −y0β

⇒
{

(2y21 − y20)β = y1
y1α = −y0β

ομως y0 ∈ Q, αρα y0 6= y1
√
2 και y1 6= 0 ετσι{

β = y1/(2y
2
1 − y20) = y1/(

√
2y1 − y0)(

√
2y1 + y0)

α = −y0/(2y
2
1 − y20) = −y0/(

√
2y1 − y0)(

√
2y1 + y0)

Έτσι βρηκαμε τον αντιστροφο του y στοA. Άρα το A ειναι σωμα.
Απο τον παραπανω ορισμο θα εχουμε οτι

Q(
√
2) =

⋂{
Y υποσωμα του C | Q ∪ {

√
2} ⊆ Y

}
,

ετσι επειδη τοQ(
√
2) ειναι σωμα και τοQ ∪

√
2 ⊆ Q(

√
2) θα εχουμε οτι

A = {α1

√
2 + α0 | α0, α1 ∈ Q} ⊆ Q(

√
2)

αρα το A ειναι υποσωμα του Q(
√
2). Όμως το Q(

√
2) ειναι το μικροτερο σωμα που

περιεχει τοQ ∪
√
2, οποτε

Q(
√
2) = A = {α1

√
2 + α0 | α0, α1 ∈ Q}.

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 4.3. Σε αυτο το σημειο ας κανουμε μια πολυ σημαντικη παρατηρηση. Ει‑
δαμε οτι το αν το K ειναι ενα σωμα τοτε το K[x] ειναι ενας δακτυλιος. Ο δακτυλιος K[x]
μπορει να επεκταθει σε σωμα αν για καθε στοιχειο που περιεχει, του προσαρτησουμε το α‑
ντιστροφο του. Το σωμα αυτο το συμβολιζουμε μεK(x), ονομαζεται το συνολο των ρητων
εκφρασεων τουK[x] και ειναι ακριβως το

K(x) =

{
f(x)

q(x)
| f, q ∈ K[x], q 6= 0

}
.

Παραπανωορισαμε τοK(x) να ειναι τομικροτεροσωμαπουπεριεχει τοσυνολοK∪{x}. Σε
αυτο το σημειο αναμενομενη ειναι η ερωτηση: «Τα δυο αυτα σωματα εχουν καποια σχεση
μεταξυ τους»; Πραγματι, τα δυο αυτασωματα ειναι ιδια, δηλαδη το

{
f(x)
q(x)

| f, q ∈ K[x], q 6=

0
}
ειναι υποσωμα του K(x) με K ∪ {x} ⊆

{
f(x)
q(x)

| f, q ∈ K[x], q 6= 0
}
, ομως επειδη το

μικροτερο σωμα που περιεχει τοK ∪ {x} ειναι τοK(x), θα εχουμε οτι

K(x) =

{
f(x)

q(x)
| f, q ∈ K[x], q 6= 0

}
.
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5 Αλγεβρικές Επεκτάσεις
ΟΡΙΣΜΟς 5.1. Έστω L : K μια επεκταση σωματος και α ∈ L. Αν υπαρχει f ∈ K[x] μη
μηδενικο πολυωνυμο, ωστε f(α) = 0, τοτε το α λεγεται αλγεβρικο επι τουK , διαφορετικα
το α λεγεται υπερβατικο. Αν για καθε α ∈ L το α ειναι αλγεβρικο επι τουK τοτε η επεκτα‑
ση L : K λεγεται αλγεβρικη, ενω αν υπαρχει α ∈ Lωστε το α να ειναι υπερβατικο επι του
K τοτε η επεκταση L : K λεγεται υπερβατικη.
ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 5.1. Θεωρουμε την επεκταση R : Q. Το

√
2 ειναι αλγεβρικο επι του Q,

καθως το f(x) = x2 − 2 ∈ Q[x] και f(
√
2) = 0. Τα e, π ειναι υπερβατικα επι του Q. Για

το π η πρωτη αποδειξη δοθηκε το 1882 απο τον Lindemann και για το e το 1873 απο τον
Hermitte. Οι αποδειξεις δεν παρουσιαζονται εδω μιας και ξεπερνουν τους σκοπους του
μαθηματος. Σε καθε περιπτωση εχουμε οτι η επεκταση R : Q ειναι υπερβατικη.
ΛΗΜΜΑ 5.1. Καθε πεπερασμενη επεκταση σωματος ειναι αλγεβρικη.
Απόδειξη. Έστω L : K να ειναι μια πεπερασμενη επεκταση σωματος, n να ειναι ο βαθμος
της και εστω α ∈ L. Θεωρω τα n+ 1 στοιχεια 1, α, α2, . . . , αn ∈ L. Τοτε τα 1, α, α2, . . . , αn

τα οποια ειναιn+1 το πληθος ειτε ειναι γραμμικως εξαρτημενα ειτε δεν ειναι ολα διακριτα.
Σε καθε περιπτωση θα υπαρχουν c0, c1, . . . , cn ∈ K οχι ολα μηδεν, ωστε

c0 + c1α + c2α
2 + · · ·+ cnα

n = 0

Πραγματι αν τα 1, α, α2, . . . , αn ειναι γραμμικως εξαρτημενα τοτε το ζητουμενο προκυπτει
αμεσα απο τον ορισμο των γραμμικως εξαρτημενων διανυσματων.

Αντωραδεν ειναι ολαδιακριτα, θαυπαρχουντουλαχιστονδυοστοιχεια, εστωτααi1 , αi2

ωστε, αi1 = αi2 . Επιλεγω λοιπον ci1 = 1, ci2 = −1 και για καθε i 6= i1, i2 το ci = 0. Έτσι θα
εχω οτι

αi1 − αi2 = 0

που ειναι το ειναι το ζητουμενο. Σε καθε περιπτωση ο α ειναι ριζα του πολυωνυμου
f(x) = c0 + c1x+ c2x

2 + · · ·+ cnx
n

και αρα ειναι αλγεβρικο. �
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 5.1. Έστω K(α) : K μια απλη αλγεβρικη επεκταση. Τοτε υπαρχει ενα
πολυωνυμο p επι του K ωστε p(α) = 0. Μπορουμε να υποθεσουμε οτι το p ειναι μονικο
(αν δεν ειναι το πολλαπλασιαζουμε με καταλληλη σταθεραωστε να γινει μονικο). Απο ολα
τα δυνατα μονικα πολυωνυμα με ριζα το α, επιλεγουμε ενα με ελαχιστο βαθμο. Έστωm το
πολυωνυμο αυτο. Θα δειξουμε οτι το πολυωνυμοm ειναι μοναδικο.

Αν δεν ηταν μοναδικο, τοτε θα υπηρχε ενα αλλο μονικο πολυωνυμο q 6= m επι του K ,
ωστε το q να εχει ριζα το α και να εχει τον ιδιο βαθμο με τοm. Τοτε ομως το πολυωνυμο

h = m− q,

πολλαπλασιασμενο με καταλληλη σταθερα, ειναι μονικο, εχει ριζα το α και εχει μικροτερο
βαθμοαπο τοm (ταm, q ειναι μονικα του ιδιου βαθμου, αραη διαφοραm−q απαλειφει τον
μεγιστοβαθμιο ορο), το οποιο ομως ειναι ατοπο, διοτι υποθεσαμε οτι τοm ειναι ελαχιστου
βαθμου.
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ΟΡΙΣΜΟς 5.2. ΈστωL : K μια επεκταση σωματος και εστωα ∈ L να ειναι αλγεβρικο επι
τουK . Τοτε το ελαχιστοπολυωνυμο τουα επι τουK , ειναι το μοναδικο, μονικοπολυωνυμο
m επι τουK , ελαχιστου βαθμου ωστε

m(α) = 0.

ΛΗΜΜΑ 5.2. Έστω L : K μια επεκταση σωματος και εστω α ∈ L να ειναι αλγεβρικο επι
τουK . Τοτε το ελαχιστο πολυωνυμο του α επι τουK , εστωm, ειναι αναγωγο.
Απόδειξη. Ευκολα βλεπουμε οτι το πολυωνυμοm, ειναι αναγωγο επι τουK . Πραγματι αν
τοm δεν ηταν αναγωγο, τοτε θα υπηρχαν πολυωνυμα f, g επι τουK , με βαθμο μικροτερο
τουm, ωστε

m = fg και deg(f), deg(g) ≥ 1.

Άραm(α) = f(α)g(α) = 0. Όμως τα f(α), g(α) ανηκουν στο σωμαK(α), αρα

f(α) = 0 η g(α) = 0.

Το οποιο ειναι ατοπο, διοτι τοm ειναι το ελαχιστο πολυωνυμο του α επι τουK .
�

ΛΗΜΜΑ 5.3. Έστω L : K μια επεκταση σωματος και εστω α ∈ L αλγεβρικο επι τουK .
Θεωρουμε m το ελαχιστο πολυωνυμο του α επι του K και f ενα πολυωνυμο επι του K .
Τοτε το πολυωνυμο f εχει ριζα το α αν και μονο αν τοm διαιρει το f στοK[x], δηλαδη

f(α) = 0 ⇐⇒ m | f στο K[x].

Απόδειξη. (=⇒) Έστω f ενα πολυωνυμο επι του K με f(α) = 0. Απο τον αλγοριθμο της
διαιρεσης θα εχουμε οτι υπαρχουν πολυωνυμα h και r επι τουK ωστε

f = hm+ r οπου ειτε r = 0 ειτε deg(r) < deg(m).

Άρα
f(α) = h(α)m(α) + r(α) =⇒ 0 = 0 + r(α) =⇒ r(α) = 0.

Αν το πολυωνυμο r 6= 0, τοτε αν πολλαπλασιαστει με καταλληλη σταθερα θα γινει μονικο
πολυωνυμο με ριζα τοα και βαθμο μικροτερο απο το βαθμο τουm. Αυτο ομως ειναι ατοπο,
διοτι τοm ειναι το ελαχιστο πολυωνυμο. Συνεπως r = 0 και ετσι τοm διαιρει το f .
(⇐=) Τωρα αν τοm διαιρει το f , θα εχουμε οτι υπαρχει πολυωνυμο q επι τουK ωστε

f = qm.

Συνεπως ειναι φανερο οτι f(α) = q(α)m(α) = 0
�

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 5.2. Συνεπεια των παραπανω ειναι το εξης. Έστω L : K μια επεκταση.
Αν ενα πολυωνυμοm επι τουK ειναι αναγωγο, μονικο και εχει ριζα το α, τοτε τοm ειναι
το ελαχιστο πολυωνυμο του α επι τουK .
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ΘΕΩΡΗΜΑ 5.1. Μια απλη επεκταση K(α) : K ειναι πεπερασμενη αν και μονο αν το α
ειναι αλγεβρικο επι του K . Σε αυτη τη περιπτωση ο βαθμος της επεκτασης ειναι ισος με
τον βαθμο του ελαχιστου πολυωνυμου του α επι τουK .
Απόδειξη. (=⇒) Αν η επεκταση ειναι πεπερασμενη, τοτε απο το Λημμα 5.1 θα εχουμε οτι η
επεκτασηK(α) : K ειναι αλγεβρικη και συνεπως το α ειναι αλγεβρικο επι τουK .

(⇐=) Ας υποθεσουμε οτι το α ειναι αλγεβρικο επι τουK . Θεωρουμε το συνολο

R = {f(α) | f ∈ K[x]}.

Ευκολα βλεπουμε οτι το R ειναι δακτυλιος τουK(α). Επισης, το f(α) = 0 αν και μονο αν
το ελαχιστο πολυωνυμοm του α διαιρει το f . Άρα f(α) = 0 αν και μονο αν f ∈ 〈m〉, οπου
〈m〉 το ιδεωδες τουK[x] που παραγεται απο τοm.

Θεωρουμε τον ομομορφισμο K[x] → R με f 7→ f(α). Αυτος ειναι ομομορφισμος δα‑
κτυλιων και ο πυρηνας του ειναι το ιδεωδες 〈m〉. Απο το πρωτο θεωρημα Ισομορφισμων
εχουμεK[x]/〈m〉 ∼= R. Όμως τοm ειναι αναγωγο αρα τοK[m]/〈m〉 ειναι σωμα. Άρα το R
ειναι σωμα, υποσωμα τουK(α), το οποιο περιεχει τοK ∪ {α}. ΆραK(α) = R.

Έστω z ∈ K(α). Το z = g(α) για καποιο g ∈ K[x]. Αλλα αν διαιρεσω το g με τοm εχω
οτι υπαρχουν q, r ∈ K[x] με g = qm + r και ειτε r = 0 ειτε deg r < degm. Ξερουμε ομως
οτιm(α) = 0 συνεπως z = g(α) = r(α). Αν υπαρχει και αλλο h ∈ K[x] με z = h(α) οπου
ειτε h = 0 ειτε degh < degm τοτε τοm διαιρει το h− r εφοσον το α ειναι ριζα του h− r.
Αλλα αν h − r 6= 0 τοτε ο βαθμος του ειναι μικροτερος απο τον βαθμο τουm, ατοπο στην
επιλογη του m. Άρα το r ειναι μοναδικο. Με αλλα λογια, καθε στοιχειο z ∈ K(α) μπορει
να εκφραστει σαν z = r(α) για μοναδικο r ∈ K[x] οπου ειτε r = 0 ειτε deg r < degm.
Επομενως, αν n = degm τοτε τα 1, α, α2, . . . , αn−1 αποτελουν βαση του K(α) επι του K .
Άρα [K(α) : K] = degm. �

ΠΟΡΙΣΜΑ 5.1. ΑνK(α) : K μια απλη αλγεβρικη επεκταση καιm το ελαχιστο πολυωνυμο
του α επι του K τοτε καθε στοιχειο του σωματος K(α) γραφεται κατα μοναδικο τροπο
στην μορφη p(α) οπου p ∈ K[x] με deg p < degm.
ΠΟΡΙΣΜΑ 5.2. Μια επεκτασηL : K ειναι πεπερασμενη αν και μονο αν υπαρχει ενα πεπε‑
ρασμενο υποσυνολο {α1, α2, . . . , αn} του L, ωστε καθε αj , j = 1, 2, . . . , n να ειναι αλγεβρι‑
κο επι τουK και L = K(α1, α2, . . . , αn).
Απόδειξη. (=⇒)Υποθετουμεοτι η επεκτασηL : K ειναιπεπερασμενηκαι εστω{α1, α2, . . . , αn}
να ειναι μια βαση τουL επι τουK . Αφου η επεκτασηL : K ειναι πεπερασμενη, απο το Λημ‑
μα 5.1 θα εχουμε οτι η επεκταση L : K ειναι αλγεβρικη. Συνεπως θα εχουμε οτι το αj ειναι
αλγεβρικο επι του K για καθε j = 1, 2 . . . , n και επειδη το συνολο {α1, α2, . . . , αn} ειναι
βαση του L επι τουK , θα εχουμε οτι

K(α1, α2, . . . , αn) = L.

(⇐=) Υποθετουμε οτι L = K(α1, . . . , αk) οπου αi, i = 1, . . . , k αλγεβρικα επι τουK . Έστω
Ki = K(αi, . . . , ai), i = 1, . . . , k. ΠροφανωςKi−1(αi) ⊂ Ki για καθε i > 1 εφοσονKi−1 ⊂
Ki και αi ∈ Ki.
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Όμως και Ki ⊂ Ki−1(αi) εφοσον το Ki−1(αi) ειναι υποσωμα του L που περιεχει το
K ∪ {α1, . . . , αi}. ΆραKi = Ki−1(αi) για i = 2, . . . , k. Επισης, καθε αi ειναι αλγεβρικο επι
τουKi−1 εφοσον ειναι αλγεβρικο επι τουK καιK ⊂ Ki−1. ΆραKi : Ki−1 ειναι αλγεβρικη
επεκταση για καθε i αρα και πεπερασμενη. Απο το tower law εχουμε οτι

[Kn : K] = [Kn : Kn−1] . . . [K2 : K1][K1 : K] < ∞

δηλαδη ηKn : K πεπερασμενη επεκταση. �

6 Κατασκευές με κανόνα και διαβήτη
Αρχικα με στοχο να κεντρισουμε το ενδιαφερον του αναγνωστη θα παρουσιασουμε μερι‑
κα γεωμετρικα προβληματα της αρχαιοτητας που απασχολουσαν τους μαθηματικους για
πολλα χρονια.

1. Δεδομενου ενος κυκλου, ειναι δυνατον με κανονα και διαβητη να κατασκευασουμε
ενα τετραγωνο που να εχει το ιδιο εμβαδον με τον κυκλο? (τετραγωνισμος του κυ‑
κλου)

2. Δεδομενου ενος κυβου, ειναι δυνατον με κανονα και διαβητη να κατασκευασουμε
εναν νεο κυβο με διπλασιο ογκο?

3. Δεδομενης μιας γωνιας θ, ειναι δυνατον με κανονα και διαβητη να τριχοτομησουμε
την γωνια θ, δηλαδη να κατασκευασουμε την γωνια θ/3?

Για πολλους αιωνες τα προβληματα αυτα απασχολουσαν τους μαθηματικους οι οποιοι
προσπαθουσαν να τα λυσουν με γεωμετρικα εργαλεια.

Σε πρωτη φαση, θα εκφρασουμε αλγεβρικα την ιδεα της κατασκευης με κανονα και
διαβητη. Έστω P ενα συνολο σημειων του Ευκλειδειου επιπεδου R2. Οριζουμε τις εξης
δυο διαδικασιες:

1. Διαδικασία 1 (κανονας)
Ενωνουμε οποιουσδηποτε δυο σημεια του συνολου P , με ευθεια γραμμη.

2. Διαδικασία 2 (διαβητης)
Κατασκευαζουμε ενα κυκλο, του οποιου το κεντρο ειναι καποιο απο τα σημεια του
P και διερχεται απο οποιοδηποτε αλλο σημειο του P .

ΟΡΙΣΜΟς 6.1. Τα σημεια της τομης οποιασδηποτε ευθειας με ευθεια η ευθειας με κυκλο
η κυκλου με κυκλο (τα σχηματα ειναι διακριτα μεταξυ τους), που κατασκευαστηκαν με τις
Διαδικασιες 1 και 2, τα ονομαζουμε κατασκευασιμα σε ενα βημα απο το P .

Ένα σημειο P ∈ R2 θα λεμε οτι ειναι κατασκευασιμο απο το P , αν υπαρχει μια πεπε‑
ρασμενη ακολουθια σημειων του R2

P0, P1, . . . , Pr = P
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ωστε για καθε i = 0, 1, . . . , r το σημειο Pi να ειναι κατασκευασιμο σε ενα βημα απο το
συνολο

P ∪ {P0, P1, . . . , Pi−1}.

ΘΕΩΡΗΜΑ 6.1. Έστω (x, y) να ειναι ενα κατασκευασιμο σημειο του επιπεδου απο το συ‑
νολο σημειων

P =
{
P0 = (0, 0), P1 = (1, 0)

}
.

Τοτε η επεκτασηQ(x, y) : Q εχει βαθμο

[Q(x, y) : Q] = 2r,

για καποιο r ∈ N.

Απόδειξη. Έστω οτι P = (x, y) και P0, P1, . . . , Pn = P μια ακολουθια κατασκευασιμων ση‑
μειων απο τοP . ΟριζουμεK0 = K1 = Q καιKj = Kj−1(xj, yj), οπουPj = (xj, yj) για καθε
j = 2, . . . , n. Απο την αναλυτικη γεωμετρια ξερουμε οτι για καθε j οι πραγματικοι αριθμοι
xj, yj ειναι ειτε ριζες γραμμικων εξισωσεων, ειτε ειναι ριζες τετραγωνικων πολυωνυμων
με συντελεστες στοKj−1. Άρα

[Kj−1(xj) : Kj−1] = 1 η 2 και [Kj−1(xj, yj) : Kj−1(xj)] = 1 η 2.

Απο το Πορισμα 4.1 θα εχουμε οτι

[Kn : Q] = [Kn−1(xn, yn) : Kn−1(xn)][Kn−2(xn−1, yn−1) : Kn−2(xn−1)] · · · [K2 : Q] = 2κ

για καποιο κ ∈ N.Όμως απο την Προταση 4.1

2κ = [Kn : Q] = [Kn : Q(x, y)][Q(x, y) : Q],

αρα το [Q(x, y) : Q] διαιρει το 2κ αρα υπαρχει r ∈ Nωστε

[Q(x, y) : Q] = 2r.

�
Τωρα ειμαστε σε θεση να απαντησουμε στα προβληματα που θεσαμε στην αρχη της

ενοτητας.
Τα Προβλήματα

1. Ο τετραγωνισμος του κυκλου δεν ειναι κατασκευασιμος στο {(0, 0), (1, 0)}, διοτι αν
ηταν θα μπορουσαμε να κατασκευασουμε το σημειο (

√
π, 0). Όμως ενα σημαντικο

θεωρημα τουLindemannμας λεει οτι οπ ειναι υπερβατικος επι τουQ. Οποτε [Q(
√
π :

Q)] = ∞, αρα ο√π δεν κατασκευαζεται στο {(0, 0), (0, 1)}.
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2. Οδιπλασιασμος τουογκουτουκυβου, επισηςδεν ειναι κατασκευασιμοςστο{(0, 0), (1, 0)},
καθως αν ηταν θα σημαινε οτι μπορω να κατασκευασω κυβο με ογκο 2, δηλαδη κυβο
πλευρας 3

√
2. Όμως το x3 − 2 ειναι το ελαχιστο πολυωνυμο του 3

√
2 επι τουQ, αρα

[Q(
3
√
2) : Q] = deg(x3 − 2) = 3.

Έτσι καθως δεν υπαρχει r ∈ N ωστε 2r = 3, το σημειο ( 3
√
2, 0) δεν μπορει να κατα‑

σκευαστει.
3. Η τριχοτομηση γωνιας δεν ειναι κατασκευασιμη στο {(0, 0), (1, 0)}. Θεωρουμε την

γωνια π/3 και ας προσπαθησουμε να την τριχοτομησουμε. Έστω a = cos(π/9) και
b = sin(π/9). Ξερουμε οτι το σημειο

(
cos(π/3), sin(π/3)

)
= (

√
3/2, 1/2) ειναι κατα‑

σκευασιμο. Αν η γωνια π/3 μπορουσε να τριχοτομηθει τοτε το σημειο (a, b) θα ηταν
κατασκευασιμο. Όμως

cos(3θ) = cos(θ) cos(2θ)− sin(θ) sin(2θ)
= cos(θ)

(
cos2(θ)− sin2(θ)

)
− 2 sin2(θ) cos(θ)

= 4 cos3(θ)− 3 cos(θ)
για καθε θ ∈ [0, 2π]. Αν θ = π/9 τοτε

1

2
= 4a3 − 3a ⇐⇒ 8a3 − 6a− 1 = 0.

Άρα το a ειναι ριζα του πολυωνυμου 8x3 − 6x− 1. Θεωρουμε το πολυωνυμο f(x) =
x3 + 3x2 − 3. Ευκολα βλεπουμε οτι f(2a − 1) = 8x3 − 6x − 1. Επιπλεον, απο το
θεωρημα του Eisenstein εχουμε οτι το f ειναι αναγωγο επι του Q και αρα [Q(a) :
Q] = [Q(2a − 1) : Q] = 3. Άρα το σημειο (cos π

9
, sin π

9
) δεν ειναι κατασκευασιμο με

κανονα και διαβητη, αρα η γωνια π
3
δεν τριχοτομειται.

Τελικα τιθεται το ερωτημα “τι ειναι κατασκευασιμο στο {(0, 0), (1, 0)}”; Για να μπορε‑
σουμε να απαντησουμε χρειαζομαστε δυο βασικα κατασκευαστικα αποτελεσματα.
ΛΗΜΜΑ 6.1. Αν μας δοθουν τα τελικα σημεια ενος ευθυγραμμου τμηματος, τοτε μπορου‑
με να κατασκευασουμε το μεσον του με κανονα και διαβητη.
Απόδειξη.
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Η αποδειξη ειναι γνωστη απο το γυμνασιο και αφηνεται σαν ασκηση.
�

ΛΗΜΜΑ 6.2. Αν οποιεσδηποτε 3 κορυφες ενος παραλληλογραμμου ειναι κατασκευασι‑
μες τοτε και τεταρτη κορυφη ειναι κατασκευασιμη.
Απόδειξη. Έστω A,B,C,D οι κορυφες του παραλληλογραμμου (δεξιοστροφα η αριστε‑
ροστροφα) και υποθετουμε οτι οι A,B,D ειναι κατασκευασιμες. Θα δειξουμε οτι και η
C ειναι κατασκευασιμη. Παρατηρηστε οτι το μεσο του ευθυγραμμου τμηματος BD ειναι
κατασκευασιμο και ας το ονομασουμε E. Τοτε ο κυκλος κεντρου E που περνα απο το A
τεμνει τηνAE στο C . Άρα το C ειναι κατασκευασιμο.

A

B C

D

E

�

ΘΕΩΡΗΜΑ6.2. ΈστωK =
{
x ∈ R | το (x, 0) να ειναι κατασκευασιμο στο {(0, 0), (1, 0)}

}
.

Τοτε τοK ειναι υποσωμα τουR και ενα σημειο (x, y) ∈ R2 ειναι κατασκευασιμο στο συνο‑
λο {(0, 0), (1, 0)} αν και μονο αν x, y ∈ K . Επιπλεον αν x > 0 και x ∈ K τοτε και√x ∈ K .
Απόδειξη. Προφανως 0, 1 ∈ K . Έστω x, y ∈ K . Τοτε τα (x, 0) και (y, 0) ειναι κατασκευα‑
σιμα. ΑνM το μεσο του ευθυγραμμου τμηματος με ακρα τα (x, 0) και (y, 0) τοτε το x ειναι
κατασκευασιμο καιM = (x+y

2
, 0). Θεωρουμε τον κυκλο κεντρουM που περνα απο το ση‑

μειο (0, 0) περνα απο (x+ y, 0). Άρα το (x+ y, 0) ειναι κατασκευασιμο, δηλαδη x+ y ∈ K .
Άρα τοK ειναι ομαδα ως προς την προσθεση.

Ας θεωρησουμε τωρα τον κυκλο κεντρου (0, 0) που περνα απο το (x, 0). Αυτος τεμνει
τον οριζοντιο αξονα στα (−x, 0) και (x, 0). Άρα το (−x, 0) ειναι κατασκευασιμο και αρα το
−x ∈ K .

Αν το x ∈ K με x 6= 0 τοτε τα σημεια (x, 0) και (−x, 0) ειναι κατασκευασιμα. Επιπλεον,
ο κυκλος κεντρου (0, 0) που περνα απο τα (x, 0) και (−x, 0) τεμνει τον καθετο αξονα στα
(0, x) και (0,−x) αρα αν x ∈ K το (0, x) ειναι κατασκευασιμο.
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Έστω x, y ∈ K . Τα (x, 0), (0, y) και (0, 1) ειναι κατασκευασιμα. Τοτε και το (x, y − 1)
ειναι κατασκευασιμο μιας και ειναι η τεταρτη κορυφη του παραλληλογραμμου με τρεις κα‑
τασκευασιμες κορυφες, τις (x, 0), (0, y), (0, 1). Επιπλεον, η ευθεια πουπερνααπο τασημεια
(0, y) και (x, y− 1) τεμνει τον οριζοντιο αξονα στο (xy, 0). Άρα το (xy, 0) ειναι κατασκευα‑
σιμο και xy ∈ K .

Αν τωρα x, y ∈ K με y 6= 0 τοτε το σημειο (x, 1− y) ειναι επισης κατασκευασιμο διοτι
ειναι η τεταρτη κορυφη του παραλληλογραμμου με κορυφες (x, 0), (0, y), (0, 1). Το ευθυ‑
γραμμο τμημα που ενωνει τα (0, 1) και (x, 1 − y) τεμνει τον οριζοντιο αξονα στο (xy−1, 0)
και αρα xy−1 ∈ K .

Τα παραπανω δειχνουν οτι τοK ειναι υποσωμα του R. Επιπλεον αν x, y ∈ K τοτε το
(x, y) ειναι κατασκευασιμο σαν τεταρτη κορυφη του παραλληλογραμμου με κορυφες τα
κατασκευασιμα σημεια (0, 0), (x, 0), (0, y).

Αντιστροφα, ας υποθεσουμε οτι το σημειο (x, y) ειναι κατασκευασιμο. Θα δειξουμε οτι
το (x, 0) ειναι κατασκευασιμο. Αυτο προφανως ισχυει αν y = 0. Αν y 6= 0 τοτε οι κυ‑
κλοι με κεντρα στα (0, 0) και (1, 0) που περνουν απο το σημειο (x, y) τεμνονται στα (x, y)
και (x,−y). Το ευθυγραμμο τμημα που περνα απο τα (x, y) και (x,−y) τεμνει τον οριζο‑
ντιο αξονα στο (x, 0). Άρα ειναι κατασκευασιμο. Επιπλεον το σημειο (0, y) ειναι η τεταρτη
κορυφη παραλληλογραμμου με 3 κορυφες τις (0, 0), (x, 0), (x, y) και αρα ειναι κατασκευα‑
σιμο. Επισης, ο κυκλος κεντρου (0, 0) που περνα απο το σημειο (0, y) τεμνει τον οριζοντιο
αξονα στο (y, 0) και αρα και αυτο ειναι κατασκευασιμο δηλαδη y ∈ K . Επομενως το (x, y)
ειναι κατασκευασιμο αν και μονο αν x, y ∈ K .

Ας υποθεσουμε τωρα οτι x ∈ K με x > 0. Τοτε το 1−x
2

∈ K . Άρα το C = (0, 1−x
2
)

ειναι κατασκευασιμο. Έστω ο κυκλος κεντρου C που περνα απο το (0, 1). Αυτος τεμνει
τον οριζοντιο αξονα στο (a, 0). Η ακτινα του κυκλου αυτου ειναι 1+x

2
και επομενως απο το

Πυθαγορειο Θεωρημα εχουμε οτι

(1− x)2

4
+ a2 =

(1 + x)2

4
⇒ a2 = x.

Αλλα το (a, 0) ειναι οπως ειδαμε κατασκευασιμο. Συνεπως, το √
x ειναι κατασκευασιμο

δηλαδη√
x ∈ K . �

(0, 1−x
2
)

(a, 0)

(0, 1)

Κατασκευη του√
x
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7 Σώματα διάσπασης
ΟΡΙΣΜΟς 7.1. ΈστωK ενα σωμα και f ενα πολυωνυμο επι τουK . Θα λεμε οτι το f δια‑
σπαται στοK αν υπαρχουν c, α1, α2, . . . , αn ∈ K ωστε

f(x) = c(x− α1)(x− α2) · · · (x− αn).

(c ειναι ο συντελεστης του μεγιστοβαθμιου ορου.)

ΟΡΙΣΜΟς 7.2. Έστω L ενα σωμα,K ενα υποσωμα του L και εστω f ενα πολυωνυμο επι
τουK . Τοτε το L θα λεγεται σωμα διασπασης του f αν

1. Το f διασπαται επι του L,

2. Το f δεν διασπαται σε κανενα γνησιο υποσωμα του L που περιεχει τοK .

ΟΡΙΣΜΟς 7.3. Μια επεκταση L : K θα λεγεται διασπαστική επέκταση αν υπαρχει καποιο
πολυωνυμο f επι τουK ωστε το L να ειναι το σωμα διασπασης του f .

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 7.1. Έστω x2 − 2 ∈ Q[x]. Αν θεωρησω το x2 − 2 επι του C η του R, τοτε
αυτο διασπαται καθως x2−2 = (x−

√
2)(x+

√
2). Όμως τοC δεν ειναι το σωμα διασπασης

του x2 − 2, καθως το x− 2 διασπαται επι τουQ[x] ⊆ C.

ΠΡΟΤΑΣΗ 7.1. Έστω M : K μια επεκταση, f ∈ K[x] ωστε να διασπαται στο M . Τοτε
υπαρχει υποσωμα L τουM ωστε το L να ειναι το σωμα διασπασης του f .
Απόδειξη. Αφου το f διασπαται στοM , το f θα γραφεται στη μορφη

f(x) = c(x− α1)(x− α2) · · · (x− αn), οπου α1, α2, . . . , αn ∈ M, c ∈ K.

Τοτε το σωμα διασπασης του f επι τουK ειναι τοK(α1, α2, . . . , αn).
(Φανερα το f διασπαται στοK(α1, α2, . . . , αn) και τοK(α1, α2, . . . , αn) ειναι υποσωμα του
m).

�

ΛΗΜΜΑ 7.1. Έστω M : K επεκταση σωματος και f ∈ K[x]. Αν το f διασπαται στο M
τοτε υπαρχει μοναδικο υποσωμα L τουM το οποιο ειναι το σωμα διασπασης του f

Απόδειξη. Αρκει να παρω την τομη ολων των υποσωματων τουM στα οποια το f διασπα‑
ται �

ΘΕΩΡΗΜΑ 7.1 (Kronecker). ΈστωK ενα σωμα και f ενα πολυωνυμο επι τουK . Τοτε
υπαρχει μια επεκταση L τουK και α ∈ Lωστε

f(α) = 0.
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Απόδειξη. Έστω f ∈ K[x]. Αν καποια απο τις ριζες του πολυωνυμου f ανηκει στοK τοτε
αρκει να παρωK = L.

Διαφορετικα η παραγοντοποιηση του f θα εχει αναγωγους παραγοντες. Έστω m να
ειναι ενας απο αυτους και I = 〈m〉 το ιδεωδες τουK[x] που παραγεται απο τοm. Απο το
Θεωρημα 3.2 τοL = K[x]/I ειναι σωμα. Οριζουμε i : K → Lμε i(a) = a+I για καθε a ∈ K .
Ο i ειναι μονομορφισμος και αρα μπορουμε να εμφυτευσουμε τοK στο L ταυτιζοντας το
K με το i(K) και αρα καθε a ∈ K με το a+ I ∈ L.

Θεωρουμε το στοιχειο x + I ∈ L. Τοτε τοm(x + I) = m(x) + I = I αρα το x + I ειναι
ριζα τουm στο L, αρα ειναι και ριζα του f στο L. �

ΘΕΩΡΗΜΑ 7.2. ΈστωK ενα σωμα και f ενα πολυωνυμο επι τουK . Τοτε υπαρχει σωμα
διασπασης του f επι τουK .
Απόδειξη. Έστω deg(f) = n. Η αποδειξη θα γινει με επαγωγη στον βαθμου του πολυωνυ‑
μου f . Για n = 1 δεν εχουμε να αποδειξουμε τιποτα, καθως το σωμα διασπασης του f ειναι
το K . Υποθετουμε οτι καθε πολυωνυμο βαθμου n εχει σωμα διασπασης. Αν q ειναι ενα
πολυωνυμο με deg(q) = n+1, τοτε απο το Θεωρημα 7.1 (Kronecker), υπαρχει ενα σωμαΣ
και α ∈ Σωστε q(α) = 0. Άρα το q γραφεται στη μορφη

q(x) = (x− α)h(x),

οπου h ∈ K(α)[x] με deg(h) = n. Τωρα ομως απο την επαγωγικη υποθεση θα εχουμε οτι
υπαρχει σωμα διασπασης, εστω L, του h επι τουK(α). Έτσι το q διασπαται στο L. Μενει
να δειξουμε οτι το L ειναι το μικροτερο σωμα στο οποιο διασπαται το q. Έστω οτι το q
διασπαται σε καποιο σωμα M με K ⊂ M ⊂ L, τοτε το α ∈ M και συνεπως K(α) ⊂ M .
Αλλα τοM πρεπει να περιεχει και τις ριζες του h εφοσον αυτες ειναι ριζες και του q. Άρα
απο τον ορισμο του σωματος διασπασης L = M . �

ΛΗΜΜΑ 7.2. Καθε ομομορφισμος σωματων σ : K → M επεκτεινεται σε ομομορφισμο
δακτυλιων σ∗ : K[x] → M [x]. Επιπλεον, αν ο σ ειναι ισομορφισμος και ο σ∗ ειναι ισομορ‑
φισμος και διατηρει τους αναγωγους παραγοντες.
Απόδειξη. Έστω f ∈ K[x] με f(x) = a0 + a1x+ . . .+ anx

n. Οριζουμε

σ∗(f) = σ(a0) + σ(a1)x+ . . .+ σ(an)x
n

για καθε f ∈ K[x]. Ευκολα βλεπουμε οτι σ∗(f+g) = σ∗(f)+σ∗(g) και σ∗(fg) = σ∗(f)σ∗(g).
Ευκολα βλεπουμε οτι αν η σ ισομορφισμος τοτε και η σ∗ ισομορφισμος.

Τελος εστω f ∈ K[x] αναγωγο και σ∗(f) = gh οπου g, h ∈ M [x] και deg g, degh > 0. Ε‑
φοσονησ∗ ισομορφισμος και ησ−1

∗ ειναι ισομορφισμος και αρασ−1
∗ (σ∗(f)) = σ−1

∗ (g)σ−1
∗ (h)

δηλαδη f = σ−1
∗ (g)σ−1

∗ (h). Άρα το f δεν ειναι αναγωγο, ατοπο. �

ΘΕΩΡΗΜΑ 7.3. Έστω K1 και K2 να ειναι δυο ισομορφικα σωματα και σ : K1 −→ K2 ο
ισομορφισμος. Έστωεπισης f ∈ K1[x]καιL1, L2 τασωματαδιασπασης των f καισ∗(f) επι
τωνK1 καιK2 αντιστοιχα. Τοτε υπαρχει ισομορφισμος τ : L1 −→ L2 ο οποιος επεκτεινει
τον σ, δηλαδη τ |K1= σ.
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Απόδειξη. Θα δειξουμε το αποτελεσμα με επαγωγη στον βαθμο [L1 : K1]. Αν [L1 : k1] = 1
τοτε K1 = L1 και αρα K2 = L2 και ο ζητουμενος ισομορφισμος τ ειναι ειναι ο σ. Υποθε‑
τουμε οτι [L1 : K1] > 1 και το αποτελεσμα ισχυει για ολες τις διασπαστικες επεκτασεις
μικροτερου βαθμου.

Έστω α μια ριζα του f στο L1 \K1 και εστωm το ελαχιστο πολυωνυμο του α επι του
K1. Τοτε το m διαιρει το f και αρα υπαρχει q ∈ K1[x] ωστε f = mq. Συνεπως, σ∗(f) =
σ∗(mq) = σ∗(m)σ∗(q) και το σ∗(m) διαιρει το σ∗(f). Όμως το f διασπαται επι του L1 και
το σ∗(f) διασπαται επι του L2. Επομενως το σ∗(m) διασπαται επι του L2. Επιπλεον, το
πολυωνυμο σ∗(m) ειναι αναγωγο στο K2 εφοσον ο ισομορφισμος σ επαγει ισομορφισμο
μεταξυ των δακτυλιων πολυωνυμων K1[x] και K2[x] και αρα αναγωγοι παραγοντες του
K1[x] απεικονιζονται σε αναγωγους παραγοντες τουK2[x] (Λημμα 7.2).

Επιλεγω β μια ριζα του σ∗(m). Οριζω ϕ : K1(α) → K2(β) με ϕ(g(a)) = σ∗(g)(β). Παρα‑
τηρηστε οτι ϕ|K1 = σ και ϕ(α) = β. Θα δειξουμε πρωτα οτι η ϕ ειναι καλα ορισμενη. Έστω
g, h ∈ K1[x] με g(α) = h(α). Τοτε (g − h)(α) = 0 και αρα το m διαιρει το g − h εφοσον
το m ειναι το ελαχιστο πολυωνυμο του α. Όμως τοτε σ∗(m) διαιρει το σ∗(g − h) και αρα
σ∗(g − h)(β) = 0, δηλαδη σ∗(g)(β) = σ∗(h)(β) συνεπως ϕ(g(α)) = ϕ(h(α)). Άρα η ϕ καλα
ορισμενη. Ευκολα βλεπουμε οτι η ϕ ειναι ισομορφισμος που επεκτεινει την σ.

Έστω τωρα L1 και L2 τα σωματα διασπασης των πολυωνυμων f και σ∗(f) επι των
K1(α) και K2(β) αντιστοιχα. Τοτε [L1 : K1(α)] < [L1 : K1]. Άρα απο την επαγωγικη
υποθεση υπαρχει τ : L1 → L2 που επεκτεινει τον ϕ : K1(α) → K2(β). Άρα ο τ ειναι η
ζητουμενη επεκταση.

Το παρακατω μεταθετικο διαγραμμα περιγραφει την επαγωγικη κατασκευη της τ .

K1
σ //

��

$$I
II

II
II

II
K2

$$I
II

II
II

II

K1[x]
σ∗ //

zzvvv
vv
vv
vv

��

K2[x]

zzvvv
vv
vv
vv

K1(α)
ϕ //

��

K2(β)

��
L1

τ // L2

�

ΠΟΡΙΣΜΑ 7.1. Έστω L : K να ειναι διασπαστικη επεκταση και α, β ∈ L. Τοτε υπαρχει
K−αυτομορφισμος του L που στελνει το α στο β αν και μονο αν τα α και β εχουν το ιδιο
ελαχιστο πολυωνυμο επι τουK .

Απόδειξη. Εφοσον η L : K ειναι διασπαστικη επεκταση θα υπαρχει πολυωνυμο f ωστε το
L ειναι το σωμα διασπασης του f . Άρα υπαρχουν α1, α2, . . . , αn ∈ L, ωστε

f(x) = c(x− α1)
m1(x− α2)

m2 · · · (x− αn)
mn
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και συνεπως L = K(α1, α2, . . . , αn).
(=⇒) Έστω α, β ∈ L, υποθετουμε οτι υπαρχειK−αυτομορφισμος σ : L −→ L με σ(α) =
β. Έστωmα να ειναι το ελαχιστο πολυωνυμο τουα καιmβ να ειναι το ελαχιστο πολυωνυμο
του β. Αν

mα = c0 + c1x+ c2x
2 + · · ·+ cnx

n c0, c1, . . . , cn ∈ K,

τοτε

σ
(
mα(α)

)
= σ(c0 + c1α + c2α

2 + · · ·+ cnα
n)

ομως ο σ ειναιK−αυτομορφισμος, αρα

σ(c0 + c1α + c2α
2 + · · ·+ cnα

n) = σ(c0) + σ(c1)σ(a) + σ(c2)σ(a
2) + · · ·+ σ(cn)σ(a

n)

= c0 + c1σ(a) + c2
(
σ(a)

)2
+ · · ·+ cn

(
σ(a)

)n
= c0 + c1β + c2β

2 + · · ·+ cnβ
n

= mα(β).

Επισης
σ
(
mα(α)

)
= σ(0) = 0,

αρα
mα(β) = σ

(
mα(α)

)
= 0

Επομενως,
mβ = qmα + r οπου r = 0 η deg r < degmα.

Όμωςmα(α) = mβ(α) = 0 συνεπως r = 0 διαφορετικα το α ειναι ριζα ενος πολυωνυμου
βαθμου μικροτερου του degmα ατοπο μιας και τοmα ειναι το ελαχιστο πολυωνυμο του α.
Άραmβ | mα. Παρομοια καιmα | mβ , αραmα = mβ .

(⇐=) Ας υποθεσουμε οτι τα α, β ειναι στοιχεια τουL με το ιδιο ελαχιστο πολυωνυμοm
επι τουK . Οριζουμε ϕ : K(α) → K(β) με ϕ(h(α)) = h(β) για καθε πολυωνυμο h ∈ K[x].
Προφανως, αν h1, h2 ∈ K[x] τοτε h1(α) = h2(α) αν και μονο αν το h1−h2 διαιρειται απο το
m αν και μονο αν h1(β) = h2(β). Άρα η ϕ ειναι καλα ορισμενη. Ευκολα βλεπουμε οτι ειναι
εναK ισομορφισμος και ϕ(α) = β.

Αν τωρα L ειναι το σωμα διασπασης επι τουK καποιου πολυωνυμου f ∈ K[x] τοτε το
L ειναι και σωμα διασπασης του f επι τουK(α) και τουK(β). Άρα απο το Θεωρημα 7.3 ο
K−ισομορφισμος ϕ επεκτεινεται σεK−αυτομορφισμο απο του L που στελνει το α στο β.
�

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 7.2. 1. Έστω f(x) = (x2 − 3)(x3 + 1) ∈ Q[x]. Ποιο ειναι το σωμα δια‑
σπασης του f επι του Q; Παρατηρω οτι το f διασπαται στο Q μιας και το −1 ειναι
ριζα του x3 + 1. Άρα
Άρα

f(x) = (x2 − 3)(x+ 1)(x2 − x+ 1)
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λυνω
x2 − x+ 1 = 0 ⇐⇒ x1,2 =

1± i
√
3

2
.

Άρα οι ριζες του f στο C ειναι οι ±3,−1, 1±i
√
3

2
. Άρα το σωμα διασπασης του f ειναι

το
Q
(√

3,
1 + i

√
3

2

)
= Q

(√
3, i

)
.

2. Έστω f(x) = (x2 − 2x− 2)(x2 + 1) ∈ Q[x]. Οι ριζες του f στο C ειναι οι±i, 1±
√
3.

Άρα το σωμα διασπασης του f ειναι το
Q(i, 1 +

√
3) = Q

(√
3, i

)
.

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 7.1. Απο τα παραδειγματα 2 και 3 συμπεραινουμε οτι δυο διαφορε‑
τικα πολυωνυμα μπορουν να εχουν το ιδιο σωμα διασπασης.

3. Έστω f(x) = x2+x+1 ∈ Z2[x]. Ποιο το σωμα διασπασης του f ; Θα βρουμε το σωμα
διασπασης του f με τη μεθοδο του Kronecker. Φανερα το f ειναι αναγωγο επι του
Z2[x]. Έστω I = 〈f〉 να ειναι το ιδεωδες που παραγεται απο το f . Τοτε θεωρουμε το
σωμα

F = Z2[x]/〈f〉 = {(αx+ β) + I | α, β ∈ Z2}.
Αν ονομασουμε j το x + I βλεπουμε οτι το F αποτελειται απο 4 στοιχεια το οποια
συμβολιζουμε με F = {0, 1, j, j + 1}, οπου

0 = 0 + I

1 = 1 + I

j = x+ I

j + 1 = x+ 1 + I.

Το j ειναι ριζα του f στο F . Πραγματι, f(j) = j2 + j+1 = x2 + x+1+ I = I. Επισης
επειδη καθε στοιχειο του F εχει ταξη 2 (εκτος απο το 0), συμπεραινουμε οτι

(F,+) ∼= Z2 × Z2 και (F\{0}, ·) ∼= Z3.

Συνεπως το σωμα διασπασης του f ειναι το F = Z2(j). Ας δουμε τωρα και πως
διασπαται το f στο Z2(j). Διαιρουμε το f με το x− j.

x2 + x+ 1 x− j
−x2 + jx x+ (j + 1)

(j + 1)x+ 1
−(j + 1)x− (j2 + j)

−j2 − j + 1 = j2 + j + 1 = 0

Άρα το f διασπαται ως εξης
f(x) = (x− j)(x+ j + 1).
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