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8 Κανονικές Επεκτάσεις
ΟΡΙΣΜΟς 8.1. ΈστωL : K να ειναι μια επεκταση σωματος. Η επεκτασηL : K θα λεγεται
κανονικη αν καθε αναγωγο πολυωνυμο επι τουK που εχει μια ριζα στο L, διασπαται στο
L.

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 8.1. Μια επεκταση L : K ειναι κανονικη αν και μονο αν για καθε α ∈ L
το ελαχιστο πολυωνυμο του α επι τουK διασπαται στο L.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 8.1. 1. Οι επεκτασεις C : R και C : Q ειναι κανονικες καθως απο το
Θεμελιωδες Θεωρημα της Άλγεβρας, καθε πολυωνυμο διασπαται στο C.

2. Η επεκτασηQ( 3
√
2) : Q δεν ειναι κανονικη επεκταση καθως το πολυωνυμο

f(x) = x3 − 2

επι τουQ, εχει ριζες τις 3
√
2, 3
√
2 e2πi/3, 3

√
2 e4πi/3, απο τις οποιες μονο η 3

√
2 ανηκει στο

Q( 3
√
2), ενω οι αλλες οχι.

ΘΕΩΡΗΜΑ 8.1. Μια επεκταση L : K ειναι κανονικη και πεπερασμενη αν και μονο αν το
L ειναι σωμα διασπασης για καποιο πολυωνυμο f ∈ K[x].

Απόδειξη. (=⇒) Υποθετουμε οτι η επεκταση L : K ειναι κανονικη και πεπερασμενη. Απο
το Πορισμα 5.2 θα εχουμε οτι υπαρχουν α1, α2, . . . , αn ∈ L, αλγεβρικα επι του K ωστε
L = K(α1, α2, . . . , αn). Έστω m1,m2, . . . ,mn τα ελαχιστα πολυωνυμα των α1, α2, . . . , αn

επι τουK αντιστοιχα και εστω
f = m1m2 · · ·mn.

Καθενα απο τα mi ειναι αναγωγο επι του K και εχει μια ριζα αi ∈ L. Επειδη η επεκταση
L : K ειναι κανονικη καθεmi διασπαται επι του L. Άρα το f διασπαται επι του L. Επειδη
το L παραγεται απο τοK και τις ριζες του f , θα ειναι το σωμα διασπασης του f .
(⇐=) Τωρα υποθετουμε οτι τοL ειναι το σωμα διασπασης καποιου πολυωνυμου f επι του
K . Η επεκταση L : K ειναι πεπερασμενη καθως προκυπτει απο το K με τη προσθηκη
των ριζων του f . Δηλαδη L = K(α1, α2, . . . , αn), οπου α1, α2, . . . , αn ειναι οι ριζες του f .
Άρα τα α1, α2, . . . , αn ειναι αλγεβρικα επι τουK , συνεπως απο το Πορισμα 5.2 η επεκταση
L : K ειναι πεπερασμενη. Μενει να δειξουμε οτι η επεκταση L : K ειναι κανονικη. Για
να το κανουμε αυτο θα παρουμε ενα αναγωγο πολυωνυμο g επι του K το οποιο εχει μια
ριζα στοL και θα δειξουμε οτι το g διασπαται στοL. ΈστωM να ειναι το σωμα διασπασης
του fg. Φανερα L ⊆ M και τα f, g διασπωνται στοM . Έστω ϱ1, ϱ2 να ειναι να ειναι ριζες
του g επι του M . Το πολυωνυμο f διασπαται επι των L(ϱ1) και L(ϱ2). Επιπλεον, αν το
f διασπαται επι ενος αλλου υποσωματος τουM που περιεχει τοK(ϱ1) τοτε το υποσωμα
αυτο πρεπει να περιεχει και το L εφοσον το L ειναι το σωμα διασπασης του f επι του K
και αρα θα πρεπει να περιεχει και το L(ϱ1). Άρα το L(ϱ1) ειναι το σωμα διασπασης του f
επι τουK(ϱ1). Όμοια, το L(ϱ2) ειναι το σωμα διασπασης του f επι τουK(ϱ2).

Ισχυριζομαστε οτι
[L(ϱ1) : L] = [L(ϱ2) : L].
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Θεωρουμε την απεικονιση σ : K(ϱ1) −→ K(ϱ2) με

σ(k) = k ∀k ∈ K και σ(ϱ1) = ϱ2.

Αρχικα θα δειξουμε οτι η σ ειναι καλα ορισμενη. Έστω h1, h2 ∈ K(ϱ1) με h1(ϱ1) =
h2(ϱ1). Χρησιμοποιωντας τον Ευκλειδειο αλγοριθμο βρισκουμε τον μεγιστο κοινο διαιρετη
του g και του h1 − h2, εστω οτι ειναι το πολυωνυμο r. Τοτε θα εχουμε οτι

q1g + q2(h1 − h2) = r

αρα
r(ϱ1) = q1(ϱ1)g(ϱ1) + q2(ϱ1)(h1 − h2)(ϱ1) = 0.

Αφου λοιπον το πολυωνυμο r εχει ριζα το ϱ1, το r δεν μπορει να ειναι σταθερο πολυωνυμο,
δηλαδη deg(r) > 0. Τωρα ομως εχουμε οτι ενα μησταθεροπολυωνυμο, διαιρει το αναγωγο
πολυωνυμο g, το οποιο μπορει να συμβαινει μονο αν το r ειναι της μορφης cg, οπου c ∈ K .
Άρα το g διαιρει το (h1 − h2), συνεπως

h1 − h2 = qg,

αρα
(h1 − h2)(ϱ2) = q(ϱ2)g(ϱ2) =⇒ (h1 − h2)(ϱ2) = 0 =⇒ h1(ϱ2) = h2(ϱ2).

οποτε
σ
(
h1(ϱ2)

)
= σ

(
h2(ϱ2)

)
.

Συνεπως η απεικονιση σ ειναι καλα ορισμενη. Ευκολα βλεπει κανεις οτι η σ ειναι 1− 1, επι
και οτι σ(x + y) = σ(x) + σ(y). Έτσι μας μενει μονο να δειξουμε οτι σ(xy) = σ(x)σ(y).
Έστω x = p1(ϱ1), y = p2(ϱ1) και h(ϱ1) = p1(ϱ1)p2(ϱ1). Τοτε

(h− p1p2)(ϱ1) = 0.

Χρησιμοποιωντας τον Ευκλειδειο αλγοριθμο βρισκουμε τον μεγιστο κοινο διαιρετη του g
και του h− p1p2, εστω οτι ειναι το πολυωνυμο r̂. Τοτε θα εχουμε

q1g + q2(h− p1p2) = r̂

αρα
r̂(ϱ1) = q1(ϱ1)g(ϱ1) + q2(ϱ1)(h− p1p2)(ϱ1) = 0.

Αφου λοιπον το πολυωνυμο r̂ εχει ριζα το ϱ1, το r̂ δεν μπορει να ειναι σταθερο πολυωνυμο,
δηλαδη deg(r̂) > 0. Τωρα ομως εχουμε οτι ενα μησταθεροπολυωνυμο, διαιρει το αναγωγο
πολυωνυμο g, το οποιο μπορει να συμβαινει μονο αν το r̂ ειναι της μορφης cg, οπου c ∈ K .
Άρα το g διαιρει το (h− p1p2), συνεπως

h− p1p2 = q̂g
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αρα

h(ϱ2)− p1(ϱ2)p2(ϱ2) = q̂(ϱ2)g(ϱ2) =⇒ h(ϱ2)− p1(ϱ2)p2(ϱ2) = 0 =⇒ h(ϱ2) = p1(ϱ2)p2(ϱ2),

οποτε
σ
(
h(ϱ1)

)
= σ

(
p1(ϱ1)

)
σ
(
p2(ϱ1)

)
.

Άρα ο σ : K(ϱ1) −→ K(ϱ2) ειναι ισομορφισμος. Επιπλεον, ταL(ϱ1) καιL(ϱ2) ειναι σωματα
διασπασης του f επι τωνK(ϱ1) ΚαιK(ϱ2) συνεπως απο το Θεωρημα 7.3 ο σ επεκτεινεται
σε ισομορφισμο τ : L(ϱ1) −→ L(ϱ2). Άρα οι επεκτασεις L(ϱ1) : K και L(ϱ2) : K ειναι
ισομoρφικες και [L(ϱ1) : K] = [L(ϱ2) : K]. Αλλα

[L(ϱ1) : K] = [L(ϱ1) : L][L : K] = [L(ϱ2) : L][L : K] = [L(ϱ2) : K]

δηλαδη [L(ϱ1) : L] = [L(ϱ2) : L]. Άρα ϱ1 ∈ L αν και μονο αν ϱ2 ∈ L. Με αλλα λογια, αν μια
ριζα του αναγωγου πολυωνυμου f ανηκει στοL τοτε καθε ριζα του f ανηκει στοL και αρα
η L : K ειναι κανονικη επεκταση.

Το παρακατω διαγραμμα δειχνει πως σχετιζονται μεταξυ τους τα υποσωματα τουM .

M

L(ϱ1)

;;xxxxxxxxx
τ // L(ϱ2)

ccFFFFFFFFF

L

ccFFFFFFFFF

OO

;;xxxxxxxxx

K(ϱ1)

OO

σ // K(ϱ2)

OO

K

ccFFFFFFFFF

OO

;;xxxxxxxxx

DD [[

�

8.1 Ασκήσεις
1. Δειξτε οτι ταμοναυποσωματατουQ(i,

√
5) ειναι ταQ(i),Q(

√
5),Q(i

√
5)καιQ(i,

√
5).

2. Προσδιοριστε τα σωματα διασπασης επι τουQ των πολυωνυμων x3−1, x4+5x2+6,
x6 − 8.

3. Ποιες απο τις παρακατω επεκτασεις ειναι κανονικες?

(i) Q(x) : Q.
(ii) Q(

√
−5) : Q.
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(iii) Q(a) : Q οπου a ειναι η πραγματικη εβδομη ριζα του 5.
(iv) R(

√
−7) : R

4. Δειξτε οτι καθε επεκταση ενος υποσωματος του C βαθμου 2 ειναι κανονικη. Ισχυει
το παραπανω για τις επεκτασεις οποιουδηποτε βαθμου?

5. Εξηγηστε αν οι παρακατω προτασεις ειναι αληθεις η ψευδεις.

(i) Καθε πολυωνυμο επι τουQ διασπαται σε καποιο υποσωμα του C.
(ii) Τα σωματα διασπασης στο C ειναι μοναδικα.
(iii) Καθε πεπερασμενη επεκταση ειναι κανονικη.
(iv) ΗQ(

√
19) : Q ειναι κανονικη επεκταση.

(v) ΗQ( 4
√
19) : Q ειναι κανονικη επεκταση.

(vi) ΗQ( 4
√
19) : Q(

√
19) ειναι κανονικη επεκταση.

(vii) Καθε κανονικη επεκταση μιας κανονικης επεκτασης ειναι κανονικη επεκταση.

9 Διαχωρισιμότητα
ΟΡΙΣΜΟς 9.1. ΈστωK σωμα και f πολυωνυμο με

f(x) = c0 + c1x+ c2x
2 + · · ·+ cnx

n, ci ∈ K.

Η παραγωγοςDf του f οριζεται ως

Df(x) =
n∑

i=1

jcjx
j−1.

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 9.1. Για καθε πολυωνυμα f, g ∈ K ισχυουν τα εξης:

• D(f + g) = Df +Dg

• D(fg) = D(f)g + fD(g)

• Αν το f ειναι το σταθερο πολυωνυμο τοτεDf = 0

Η αποδειξη των παραπανω ειναι απλη εφαρμογη του ορισμου 9.1.

ΟΡΙΣΜΟς 9.2. Έστω K σωμα, f πολυωνυμο επι του K και L : K μια επεκταση. Ένα
στοιχειο α ∈ L λεγεται πολλαπλη ριζα του f επι τουK αν το πολυωνυμο (x − α)2 διαιρει
το f .
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ΠΡΟΤΑΣΗ 9.1. Έστω K σωμα και f πολυωνυμο επι του K . Το f εχει πολλαπλη ριζα σε
ενα σωμα διασπασης του f επι τουK αν και μονο αν υπαρχει μη σταθερο πολυωνυμο επι
τουK το οποιο να διαιρει το f και τοDf στοK .
Απόδειξη. (=⇒)Αντο f εχει πολλαπληριζααστοσωμαδιασπασηςL, τοτε υπαρχει g ∈ L[x]
ωστε

f(x) = (x− α)2g(x) και Df(x) = 2(x− α)g(x) + (x− α)2Dg(x).

Άρα το ελαχιστο πολυωνυμο του α στο K[x] διαιρει και το f και το Df , διοτι και τα δυο
εχουν ριζα το α.
(⇐=) Έστω f ∈ K[x] ωστε f καιDf να διαιρουνται απο ενα μη σταθερο πολυωνυμο g ∈
K[x]. Τοτε θα υπαρχουν πολυωνυμα q1, q2 ∈ K[x]ωστε

• f(x) = q1(x)g(x) και

• Df(x) = q2(x)g(x)

Έστω L το σωμα διασπασης του f επι του K , τοτε και το g διασπαται στο L. Έστω
ϱ ∈ L μια ριζα του g, τοτε

f(ϱ) = 0 =⇒ f(x) = (x− ϱ)p(x), (1)
για καποιο πολυωνυμο p ∈ L[x], αρα

Df(x) = p(x) + (x− ϱ)Dp(x). (2)

Όμως το g διαιρει τοDf , συνεπως υπαρχει καποιο h ∈ L[x]ωστε

Df(x) = h(x)g(x) =⇒ Df(ϱ) = h(ϱ)g(ϱ) = 0, (3)
τωρα απο τις (2) και (3) θα εχουμε οτι

0 = Df(ϱ) = p(ϱ),

αρα υπαρχει πολυωνυμο l ∈ L[x]ωστε

p(x) = (x− ϱ)l(x), (4)

ετσι απο τις σχεσεις (1) και (4) θα εχουμε οτι

f(x) = (x− ϱ)2l(x),

συνεπως το f εχει πολλαπλη ριζα στο L.
�

ΟΡΙΣΜΟς 9.3. Ένα αναγωγο πολυωνυμο f επι τουK θα λεγεται διαχωρισιμο επι τουK
αν δεν εχει πολλαπλες ριζες στο σωμα διασπασης του.
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Αυτο σημαινει οτι το f στο σωμα διασπασης του γραφεται σαν γινομενο πρωτοβαθ‑
μιων παραγοντων, δηλαδη στη μορφη

f(x) = c(x− a1)(x− a2) · · · (x− an), οπου a1, . . . , an διακριτα.

Θα δωσουμε ενα ισοδυναμο ορισμο.

ΟΡΙΣΜΟς 9.4. Ένα αναγωγο πολυωνυμο f επι τουK θα λεγεται διαχωρισιμο επι τουK
αν ολοι οι αναγωγοι παραγοντες του f ειναι διαχωρισιμοι στο σωμα διασπασης του.

ΠΡΟΤΑΣΗ 9.2. ΈστωK ενα σωμα. Ένα αναγωγο πολυωνυμο f ∈ K[x] δεν ειναι διαχω‑
ρισιμο αν και μονο ανDf = 0
Απόδειξη. (=⇒)Έστω f ∈ K[x] ενααναγωγοπολυωνυμοπου δεν ειναι διαχωρισιμο. Συνε‑
πως το f εχει πολλαπλες ριζες στο σωμα διασπασης του, αρα απο την Προταση 9.1 υπαρχει
g ∈ K[x] ωστε το g να διαιρει το f και τοDf , οποτε αφου το f ειναι αναγωγο, θα εχουμε
οτι

g = cf οπου c ∈ K.

Όμως το cf διαιρει τοDf , οποτε και το f διαιρει τοDf . Αλλα deg(f) > deg(Df) συνεπως
Df = 0.
(⇐=) Υποθετουμε οτιDf = 0 τοτε το f διαιρει και το f και τοDf , ετσι απο την Προταση
9.1 το f θα εχει πολλαπλες ριζες στο σωμα διασπασης του. Άρα το f δεν ειναι διαχωρισιμο.

�

ΟΡΙΣΜΟς 9.5. Έστω L : K να ειναι μια επεκταση και a ∈ L ενα αλγεβρικο στοιχειο επι
τουK . Θα λεμε οτι το a ειναι διαχωρισιμο επι τουK αν το ελαχιστο πολυωνυμο του α επι
του ειναι διαχωρισιμο επι τουK .

ΟΡΙΣΜΟς 9.6. Μια αλγεβρικη επεκταση L : K θα λεγεται διαχωρισιμη αν καθε a ∈ L
ειναι διαχωρισιμο επι τουK .

ΛΗΜΜΑ 9.1. ΑνK ειναι ενα σωμα χαρακτηριστικης 0, τοτε καθε f πολυωνυμο επι τουK
με deg(f) > 0 ειναι διαχωρισιμο. Άρα και καθε επεκταση L : K ειναι διαχωρισιμη.

Απόδειξη. ΤοK εχει χαρακτηριστικη 0, αρα

nx 6= 0 ∀n ∈ N,∀x ∈ K.

Έστω f(x) ∈ K[x] και g(x) = c0 + c1x+ c2x
2 + · · ·+ cnx

n ενας αναγωγος παραγοντας του
f επι τουK με deg(g) > 1. Τοτε

Dg(x) = c1 + 2c2x+ 3c3x
2 + · · ·+ ncnx

n−1 6= 0.

Άρα απο την Προταση 9.2 και τον ορισμο 9.4 το f ειναι διαχωρισιμο επι του K . Άρα η
επεκταση ειναι διαχωρισιμη. �
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10 Πεπερασμένα Σώματα
ΛΗΜΜΑ 10.1. ΈστωK ενα σωμα χαρακτηριστικης p > 0 (p πρωτος). Τοτε η απεικονιση
ϕ : K −→ K με

ϕ(x) = xp, x ∈ K

ειναι μονομορφισμος σωματων. Αν τοK ειναι πεπερασμενο τοτε ο ϕ ειναι αυτομορφισμος
σωματων.
Απόδειξη. Αρχικα θα δειξουμε οτι ο ϕ ειναι ομομορφισμος σωματων. Έστω x, y ∈ K , τοτε

ϕ(xy) = (xy)p = xpyp = ϕ(x)ϕ(y).

Επισης απο το διωνυμικο θεωρημα θα εχουμε οτι

ϕ(x+ y) = (x+ y)p

=

(
p

0

)
xp +

(
p

1

)
xp−1y +

(
p

2

)
xp−2y2 + · · ·+

(
p

p− 1

)
xyp−1 +

(
p

p

)
yp

ομως(
p

k

)
=

p!

k!(p− k)!
=

(p− k + 1) . . . (p− 1)p

k!
= 1−12−1 · · · k−1(p−k+1) · · · (p−1)p ≡ 0(modp)

αρα

xp +

(
p

1

)
xp−1y +

(
p

2

)
xp−2y2 + · · ·+

(
p

p− 1

)
xyp−1 + yp = xp + yp

= ϕ(x) + ϕ(y).

Άρα η ϕ ειναι ομομορφισμος. Τωρα θα δειξουμε οτι η ϕ ειναι 1 − 1. Εφοσον η ϕ ειναι ομο‑
μορφισμος, ο πυρηνας Ker(ϕ) θα ειναι ενα ιδεωδες τουK . Όμως επειδη τοK ειναι σωμα,
τα μονα ιδεωδη που εχει ειναι το τετριμμενο {0} και ολοκληρο τοK . Αλλα ϕ(1) = 1 6= 0,
αρα ϕ 6= 0, οποτε ο πυρηνας Ker(ϕ) 6= K . Άρα Ker(ϕ) = {0} και συνεπως η ϕ ειναι 1 − 1.
Άρα η ϕ ειναι ενας μονομορφισμος. Τωρα αν τοK ειναι πεπερασμενο, τοτε καθε μονομορ‑
φισμος f : K −→ K ειναι και επι, αρα ο ϕ ειναι αυτομορφισμος. �

ΟΡΙΣΜΟς 10.1 (Frobenius Μονομορφισμος). ΈστωK να ειναι ενα σωμα χαρακτη‑
ριστικης p > 0. Τοτε η απεικονιση ϕ : K −→ K με

ϕ(x) = xp, x ∈ K

ονομαζεται Frobenius μονομορφισμος τουK . Αν τοK ειναι πεπερασμενο τοτε η ϕ θα λε‑
γεται Frobenius αυτομορφισμος.
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ΘΕΩΡΗΜΑ 10.1. Έστω p να ειναι ενας πρωτος αριθμος και εστω q = pn, οπου n ∈ N.
Ένα σωμα K εχει q στοιχεια αν και μονο αν ειναι το σωμα διασπασης του πολυωνυμου
f(x) = xq − x επι του Zp.
Απόδειξη. (=⇒) Έστω K να ειναι ενα σωμα με q στοιχεια. Το (K\{0}, ·) ειναι αβελιανη
ομαδα ταξης q − 1, ετσι αν a ∈ K\{0} τοτε

aq−1 = 1 =⇒ aq = a =⇒ aq − a = 0.

Παρατηρηστε οτι τα as, s = 0, . . . , q− 1 ειναι διακριτα. Άρα καθε στοιχειο τουK ειναι ριζα
του πολυωνυμου f(x) = xq−x. Καθως το f ειναι βαθμου q εχει q διακριτες ριζες, οι οποιες
ειναι ακριβως τα στοιχεια τουK . Συνεπως το σωμα διασπασης του f ειναι τοK .
(⇐=) Έστω οτι τοK ειναι το σωμα διασπασης του πολυωνυμου f(x) = xq − x, δηλαδη

K = Zp(α1, α2, . . . , αq),

οπου α1, α2, . . . , αq ειναι οι ριζες του f . Άρα τοK ειναι πεπερασμενο. Τωρα επειδη
0 6= Df(x) = qxq−1 − 1 ≡ −1 (mod q)

απο την Προταση 9.2, το f ειναι διαχωρισιμο επι του K , δηλαδη ολες οι ριζες του f ειναι
διακριτες, αρα το f εχει ακριβως q ριζες επι τουK . Θεωρουμε την απεικονιση ϕ : K −→ K
με

ϕ(x) = xq.

Η ϕ ειναι μονομορφισμος καθως ειναι πεπερασμενη συνθεση Frobenius μονομορφισμων.
Έστωα ∈ K . Τοτε τοα ειναι ριζα του f αν και μονο αν ϕ(α) = α, αρα οι ριζες του f οριζουν
υποσωμα τουK , το οποιο ομως ειναι ισο με τοK εφοσον τοK ειναι σωμα διασπασης. Άρα
τοK αποτελειται απο τις ριζες του f και συνεπως |K| = q. �

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 10.1. Θα δουμε οτι τα μονα πεπερασμενα σωματα που μπορουμε να κα‑
τασκευασουμε, ειναι σωματα με pn στοιχεια, οπου p πρωτος.

Πραγματι εστω K ενα πεπερασμενο σωμα χαρακτηριστικης p. Τοτε το Zp ειναι υπο‑
σωμα του K . Έστω n ο βαθμος της επεκτασης K : Zp και {α1, α2, . . . , αn} μια βαση του
διανυσματικου χωρου K επι του Zp, οπου p πρωτος. Καθε στοιχειο s ∈ K γραφεται ως
γραμμικος συνδυασμος των α1, α2, . . . , αn, δηλαδη

s = r1α1 + r2α2 + · · ·+ rnαn, οπου r1, r2, . . . , rn ∈ Zp.

Άρα |K| = pn.
ΟΡΙΣΜΟς10.2. Ένασωμαμε pn στοιχεια (pπρωτος)συμβολιζεται μεF (pn)ηFpn ηGF (pn)
(Galois Field) και λεγεται σωμα Galois με pn στοιχεια.
ΛΗΜΜΑ 10.2. Έστω φ : N −→ N η συναρτηση Euler, δηλαδη

φ(n) = |{x ∈ N | 0 < x ≤ n, ωστε (x, n) = 1}|

Για καθε n ∈ N ισχυει ∑
d|n

φ(d) = n.
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Απόδειξη. Θεωρω το συνολο A = {1, 2, 3, . . . , n − 1, n}. Αν ο d ειναι διαιρετης του n, τοτε
ο d διαιρει τους

1d, 2d, . . . ,
(n
d
− 1

)
d,
n

d
d.

Έστω κ ∈
{
1, 2, . . . , n

d
− 1, n

d

}
, τοτε

(kd, n) = d⇐⇒ (k, n/d) = 1.

Άρα υπαρχουν ϕ(n/d) ακεραιοι στο {1, 2, · · · , n/d}, που εχουν μεγιστο κοινο διαιρετη με
το n, d. Διαμεριζω το Α στα εξης υποσυνολα

A1 = {x ∈ N | 0 < x ≤ n, (x, n) = 1}
A2 = {x ∈ N | 0 < x ≤ n, (x, n) = d2}

...
As = {x ∈ N | 0 < x ≤ n, (x, n) = ds}

ετσι θα εχουμε οτι

|A1| = ϕ(n)

|A2| = ϕ(n/d2)

...
|As| = ϕ(n/ds)

Τα συνολα Ai ειναι ξενα μεταξυ τους και αποτελουν διαμεριση του A, δηλαδη για καθε
α ∈ A, υπαρχει i = 1, 2, . . . , sωστε α ∈ Ai. Ειναι φανερο οτι

s∑
i=1

|Ai| = n,

αρα ∑
d|n

ϕ(n/d) = n

ομως
n =

∑
d|n

ϕ(n/d) =
∑
d|n

ϕ(d).

�

ΘΕΩΡΗΜΑ 10.2. Έστω G μια πεπερασμενη υποομαδα της πολλαπλασιαστικης ομαδας
ενος σωματος. Τοτε ηG ειναι κυκλικη.
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Απόδειξη. Έστω n να ειναι η ταξη της ομαδαςG και d1, d2, . . . , ds να ειναι ολοι οι διαιρετες
του n. Απο το θεωρημα του Lagrange, εχουμε οτι η ταξη καθε στοιχειου διαιρει τη ταξη της
ομαδας. Έτσι αν ψ(d) ειναι ο αριθμος των στοιχειων τηςG με ταξη d, τοτε

s∑
i=1

ψ(di) = n.

Έστω g ∈ G ενα στοιχειο ταξης d ∈ {d1, d2, . . . , ds}. Τα 1, g, g2, . . . , gd−1 ειναι διακριτα
στοιχεια τουG και ειναι ριζες του πολυωνυμου xd− 1. Αλλα ενα πολυωνυμο βαθμου d εχει
το πολυ d ριζες και αρα καθε στοιχειο x της G που ικανοποιει την xd = 1 ειναι το gk για
μοναδικο k με 0 ≤ k ≤ d.

Επιπλεον, (k, d) = 1 τοτε το στοιχειο gk εχει ταξη d. Αντιστροφα, αν (d, k) = 1 τοτε το
gk εχει ταξη d. Άρα αν το ψ(d) 6= 0 τοτε ψ(d) = ϕ(d) οπου ϕ(d) οι ακεραιοι 0 ≤ k ≤< d με
(k, d) = 1.

Σε καθε περιπτωση
0 ≤ ψ(d) ≤ ϕ(d).

Όμως
s∑

i=1

ψ(di) = n =
s∑

i=1

ϕ(di) =⇒ ψ(di) = ϕ(di) ∀i = 1, 2, . . . , s

αρα
ϕ(n) = ψ(n) ≥ 1

αρα υπαρχει στοιχειο ταξης n στηνG οποτε ηG ειναι κυκλικη. �

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 10.1. Να κατασκευαστουν τα σωματα διασπασης των πολυωνυμων

1. f1(x) = x3 − 1 ∈ Q[x],

2. f2(x) = x4 + 5x2 + 6 ∈ Q[x].

1. Το 1 ειναι ριζα του πολυωνυμου f1, αρα θα υπαρχει πολυωνυμο q ∈ Q[x]ωστε

f(x) = (x− 1)q(x).

Ας βρουμε το πολυωνυμο q κανοντας τη διαιρεση του f με το (x− 1).

x3 + 0x2 + 0x− 1 x− 1
−x3 + x2 x2 + x+ 1

x2 + 0x− 1
−x2 − x+ 0

−x− 1
x+ 1

0
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Γνωριζουμε γενικοτερα οτι xn − 1 = (x− 1)(xn−1 + xn−2 + . . .+ x+ 1).
Άρα

f1(x) = x3 − 1 = (x− 1)(x2 + x+ 1).

Τωρα
x2 + x+ 1 = 0 =⇒ x1,2 =

−1± i
√
3

2

Άρα
x2 + x+ 1 =

(
x− −1 + i

√
3

2

)(
x+

−1− i
√
3

2

)
και ετσι

f1(x) = (x− 1)
(
x− −1 + i

√
3

2

)(
x+

−1− i
√
3

2

)
Άρα το σωμα διασπασης του f1 ειναι το

Q
(−1 + i

√
3

2

)
= Q(i

√
3).

2. Θετουμε y = x2 και θα εχουμε οτι f2(x) = y2 + 5y + 6. Όμως

y2 + 5y + 6 = (y + 3)(y + 2) = (x2 + 3)(x2 + 2),

αρα
f2(x) = (x2 + 3)(x2 + 2) = (x− i

√
3)(x+ i

√
3)(x− i

√
2)(x+ i

√
2).

Άρα το σωμα διασπασης του f2 ειναι το

Q(i
√
2, i

√
3).

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ10.2. Νακατασκευαστει τοσωμαδιασπασης του f(x) = x3+2x+1στοZ3.
Ευκολα βλεπουμε οτι το f δεν εχει ριζες στο Z3, αρα ειναι αναγωγο μιας και ειναι βαθμου
3. Έστω I = 〈x3+2x+1〉 το ιδεωδες που παραγεται απ’ το πολυωνυμο f(x) = x3+2x+1.
Κατασκευαζουμε το σωμα

Z3[x]/I =
{
c2x

2 + c1x+ c0 + I | c0, c1, c2 ∈ Z3

}
= F27.

Ξερουμε οτι το πολυωνυμο f εχει μια ριζα στο F27, την x+I = ζ . Διαιρουμε το f με το x−ζ

x3 + 0x2 + 2x+ 1 x− ζ
−x3 + ζx2 x2 + ζx+ (2 + ζ2)

ζx2 + 2x+ 1
−ζx2 + ζ2x

(2 + ζ2)x+ 1
−(2 + ζ2)x+ ζ(2 + ζ2)

ζ3 + 2ζ + 1 = 0
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Άρα το πολυωνυμο f γραφεται στη μορφη

f(x) = (x− ζ)
(
x2 + ζx+ (2 + ζ2)

)
Ευκολα βλεπουμε οτι το ζ + 1 ειναι ριζα του x2 + ζx+ (2 + ζ2) στο F27 και τελικα εχουμε

x3 + 2x+ 1 = (x− ζ)(x− (ζ + 1))(x+ (2ζ + 1))

οποτε το F27 ειναι το σωμα διασπασης του f . Να παρατηρησουμε οτι στην ουσια το F27

κατασκευαστηκε προσαρτωντας στο Z3 μια ριζα του πολυωνυμου f (την ζ), συνεπως

F27 = Z3(ζ).

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 10.3. Ποια απο τα παρακατω πολυωνυμα

1. f1(x) = x3 + 1

2. f2(x) = x2 + 2x− 1

3. f3(x) = x6 + x5 + x4 + x3 + x2 + x+ 1

ειναι διαχωρισιμα στο: Q, C, Z2, Z3 ,Z5, Z7, Z19;
Απο το Λημμα 9.1 ολα τα παραπανω πολυωνυμα ειναι διαχωρισιμα σταQ καιC καθως

ειναι σωματα χαρακτηριστικης 0. Θα εξετασουμε τις παραγωγους των αναγωγων παρα‑
γοντων των πολυωνυμων σε καθε σωμα.

1. Το f1(x) εχει ριζα το−1 και γραφεται σαν (x+1)(x2−x+1). Ο παραγοντας x2−x+1
ευκολα βλεπουμε οτι στο Z2,Z3,Z5 ειναι αναγωγος καιD(x2 − x+1) = 2x− 1 6= 0 αρα το
f1(x) ειναι διαχωρισιμο στα σωματα αυτα. Τι γινεται με τα σωματα Z7,Z19;

2. Το x2 + 2x− 1 στο Z2 ειναι το x2 − 1 = (x− 1)2 και καθε αναγωγος παραγοντας εχει
οριζουσα 1 αρα ειναι διαχωρισιμο.

Ευκολα βλεπουμε οτι στο Z3,Z5 το πολυωνυμο ειναι αναγωγο και εχειD(f2) 6= 0 αρα
ειναι διαχωρισιμο στα σωματα αυτα. Τι γινεται με το Z7,Z19;

3. Το f3(x) εχει ριζα το 1 στο Z7 αρα δεν ειναι αναγωγο. Στην πραγματικοτητα, στο Z7

ισχυει οτι f3(x) = (x+ 1)7.

ΘΕΩΡΗΜΑ 10.3 (Πρωταρχικων Στοιχειων). Καθε πεπερασμενη και διαχωρισιμη ε‑
πεκταση σωματος ειναι απλη.

Απόδειξη. Έστω L : K να ειναι μια πεπερασμενη και διαχωρισιμη επεκταση σωματος.

• Αν τοK ειναι πεπερασμενο, τοτε και τοL ειναι πεπερασμενο, αφουη επεκτασηL : K
ειναι πεπερασμενη. Έτσι απο το Θεωρημα 10.2 η πολλαπλασιαστικη ομαδα του L
ειναι πεπερασμενη κυκλικη. Συνεπως υπαρχει j ∈ Lωστε

〈j〉 = L \ {0}.

ΆραK(j) = L.
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• Αν τοK ειναι απειρο.
Έστω οτι L = K(α1, β1), αφου η επεκταση L : K ειναι πεπερασμενη απο το Πορι‑
σμα 5.2 τα α1, β1 ειναι αλγεβρικα επι τουK . Θεωρουμε f, g τα ελαχιστα πολυωνυμα
επι του K , των α1, β1 αντιστοιχα. Υποθετουμε οτιM ειναι το σωμα διασπασης του
πολυωνυμου fg, οποτε προφανως τα f και g διασπωνται στοM . Άρα τα f, g θα γρα‑
φονται στη μορφη

f(x) = c1(x− α1)(x− α2) · · · (x− αk)

g(x) = c2(x− β1)(x− β2) · · · (x− βm).

Επειδη η επεκταση L : K ειναι διαχωρισιμη αi 6= αj και βi 6= βj για καθε i 6= j.
Καθως τοK ειναι απειρο μπορω να βρω ενα c ∈ K ωστε

c 6= αi − α1

β1 − βj
(5)

για καθε i = 1, . . . , k και για καθε j = 2, . . . ,m. Έστω
h(x) = f(θ − cx), οπου θ = α1 + cβ1

ενα πολυωνυμο στοK(θ). Ευκολα βλεπουμε οτι
h(β1) = f(α1 + cβ1 − cβ1) = f(α1) = 0.

Επισης h(βi) 6= 0 ∀i 6= 1, διοτι αν
h(βi) = 0 =⇒ f(α1 + cβ1 − cβi) = 0

=⇒ α1 + c(β1 − βi) = αr για καποιο r ∈ {1, . . . , k}

=⇒ c =
αr − α1

β1 − βi

το οποιο ειναι ατοπο απο την σχεση (5).
Άρα το β1 ειναι η μονη κοινη ριζα του g και του h, οποτε ο μεγιστος κοινος διαιρετης
των g, h στοK(θ)[x] ειναι το (x−β1). Άρα β1 ∈ K(θ) εφοσον α1 = θ− cβ1 και c ∈ K .
Άρα L = K(θ).
Έστω τωρα L = K(α1, . . . , αm) οπουK απειρο σωμα, α1, . . . , αm αλγεβρικα επι του
K και L : K διαχωρισιμη. Γιαm = 1 δεν εχω τιποτε να δειξω και γιαm = 2 εχουμε
ηδη δειξει οτι η επεκταση ειναι απλη. Υποθετουμε οτι το αποτελεσμα ισχυει γιαm−1
και εστω L1 = K(α1, . . . , αm−1). Τοτε η L1 : K ειναι απλη και αρα υπαρχει β ∈ L1

ωστε L1 = K(β). Άρα L = K(β, αm) η οποια ειναι επισης διαχωρισιμη και αm, β
αλγεβρικα επι τουK . Άρα απο επαγωγη η L ειναι απλη.

�
ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 10.4. Η επεκτασηQ(

√
2,
√
3,
√
5,
√
7) : Q ειναι απλη και μαλιστα

Q(
√
2,
√
3,
√
5,
√
7) = Q(

√
2 +

√
3,
√
5,
√
7)

= Q(
√
2 +

√
3 +

√
5,
√
7)

= Q(
√
2 +

√
3 +

√
5 +

√
7).
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11 Ομάδα Galois
ΟΡΙΣΜΟς11.1. ΈστωL : K μια επεκτασησωματων. ΤοσυνολοολωντωνK−αυτομορφισμων
της L αποτελει ομαδα, ονομαζεται ομαδα Galois της επεκτασης και συμβολιζεται με Γ(L :
K). Δηλαδη

Γ(L : K) = {σ : L −→ L | σ εναςK−αυτομορφισμος}.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 11.1. 1. Ποια η ομαδα Galois της επεκτασης C : R;
Έστω f : C −→ C ενας R−αυτομορφισμος. Tοτε(

f(i)
)2

= f(i2) = f(−1) = −1 =⇒ f(i) = ±i.

Άρα εχουμε δυο υποψηφιους R−αυτομορφισμους, τους

• σ1 : C −→ C με σ1(z) = z (ταυτοτικος)
• σ2 : C −→ C με σ2(z) = z (συζυγης).

Ο σ1 φανερα ειναι R−αυτομορφισμος. Ο σ2 ειναι R−αυτομορφισμος λογω των ιδιο‑
τητων της συζυγιας των μιγαδικων αριθμων

z1z2 = z1 · z2 και z1 + z2 = z1 + z2.

Άρα
|Γ(C : R)| = 2

και συνεπως
Γ(C : R) ∼= Z2.

2. Ποια η ομαδα Galois της επεκτασηςQ( 3
√
2) : Q;

Έστω f : Q( 3
√
2) −→ Q( 3

√
2) να ειναι εναςQ−αυτομορφισμος, τοτε

f(
3
√
2)3 = f

(
(

3
√
2)3

)
= f(2) = 2 =⇒ f(

3
√
2) =

3
√
2

μιας και στοQ( 3
√
2) δεν υπαρχουν αλλες ριζες της εξισωσης x3 = 2. Άρα ο μοναδικος

αυτομορφισμος ειναι ο ταυτοτικος και ετσι∣∣Γ(Q(
3
√
2) : Q

)∣∣ = 1.

Ο βαθμος της επεκτασηςQ( 3
√
2) : Q ειναι 3. Μπορουμε να παρατηρησουμε οτι∣∣Γ(Q(

3
√
2) : Q

)∣∣ ≤ [
Q(

3
√
2) : Q

]
.

ΛΗΜΜΑ 11.1. Αν L : K ειναι μια πεπερασμενη και διαχωρισιμη επεκταση τοτε

|Γ(L : K)| ≤ [L : K].
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Απόδειξη. Απο το Θεωρημα 10.3, η επεκταση L : K ειναι απλη. Άρα υπαρχει α ∈ L ωστε
L = K(α). Έστω λ ∈ Lωστε

λ = g(α),

για καποιο g ∈ K[x] και σ ∈ Γ(L : K). Ο σ ειναιK αυτομορφισμος συνεπως

σ(λ) = σ
(
g(α)

)
= g

(
σ(α)

)
.

Άρα η εικονα του λ μεσω του σ προσδιοριζεται μοναδικα απο το σ(α).
Έστω f το ελαχιστο πολυωνυμο του α επι τουK . Τοτε

f
(
σ(α)

)
= σ

(
f(α)

)
= 0,

αρα το σ(α) ειναι ριζα του f . Συνεπως αν deg(f) = n, εχουμε το πολυ n διαφορετικους
K−αυτομορφισμους. Όμως n ειναι ο βαθμος της επεκτασης L : K , αρα

|Γ(L : K)| ≤ [L : K].

�

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 11.1. Ας επισημανουμε κατι πολυ σημαντικο που ειπωθηκε στην παρα‑
πανω αποδειξη.

• ΈστωK(α1, α2, . . . , αn) : K μιαπεπερασμενηαλγεβρικη επεκτασηκαιΓ
(
K(α1, α2, . . . , αn) :

K
)
η ομαδα Galois της επεκτασης. Τοτε εναςK‑αυτομορφισμος σ της ομαδας Galois

τηςK(α1, α2, . . . , αn) : K , καθοριζεται μοναδικααποτις εικονες τωνστοιχειωνα1, α2, . . . , αn.

ΟΡΙΣΜΟς 11.2. Έστω L σωμα και G η ομαδα των αυτομορφισμων του L. Το σταθερο
σωμα τηςG ειναι το υποσωμα του L,{

α ∈ L | σ(α) = α ∀σ ∈ G
}
.

ΠΡΟΤΑΣΗ 11.1. Έστω L σωμα, G μια πεπερασμενη υποομαδα της ομαδας αυτομορφι‑
σμων της L καιK το σταθερο σωμα της G. Τοτε καθε στοιχειο α ∈ L ειναι αλγεβρικο επι
τουK και το ελαχιστο πολυωνυμο του α επι τουK ειναι το

(x− α1)(x− α2) · · · (x− αr)

οπου αi διακριτα με
{α1, . . . , αr} = {σ(α) | ∀σ ∈ G}.

Απόδειξη. Θεωρουμε το πολυωνυμο

f(x) = (x− α1)(x− α2) · · · (x− αr) = (x− σ1(α))(x− σ2(α)) . . . (x− σr(α)).

Παρατηρηστε οτι τοα ∈ {α1, . . . , αr}. Το f ειναι αναλλοιωτοαποταστοιχεια τηςGδηλαδη

σ(f) = f, ∀σ ∈ G (6)

17



διοτι καθε σ θα μεταθετει τους παραγοντες του f . Επιπλεον, το f ∈ K[x]. Πραγματι,

f(x) = xr + (σ1(α) + σ2(α) + . . .+ σr(α))x
r−1 + . . .+ σ1(α) . . . σr(α)

και ευκολα βλεπω οτι οι συντελεστες του f ανηκουν στο σταθερο σωμα K . Επιπλεον, ε‑
φοσον το α ειναι ριζα του f(x), το α ειναι αλγεβρικο επι τουK .

Τωρα για οποιαδηποτε ριζα αi του f υπαρχει σ ∈ G ωστε σ(α) = αi. Θεωρουμε g ∈
K[x] με g(α) = 0. Τοτε

g(αi) = g(σ(α)) = σ
(
g(α)

)
= σ(0) = 0

αρα το αi ειναι και ριζα του g για καθε i. Συνεπως το f διαιρει το g, οποτε το f ειναι το
ελαχιστο πολυωνυμο του α επι τουK . �

ΟΡΙΣΜΟς 11.3. Μια επεκταση σωματων λεγεται επεκταση Galois αν ειναι πεπερασμενη,
κανονικη και διαχωρισιμη.

ΘΕΩΡΗΜΑ 11.1. Έστω L σωμα, G μια πεπερασμενη υποομαδα της ομαδας αυτομορφι‑
σμων του L καιK το σταθερο σωμα τηςG. Τοτε η L : K ειναι επεκταση Galois. Επιπλεον

G = Γ(L : K) και |G| = [L : K].

Απόδειξη. Απο τη Προταση 11.1 αν α ∈ L τοτε το ελαχιστο πολυωνυμο του α επι του K
διασπαται στο L και δεν εχει πολλαπλες ριζες. Άρα η επεκταση L : K ειναι διαχωρισιμη
και κανονικη. ΈστωM να ειναι ενα σωμα μεK ⊂M ⊂ Lωστε η επεκτασηM : K να ειναι
πεπερασμενη. Η επεκτασηM : K ειναι διαχωρισιμη, εφοσον η L : K ειναι διαχωρισιμη.
Άρα απο το Θεωρημα 10.3 η επεκταση M : K ειναι απλη, δηλαδη υπαρχει a ∈ L ωστε
M = K(a). Ξερουμε οτι [M : K] = deg(f), οπου f ειναι το ελαχιστο πολυωνυμο του a
επι τουK . Άρα απο τη Προταση 11.1, για οποιοδηποτε ενδιαμεση πεπερασμενη επεκταση
M το [M : K] διαιρει το |G|. Επιλεγουμε το ενδιαμεσο σωμα M ωστε η πεπερασμενη
επεκτασηM : K να ειναι η μεγιστη δυνατη και αρα το [M : K] ειναι το μεγιστο δυνατο.
Αν παρουμε ενα στοιχειο λ ∈ L, τοτε το λ ειναι αλγεβρικο επι του K , αρα η επεκταση
M(λ) :M ειναι πεπερασμενη. Άρα απο τον tower law, ηM(λ) : K ειναι πεπερασμενη και

[M(λ) : K] = [M(λ) :M ][M : K].

Μιας και τοM : K ειναι το μεγιστο δυνατο [M(λ) : K] = [M : K] δηλαδη [M(λ) : M ] = 1
και αρα λ ∈ M καιM = L. Άρα η επεκταση L : K ειναι πεπερασμενη και [L : K] διαιρει
το |G|. Επιπλεον η επεκταση L : K ειναι επεκταση Galois.

Τωρα επειδηG ⊆ Γ(L : K), και |Γ(L : K)| ≤ [L : K] εχουμε οτι

|Γ(L : K)| ≤ [L : K] ≤ |G| ≤ |Γ(L : K)|

(απο το Λημμα 11.1). Άρα |G| = [L : K] και |Γ(L : K)| = |G|. �
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ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 11.2. Απο το προηγουμενο Θεωρημα βλεπουμε οτι αν εχουμε μια υποο‑
μαδα μιας ομαδας Galois, τοτε παιρνουμε μια νεα επεκταση Galois.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 11.2. Έστω το σωμα L = Q(
√
2,
√
3) και G μια πεπερασμενη υποομαδα

της ομαδας Galois Γ(L : Q). Να βρεθουν τα σταθερα σωματα καθε υποομαδας της ομαδας
Galois.
Απόδειξη. Έστω σ ∈ Γ(L : Q). Τοτε(

σ(
√
2)
)2

= σ
(√

2
2)

= σ(2) = 2 =⇒ σ(
√
2) = ±

√
2 και(

σ(
√
3)
)2

= σ
(√

3
2)

= σ(3) = 3 =⇒ σ(
√
3) = ±

√
3.

Άρα
Γ(L : Q) =

{
σ1, σ2, σ3, σ4

}
,

με

σ1(
√
2) =

√
2 και σ1(

√
3) =

√
3,

σ2(
√
2) =

√
2 και σ2(

√
3) = −

√
3,

σ3(
√
2) = −

√
2 και σ3(

√
3) =

√
3,

σ4(
√
2) = −

√
2 και σ4(

√
3) = −

√
3.

Επειδη καθε μη τετριμμενο στοιχειο της Γ(L : Q) εχει ταξη 2, εχουμε οτι

Γ(L : Q) ∼= Z2 × Z2.

Οι υποομαδες της Γ(L : Q) ειναι οι

1. G1 = {σ1, σ2}

2. G2 = {σ1, σ3}

3. G3 = {σ1, σ4}.

Ξερουμε οτι

L = Q
(√

2,
√
3
)
=

{
a0 + a1

√
2 + (a2 + a3

√
2)
√
3 | a0, a1, a2, a3 ∈ Q

}
=

{
a0 + a1

√
2 + a2

√
3 + a3

√
6 | a0, a1, a2, a3 ∈ Q

}
.

Άρα ενα στοιχειο x τουQ
(√

2,
√
3
)
θα ειναι της μορφης

x = a0 + a1
√
2 + a2

√
3 + a3

√
6.
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Οποτε

σ4(x) = σ4(a0+a1
√
2+a2

√
3+a3

√
6)

= σ4(a0) + σ4(a1)σ4(
√
2) + σ4(a2)σ4(

√
3) + σ4(a3)σ4(

√
6)

= a0 + a1σ4(
√
2) + a2σ4(

√
3) + a3σ4(

√
2
√
3)

= a0 − a1
√
2− a2

√
3 + a3(−

√
2)(−

√
3)

= a0 − a1
√
2− a2

√
3 + a3

√
6

αρα

σ(x) = x

⇐⇒a0 − a1
√
2− a2

√
3 + a3

√
6 = a0 + a1

√
2 + a2

√
3 + a3

√
6

⇐⇒a1 = a2 = 0

Άρα ο σ4 κραταει σταθερα τα σημεια της μορφης

x1 = a0 + a3
√
6

και συνεπως το σταθερο σωμα τηςG3 ειναι τοQ(
√
6).

Επιπλεον, επειδη

σ2(
√
6) = σ2(

√
2
√
3) = σ2(

√
2)σ2(

√
3) =

√
2(−

√
3) = −

√
6 και σ2(a0) = a0,

συμπεραινουμε οτι
σ2(x1) = σ2(a0 + a3

√
6) = a0 − a3

√
6.

Άρα σ2(x1) = x1 ⇐⇒ a3 = 0 δηλαδη το x1 ειναι της μορφης

x1 = a0 με a0 ∈ Q.

Οποτε το σταθερο σωμα της Γ(L : Q) ∼= Z2 × Z2 ειναι τοQ.
Με τον ιδιο τροπο βλεπουμε οτι το σταθερο σωμα της G1 ειναι το Q(

√
2) και οτι το

σταθερο σωμα τηςG2 ειναι τοQ(
√
3).

ΘΕΩΡΗΜΑ 11.2. Έστω L : K μια πεπερασμενη επεκταση και Γ(L : K) η ομαδα Galois
της επεκτασης L : K . Τοτε η ταξη της ομαδας Galois Γ(L : K), διαιρει τον βαθμο της
επεκτασης L : K . Επιπλεον

∣∣Γ(L : K)
∣∣ = [L : K] αν και μονο αν η επεκταση L : K ειναι

επεκταση Galois. Στην περιπτωση αυτη τοK ειναι το σταθερο σωμα της Γ(L : K).

Απόδειξη. Έστω M το σταθερο σωμα της Γ(L : K). Απο το Θεωρημα 11.1 η επεκταση
L :M , ειναι επεκταση Galois και ∣∣Γ(L : K)

∣∣ = [L :M ].
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Τωρα απο τον tower law εχουμε οτι

[L : K] = [L :M ][M : K]

αρα η ταξη της Γ(L : K), διαιρει το [L : K].
(=⇒) Αν

∣∣Γ(L : K)
∣∣ = [L : K], τοτε

[L : K] = [L :M ][M : K] =⇒
∣∣Γ(L : K)

∣∣ = ∣∣Γ(L : K)
∣∣[M : K] =⇒ [M : K] = 1,

συνεπωςM = K . Άρα το σταθερο σωμα της Γ(L : K) ειναι τοK , οποτε απο το Θεωρημα
11.1 συμπεραινουμε οτι η L : K ειναι επεκταση Galois.
(⇐=) Υποθετουμε οτι η επεκταση L : K ειναι επεκταση Galois. Συνεπως η L : K ειναι
πεπερασμενη και διαχωρισιμη. Άρα υπαρχει a ∈ Lωστε

L = K(a).

Έστω f το ελαχιστο πολυωνυμο του a επι του K . Το f ειναι αναγωγο στο K , διασπαται
στο L και η L : K ειναι κανονικη επεκταση. Αν a = a1, a2, . . . , ar οι ριζες του f στο L, τοτε
r = deg f . Έστω σ εναςK‑αυτομορφισμος της Γ(L : K). Τοτε

f
(
σ(aj)

)
= σ

(
f(aj)

)
= 0 =⇒ σ(aj) = ai για καποιο i = 1, . . . , r.

Δηλαδη, καθεK‑αυτομορφισμος της Γ(L : K), μεταθετει τις ριζες του πολυωνυμου f . Θα
δειξουμε οτι για καθε aj ριζα του f , υπαρχειK‑αυτομορφισμος σj ∈ Γ(L : K) με

σj(a) = aj.

Καθε στοιχειο της επεκτασης K(a) = L ειναι της μορφης p(a) για καποιο p ∈ K[x]. Ορι‑
ζουμε την συναρτηση σj : L −→ L με σj

(
p(a)

)
= p(aj) για καθε p ∈ K[x]. Η σj ειναι καλα

ορισμενη. Πραγματι αν g(x), h(x) ∈ K[x] ειναι πολυωνυμα επι τουK με g(a) = h(a), τοτε
το πολυωνυμο g − h εχει ριζα το a, αρα το g − h διαιρειται απο το ελαχιστο πολυωνυμο f
του a, συνεπως

g(aj)− h(aj) = 0 =⇒ σj
(
g(a)

)
= σj

(
h(a)

)
για καθε j = 1, . . . , r,

αρα η σj ειναι καλα ορισμενη. Τωρα θα δειξουμε οτι η σj ειναι ισομορφισμος για καθε
j = 1, 2, . . . , r. Έχουμε

σj
(
p1(a)+p2(a)

)
= σj

(
(p1+p2)(a)

)
= (p1+p2)(aj) = p1(aj)+p2(aj) = σj

(
p1(a)

)
+σj

(
p2(a)

)
και

σj
(
p1(a)p2(a)

)
= σj

(
(p1p2)(a)

)
= (p1p2)(aj) = p1(aj)p2(aj) = σj

(
p1(a)

)
σj
(
p2(a)

)
,

αρα σj ειναι ομομορφισμος.
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Έστω x ∈ L. Υπαρχει p ∈ K[x] με p(aj) = x. Άρα σj(p(a)) = p(aj) = x αρα η σj ειναι
επι. Επιπλεον, αν σj(p(a)) = σj(q(a)) για p, q ∈ K[x] τοτε

σj(p(a)− q(a)) = 0 ⇒ σj((p− q)(a)) = 0 ⇒ (p− q)(aj) = 0.

Άρα το f διαιρει το p− q συνεπως p− q(a) = 0 δηλαδη p(a) = q(a) και συνεπως η σj ειναι
1− 1. Φανερα η σj αφηνει αναλλοιωτο τοK σημειο προς σημειο, δηλαδη

σj(k) = k για καθε k ∈ K.

Συνεπως για καθε j η σj ειναι ενας K‑αυτομορφισμος η μοναδικοτητα του οποιου συνε‑
παγεται απο τον ορισμο και το γεγονος οτι οι aj ειναι διακριτες.

Άρα η σj μεταθετει τις ριζες του πολυωνυμου f . Τωρα επειδη η επεκταση L : K ειναι
διαχωρισιμη και οι ριζες του πολυωνυμου f ειναι διακριτες, συμπεραινουμε οτι το πληθος
των ριζων του f ισουται με το πληθος τωνK‑αυτομορφισμων σj εφοσον καθε ριζα προσ‑
διοριζει μοναδικα ενα στοιχειο της ομαδας Galois. Άρα |Γ(L : K)| = deg f . Όμως το f ειναι
το ελαχιστο πολυωνυμο του a επι τουK και L = K(a). Τελικα,

[L : K] = deg f = |Γ(L : K)|.

�

ΠΡΟΤΑΣΗ 11.2. Έστω K,L,M να ειναι σωματα με K ⊆ M ⊆ L. Αν η επεκταση L :
K ειναι επεκταση Galois, τοτε η επεκταση L : M ειναι επεκταση Galois. Επιπλεον αν η
επεκτασηM : K ειναι κανονικη τοτε ηM : K ειναι επεκταση Galois.
Απόδειξη. Υποθετουμε οτι η επεκτασηL : K ειναι επεκτασηGalois, αρα ειναι πεπερασμενη,
διαχωρισιμη και κανονικη. Απο την Προταση 4.1 εχουμε οτι

[L : K] = [L :M ][M : L],

συνεπως αφου ηL : K ειναι πεπερασμενη επεκταση και ηL :M ειναι πεπερασμενη. Έστω
a ∈ L και fK , fM να ειναι τα ελαχιστα πολυωνυμα του a επι των K και M αντιστοιχα.
Επειδη η επεκταση L : K ειναι κανονικη και διαχωρισιμη και το a ∈ L ειναι μια ριζα του
fK , το fK διασπαται επι του L και ολες του ριζες του fK στο L ειναι διακριτες, δηλαδη το
fK γραφεται στη μορφη

fK(x) = (x− a1)(x− a2) · · · (x− ar),

με a1, a2, · · · , ar ∈ L. Τωρα εχουμε οτι fK(a) = 0 και fM ειναι το ελαχιστο πολυωνυμο επι
του M , αρα απο το Λημμα 5.3 το fM διαιρει το fK στο M , οποτε για καποιο πολυωνυμο
q ∈M [x]

fK = qfM .

Άρα το fM διασπαται επι τουL και οι ριζες του ειναι διακριτες, αρα η επεκτασηL :M ειναι
κανονικη και διαχωρισιμη και συνεπως η επεκταση L :M ειναι επεκταση Galois.

Τωρα αν η επεκτασηM : K ειναι κανονικη και επειδη η επεκταση L : K ειναι πεπερα‑
σμενη και διαχωρισιμη και ηM : K θα ειναι και αυτη πεπερασμενη και διαχωρισιμη, αρα
ειναι επεκταση Galois.

�
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ΠΡΟΤΑΣΗ 11.3. Έστω L : K μια επεκταση Galois καιM σωμα με K ⊆ M ⊆ L. Τοτε η
επεκτασηM : K ειναι κανονικη αν και μονο αν σ(M) =M , για καθε σ ∈ Γ(L : K).

Απόδειξη. Έστω a ∈ M και f το ελαχιστο πολυωνυμο του a επι τουK . Η επεκταση L : K
ειναι επεκτασηGalois, αρατοσταθεροσωματηςΓ(L : K) ειναι τοK , αρααποτηνΠροταση
11.1 το f διασπαται επι τουL και οι ριζες του f ειναι ακριβως οισ(a) για καθεσ ∈ Γ(L : K).
Άρα το f διασπαται επι τουM αν για καθε σ ∈ Γ(L : K) εχουμε οτι σ(a) ∈M . Άρα ηM : K
ειναι κανονικη αν και μονο αν για καθε σ ∈ Γ(L : K) το σ(M) ⊆ M. Αλλα αν σ(M) ⊆ M
για καθε σ ∈ Γ(L : K) τοτε σ−1(M) ⊆M καιM = σ(σ−1(M)) ⊆ σ(M).

Άρα σ(M) = M για καθε σ ∈ Γ(L : K). Συνεπως η επεκτασηM : K ειναι κανονικη αν
και μονο αν σ(M) =M για καθε σ ∈ Γ(L : K). �

12 Αντιστοιχία Galois
ΘΕΩΡΗΜΑ 12.1 (Galois). Έστω L : K μια επεκταση Galois. Τοτε υπαρχει μια 1− 1 και
επι αντιστοιχια μεταξυ των σωματωνM μεK ⊆ M ⊆ L και των υποομαδων της ομαδας
Galois. Πιο συγκεκριμενα

1. ΑνM ειναι σωμα μεK ⊆M ⊆ L τοτε η υποομαδα της Γ(L : K) που αντιστοιχει στο
M ειναι η Γ(L :M).

2. ΑνG ειναι μια υποομαδα της Γ(L : K) τοτε το υποσωμα του L που αντιστοιχει στην
G ειναι το σταθερο σωμα τηςG.

3. Η επεκτασηM : K ειναι κανονικη αν και μονο αν η Γ(L : M) ειναι κανονικη υποο‑
μαδα της Γ(L : K). Τοτε Γ(M : K) ∼= Γ(L : K)/Γ(L :M).

Απόδειξη.
Έστω Γ(L : K) ομαδα Galois της επεκτασης L : K και G υποομαδα της. Αν M το

σταθερο σωμα τηςG τοτε απο Θεωρημα 11.1 εχουμεG = Γ(L : M) καιK ⊆ M ⊆ L. Άρα
σε καθε υποομαδα της Γ(L : K) αντιστοιχει ενα ενδιαμεσο σωμα.

Απο την αλλη, ανK ⊆M ⊆ L καιL : K πεπερασμενη και Galois, απο τηνΠροταση 11.2
η L : M ειναι επεκταση Galois και αρα απο Θεωρημα 11.2 η Γ(L : M) εχει σταθερο σωμα
τοM και εφοσον τα στοιχεια της Γ(L : M) ειναιM ‑αυτομορφισμοι καιK ⊆ M ειναι και
K−αυτομορφισμοι. Άρα η Γ(L :M) ειναι υποομαδα της Γ(L : K). Άρα σε καθε ενδιαμεσο
σωμα αντιστοιχει μια υποομαδα της ομαδας Galois.

Αν τωρα K ⊆ M ⊆ L, η επεκτασηM : K ειναι κανονικη αν και μονο αν σ(M) = M
για καθε σ ∈ Γ(L : K) απο την προηγουμενη Προταση. Όμως τοM και το σ(M) ειναι τα
σταθερα σωματα του Γ(L : M) και του σΓ(L : M)σ−1. Άρα σ(M) = M αν και μονο αν
Γ(L :M) = σΓ(L :M)σ−1 και υπαρχει μια 1‑1 και επι αντιστοιχια μεταξυ των υποομαδων
της Γ(L : K) και των σταθερων σωματων τους. Άρα η επεκτασηM : K ειναι κανονικη αν
και μονο αν η Γ(L :M) ειναι κανονικη υποομαδα της Γ(L : K).
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Τελος, ας υποθεσουμε οτι ηM : K ειναι κανονικη επεκταση. Ορισουμε p : Γ(L : K) →
Γ(M : K) με p(σ) = σ|M ο περιορισμος του σ στοM . Η p ειναι ομομορφισμος (p(σ1σ2) =
(σ1σ2)|M = σ1|M(σ2|M) = p(σ1)p(σ2)) και ο

Kerp = {σ ∈ Γ(L : K) | p(σ) = σ|M = id}

οπου id η ταυτοτικη απεικονιση. Άρα τα στοιχεια του πυρηνα ειναι τα στοιχεια της Γ(L :
K)πουσταθεροποιουν το σωμαM δηλαδη ταστοιχεια τηςΓ(L :M). Αλλααν εφαρμοσου‑
με το Θεωρημα 11.1 στην επεκτασηM : K παιρνουμε οτι p(Γ(L : K)) = Γ(M : K) εφοσον
το σταθερο σωμα της p(Γ(L : K)) ειναι τοK . Άρα απο το πρωτο θεωρημα ισομορφισμων
εχουμε οτι Γ(M : K) ∼= Γ(L : K)/Γ(L :M). �

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 12.1. Έστω f(x) = x4 − 2 ∈ Q[x] και εστω L το σωμα διασπασης του. Θα
προσπαθησουμε να εφαρμοσουμε την αντιστοιχια Galois στο σωμα διασπασης του f(x)
και αρα να απαντησουμε στα παρακατω.

1. Ποιο ειναι το σωμα διασπασης L και ποιος ο βαθμος της επεκτασης L : Q;

2. Ποια ειναι η ομαδα Galois της επεκτασης L : Q;

3. Ποιες ειναι οι υποομαδες της ομαδας Galois Γ(L : Q);

4. Να βρειτε το σταθερο σωμα για καθε υποομαδα της Γ(L : Q).

5. Να βρειτε ποια απο τα παραπανω ενδιαμεσα σωματα αντιστοιχουν σε κανονικες ε‑
πεκτασεις.

1. Το f διασπαται στο Cως εξης:

f(x) = (x− 4
√
2)(x+

4
√
2)(x− i

4
√
2)(x+ i

4
√
2).

Άρα L = Q( 4
√
2, i). Η επεκτασηQ( 4

√
2, i) : Q ειναι κανονικη, απλη και διαχωρισιμη. Απο τη

Προταση 4.1 εχουμε οτι[
Q(

4
√
2, i) : Q

]
=

[
Q(

4
√
2, i) : Q(

4
√
2)
][
Q(

4
√
2) : Q

]
,

ομως η επεκταση Q( 4
√
2, i) : Q( 4

√
2) προκυπτει με τη προσαρτηση του i στο Q( 4

√
2) και

επειδη το ελαχιστο πολυωνυμο του i επι του Q ειναι το x2 + 1, ο βαθμος της επεκτασης
Q( 4

√
2, i) : Q( 4

√
2) ειναι 2. Όσον αφορα την επεκταση Q( 4

√
2) : Q, προκυπτει με την προ‑

σαρτηση της 4
√
2 στοQ και επειδη το ελαχιστο πολυωνυμο της 4

√
2 επι τουQ ειναι το x4−2,

ο βαθμος της επεκτασηςQ( 4
√
2) : Q ειναι 4. Άρα[

Q(
4
√
2, i) : Q

]
= 2 · 4 = 8.

2. Έστω σ ∈ Γ(L : Q). Ειναι(
σ(i)

)2
= σ(i2) = σ(−1) = −1 =⇒ σ(i) = ±i
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(
σ(

4
√
2)
)4

= σ(
4
√
2
4
) = σ(2) = 2 =⇒ σ(

4
√
2) =

{
± 4
√
2

±i 4
√
2

Παρατηρηστε οτι αυτο το τελευταιο δεν ειναι απαραιτητο. Γνωριζω απο την θεωρια οτι
οιK‑αυτομορφισμοι της ομαδας Galois μεταθετουν τις ριζες των ελαχιστων πολυωνυμων.
Επομενως ειναι αμεσο οτι ενας αυτομορφισμος της ομαδας Galois μεταθετει τις ριζες του
x2 + 1 και τις ριζες του x4 − 2.

Διαλεγω δυο αυτομορφισμους σ, τ ∈ Γ(L : Q), οπου ο ενας θα δρα στο 4
√
2 αφηνοντας

αναλλοιωτο το i και ο αλλος θα δρα στο i αφηνοντας αναλλοιωτο το 4
√
2. Επιλεγω τους

σ, τ ∈ Γ(L : Q)ως εξης
σ(

4
√
2) = i

4
√
2, σ(i) = i

και
τ(i) = −i, τ(

4
√
2) =

4
√
2.

Τοτε

σ2(
4
√
2) = σ

(
σ(

4
√
2)
)
= σ(i

4
√
2) = σ(i)σ(

4
√
2) = i2

4
√
2 = − 4

√
2

σ3(
4
√
2) = σ(− 4

√
2) = σ(−1)σ(

4
√
2) = −i 4

√
2

σ4(
4
√
2) = σ(−i 4

√
2) = σ(−1)σ(i)σ(

4
√
2) = −i2 4

√
2 =

4
√
2.

Ας δουμε τις δρασεις των αυτομορφισμων επανω στα 4
√
2, i στο παρακατω πινακα.

Αυτομορφισμοι Δραση στο 4
√
2 Δραση στο i

σ i 4
√
2 i

σ2 − 4
√
2 i

σ3 −i 4
√
2 i

σ4 = 1 4
√
2 i

τ 4
√
2 −i

στ i 4
√
2 −i

σ2τ − 4
√
2 −i

σ3τ −i 4
√
2 −i

Παρατηρουμε επισης οτι
τσ = σ3τ

τσ2 = σ3τσ = σ6τ = σ2τ

τσ3 = σ3τσ2 = σ6τσ = σ9τσ = στ.

Άρα η ομαδα Galois της επεκτασηςQ( 4
√
2, i) : Q ειναι η

Γ(Q(
4
√
2, i) : Q) = {σ, σ2, σ3, σ4 = 1, τ, στ, σ2τ, σ3τ} ∼= D4

οπουD4 η διεδρικη ομαδα με 8 στοιχεια.

3. Η υποομαδες της Γ(Q( 4
√
2, i) : Q) ειναι οι εξης.
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Υποομαδες Ταξης 4 Υποομαδες Ταξης 2
〈σ〉 = {σ, σ2, σ3, σ4 = 1} ∼= Z4 〈σ2〉 ∼= Z2

〈τ〉 ∼= Z2

{1, σ2, τ, σ2τ} ∼= Z2 × Z2 〈στ〉 ∼= Z2

〈σ2τ〉 ∼= Z2

{1, σ2, στ, σ3τ} ∼= Z2 × Z2 〈σ3τ〉 ∼= Z2

Ας δουμε το παρακατω διαγραμμα των υποομαδων τηςD4.

Γ(Q( 4
√
2, i) : Q) ∼= D4

TTTT
TTTT

TTTT
TTT

kkkk
kkkk

kkkk
kkk

{1, σ2, τ, σ2τ}

ppp
ppp

ppp
pp

TTTT
TTTT

TTTT
TTTT

TT
{σ, σ2, σ3, σ4 = 1} {1, σ2, στ, σ3τ}

〈σ2τ〉 〈τ〉 〈σ2〉

jjjjjjjjjjjjjjjjjj 〈στ〉 〈σ3τ〉

NNNNNNNNNNN

{1}

jjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjj

SSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSS

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

LLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLL

4.
Θετουμε ξ = 4

√
2 και εστω x ∈ Q( 4

√
2, i) τοτε το x θα ειναι της μορφης

x = a0 + a1ξ + a2ξ
2 + a3ξ

3 + a4i+ a5iξ + a6iξ
2 + a7iξ

3.

Αυτο γιατι μια βαση τουQ( 4
√
2, i) : Q(i)) ειναι η {1, ξ, ξ2, ξ3} και μια βαση τουQ(i) : Q ειναι

η {1, i}. Άρα μια βαση τηςQ( 4
√
2, i) : Q) ειναι το γινομενο των βασεων (βλεπε αποδειξη του

short tower law) δηλαδη η {1, ξ, ξ2, ξ3, i, iξ, iξ2, iξ3}.
Παρατηρουμε επισης οτι:

• το σταθερο σωμα της Γ(Q( 4
√
2, i) : Q) ειναι τοQ.

• το σταθερο σωμα της {1} ειναι τοQ(i, 4
√
2).

• το σταθερο σωμα της 〈σ〉 ειναι τοQ(i).
• Για το σταθερο σωμα της {1, σ2, τ, σ2τ}, βλεπουμε πως δρα ο Q‑αυτομορφισμος σ2

στο x:
σ2(x) = σ2(a0) + σ2(a1ξ) + σ2(a2ξ

2) + σ2(a3ξ
3) + σ2(a4i) + σ2(a5iξ) + σ2(a6iξ

2) + σ2(a7iξ
3)

= a0 + σ2(a1)σ
2(ξ) + σ2(a2)

(
σ2(ξ)

)2
+ σ2(a3)

(
σ2(ξ)

)3
+ σ2(a4)σ

2(i)+

+ σ2(a5)σ
2(iξ) + σ2(a6)σ

2(i)
(
σ2(ξ)

)2
+ σ2(a7)σ

2(i)
(
σ2(ξ)

)3
= a0 − a1ξ + a2ξ

2 − a3ξ
3 + a4i− a5iξ + a6iξ

2 − a7iξ
3

26



Άρα

σ2(x) = x

⇐⇒ a0 + a1ξ + a2ξ
2 + a3ξ

3 + a4i+ a5iξ + a6iξ
2 + a7iξ

3 =

= a0 − a1ξ + a2ξ
2 − a3ξ

3 + a4i− a5iξ + a6iξ
2 − a7iξ

3

⇐⇒ a1 = a3 = a5 = a7 = 0

Δηλαδη ο σ2 σταθεροποιει το

x0 = a0 + a2ξ
2 + a4i+ a6iξ

2.

Τωρα θα εφαρμοσουμε τον τ στο x0 (να επισημανουμε οτι αναφερομαστε σε ενα ση‑
μειο x0 τουQ( 4

√
2, i) το οποιο σταθεροποιειται ηδη απο τον σ2) και εχουμε

τ(x0) = a0 + a2ξ
2 − a4i− a6iξ

2,

αρα
τ(x0) = x0 ⇐⇒ a4 = a6 = 0.

Δηλαδη ο τ σταθεροποιει το x1 = a0+a2ξ
2. Προφανως και ο σ2τ αφηνει αναλλοιωτο

το x1 = a0 + a2ξ
2, συνεπως το σταθερο σωμα της {1, σ2, τ, σ2τ} ειναι το

{a0 + a2ξ
2 | a0, a2 ∈ Q} = Q(ξ2) = Q(

√
2).

• Για το σταθερο σωμα της {1, σ2, στ, σ3τ} θα εφαρμοσουμε παρομοια διαδικασια με
την παραπανω. Ήδη εχουμε δει οτι ο σ2 αφηνει αναλλοιωτο το x0 = a0+a2ξ

2+a4i+
a6iξ

2. Τωρα εφαρμοζοντας τον στ στο x0 = a0 + a2ξ
2 + a4i+ a6iξ

2 εχουμε οτι

στ(x0) = στ(a0 + a2ξ
2 + a4i+ a6iξ

2)

= a0 + a2(iξ)
2 − a4i− a6i(iξ)

2

= a0 − a2ξ
2 − a4i+ a6iξ

2,

αρα
στ(x0) = x0 ⇐⇒ a2 = a4 = 0.

ετσι βλεπουμε οτι ο στ αφηνει αναλλοιωτο το x1 = a0 + a6iξ
2, το οποιο σταθερο‑

ποιειται και απο τον σ3τ , αρα το σταθερο σωμα της {1, σ2, στ, σ3τ} ειναι το:

{a0 + a6iξ
2 | a0, a6 ∈ Q} = Q(iξ2) = Q(i

√
2).

• Για το σταθερο σωμα της 〈σ2〉:
Ειδαμε προηγουμενως οτι η σ2 αφηνει αναλλοιωτο το x0 = a0 + a2ξ

2 + a4i + a6iξ
2,

συνεπως το σταθερο σωμα της 〈σ2〉 ειναι το:

{a0 + a2ξ
2 + a4i+ a6iξ

2 | a0, a2, a4, a6 ∈ Q} = Q(ξ2, i, iξ2) = Q(ξ2, i) = Q(
√
2, i).
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• Για το σταθερο σωμα της 〈τ〉 Εφαρμοζουμε τον τ στο x = a0 + a1ξ + a2ξ
2 + a3ξ

3 +
a4i+ a5iξ + a6iξ

2 + a7iξ
3, και εχουμε

τ(x) = a0 + a1ξ + a2ξ
2 + a3ξ

3 − a4i+ a5iξ − a6iξ
2 − a7iξ

3,

συνεπως
τ(x) = x⇐⇒ a4 = a5 = a6 = a7 = 0

αρα η τ αφηνει αναλλοιωτο το

x0 = a0 + a1ξ + a2ξ
2 + a3ξ

3,

αρα το σταθερο σωμα της 〈τ〉 ειναι το:

{a0 + a1ξ + a2ξ
2 + a3ξ

3 | a0, a1, a2, a3 ∈ Q} = Q(ξ) = Q(
√
2).

• Για το σταθερο σωμα της 〈σ2τ〉 εφαρμοζουμε στο x = a0 + a1ξ + a2ξ
2 + a3ξ

3 + a4i+
a5iξ + a6iξ

2 + a7iξ
3 τον σ2τ και εχουμε

σ2τ(a0 + a1ξ + a2ξ
2 + a3ξ

3 + a4i+ a5iξ + a6iξ
2 + a7iξ

3) =

= a0 + a1(−ξ) + a2(−ξ)2 + a3(−ξ)3 + a4(−i) + a5(−i)(−ξ) + a6(−i)(−ξ)2 + a7(−i)(−ξ)3

= a0 − a1ξ + a2ξ
2 − a3ξ

3 − a4i+ a5iξ − a6iξ
2 + a7iξ

3.

αρα
σ2τ(x) = x⇐⇒ a1 = a3 = a4 = a6 = 0.

Συνεπως ο σ2τ αφηνει αναλλοιωτο το

x = a0 + a2ξ
2 + a5iξ + a7iξ

3

αρα το σταθερο σωμα της 〈σ2τ〉 ειναι το:

{a0+a2ξ2+a5iξ+a7iξ3 | a0, a2, a5, a7 ∈ Q} = Q(ξ2, iξ, iξ3) = Q(ξ2, iξ) = Q(
√
2, i

4
√
2).

Όμως, (iξ)2 = −ξ2 = −
√
2. Συνεπως το ξ2 =

√
2 παραγεται απο το i 4

√
2 και αρα

Q(
√
2, i 4

√
2) = Q(i 4

√
2).

• Για το σταθερο σωμα της 〈στ〉 εφαρμοζουμε την στ στο x = a0 + a1ξ+ a2ξ
2 + a3ξ

3 +
a4i+ a5iξ + a6iξ

2 + a7iξ
3 τον σ2τ και εχουμε

στ(a0 + a1ξ + a2ξ
2 + a3ξ

3 + a4i+ a5iξ + a6iξ
2 + a7iξ

3) =

= a0 + a1iξ + a2(iξ)
2 + a3(iξ)

3 + a4(−i) + a5(−i)(iξ) + a6(−i)(iξ)2 + a7(−i)(iξ)3

= a0 + a1iξ − a2ξ
2 − a3iξ

3 − a4i+ a5ξ + a6iξ
2 − a7ξ

3.
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αρα

στ(x) = x⇐⇒ a0 + a1ξ + a2ξ
2 + a3ξ

3 + a4i+ a5iξ + a6iξ
2 + a7iξ

3 =

= a0 + a1iξ − a2ξ
2 − a3iξ

3 − a4i+ a5ξ + a6iξ
2 − a7ξ

3

⇐⇒


a1 = a5
a2 = a4 = 0
a3 = −a7

Άρα ο στ σταθεροποιει το

x0 = a0 + a1ξ + a3ξ
3 + a1iξ + a6iξ

2 − a3iξ
3

= a0 + (1 + i)a1ξ + (1− i)a3ξ
3 + a6iξ

2

αρα το σταθερο σωμα της 〈στ〉 ειναι το

Q
(
(1 + i)ξ, (1− i)ξ3, iξ2

)
.

Όμως βλεπω οτι ((1 + i)ξ)2 = (1 + i)2ξ2 = 2iξ2 και αρα το iξ2 παραγεται απο το
(1 + i)ξ. Όμοια,

((1+i)ξ)3 = (1+i)3ξ3 = (1+3i+3i2+i3)ξ3 = (1+3i−3−i)ξ3 = (2i−2)ξ3 = −2(1−i)ξ3

και αρα το (1− i)ξ3 παραγεται απο το (1 + i)ξ. Επομενως

Q
(
(1 + i)ξ, (1− i)ξ3, iξ2

)
= Q((1 + i)ξ).

• Για το σταθερο σωμα της 〈σ3τ〉 εφαρμοζουμε τον σ3τ στο x = a0+a1ξ+a2ξ
2+a3ξ

3+
a4i+ a5iξ + a6iξ

2 + a7iξ
3 και εχουμε

σ3τ(a0 + a1ξ + a2ξ
2 + a3ξ

3 + a4i+ a5iξ + a6iξ
2 + a7iξ

3) =

= a0 − a1iξ + a2(−iξ)2 + a3(−iξ)3 + a4(−i) + a5(−i)(−iξ) + a6(−i)(−iξ)2 + a7(−i)(−iξ)3

= a0 − a1iξ − a2ξ
2 + a3iξ

3 − a4i− a5ξ + a6iξ
2 + a7ξ

3

αρα

σ3τ(x) = x⇐⇒ a0 + a1ξ + a2ξ
2 + a3ξ

3 + a4i+ a5iξ + a6iξ
2 + a7iξ

3 =

= a0 − a1iξ − a2ξ
2 + a3iξ

3 − a4i− a5ξ + a6iξ
2 + a7ξ

3

⇐⇒


a1 = −a5
a2 = a4 = 0
a3 = a7
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Άρα ο σ3τ σταθεροποιει το

x0 = a0 + a1ξ + a3ξ
3 − a1iξ + a6iξ

2 + a3iξ
3

= a0 + (1− i)a1ξ + (1 + i)a3ξ
3 + a6iξ

2

αρα το σταθερο σωμα της 〈σ3τ〉 ειναι το

Q
(
(1− i)ξ, (1 + i)ξ3, iξ2

)
.

Ευκολα βλεπουμε οτι ((1−i)ξ)2 = −2iξ2 αρα το iξ2 παραγεται απο το (1−i)ξ. Όμοια,
((1− i)ξ)3 = (1− i)3ξ3 = (−2i− 2)ξ3 = −2(1 + i)ξ3 και αρα το (1 + i)ξ3 παραγεται
απο το (1− i)ξ. Τελικα

Q
(
(1− i)ξ, (1 + i)ξ3, iξ2

)
= Q((1− i)ξ).

Τελος ας φτιαξουμε και το διαγραμμα των σταθερων σωματων.

Q( 4
√
2, i)

WWWWW
WWWWW

WWWWW
WWWWW

WWWWW
W

iiii
iiii

iiii
iiii

iii

OOO
OOO

OOO
OO

ttt
ttt

ttt
t

Q(i 4
√
2) Q( 4

√
2) Q(i,

√
2) Q

(
(1 + i) 4

√
2
)

Q
(
(1− i) 4

√
2
)

Q(
√
2)

JJJJJJJJJ

tttttttttt

Q(i) Q(i
√
2)

mmmmmmmmmmmmm

OOOOOOOOOOO

Q
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5. Τωρα για να μελετησουμε τις κανονικες επεκτασεις παρατηρουμε οτι ολες οι υποο‑
μαδες τηςD4 που εχουν ταξη 4 ειναι κανονικες μιας και εχουν δεικτη 2 στηνD4. Επομενως,
οι επεκτασειςQ(i) : Q,Q(

√
2) : Q καιQ(i

√
2) : Q ειναι κανονικες επεκτασεις.

Επισης, εχω τσ2τ−1 = τσ2τ = σ2 και αρα η 〈σ2〉 ειναι κανονικη υποομαδα τηςD4 συνε‑
πως η επεκτασηQ(i,

√
2) : Q) ειναι κανονικη. Αντιθετα, παρατηρω οτι

στσ−1 = σ2τ 6∈ 〈τ〉

σ(στ)σ−1 = σ2τσ−1 = σ3τ 6∈ 〈στ〉

σ(σ2τ)σ−1 = σ3τσ−1 = τ 6∈ 〈σ2τ〉

σ(σ3τ)σ−1 = τσ−1 = στ 6∈ 〈σ3τ〉

συνεπως οι υποομαδες 〈τ〉, 〈στ〉, 〈σ2τ〉 και 〈σ3τ〉 δεν ειναι κανονικες υποομαδες τηςD4 και
αρα οι επεκτασεις Q( 4

√
2) : Q, Q(

√
2, i 4

√
2) : Q, Q((1 + i) 4

√
2) : Q και Q((1 − i) 4

√
2) : Q δεν

ειναι κανονικες επεκτασεις.
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13 Επιλυσιμότητα με ριζικά
Σε αυτο το κεφαλαιο θα προσπαθησουμε να συνδεσουμε τις ριζες ενος πολυωνυμου με
τους συντελεστες του.

13.1 Πολυώνυμα 2ου βαθμού.
Έστω p(x) = αx2+βx+γ ενα πολυωνυμο πανω στοR τοτε ξερουμε ηδη απο το γυμνασιο
οτι οι ριζες του πολυωνυμου μπορουν να εκφραστουν με την βοηθεια των συντελεστων
του πολυωνυμου σαν

x1,2 =
−β ± δ

2α

οπου
δ2 = β2 − 4αγ

Στην πραγματικοτητα το παραπανω ισχυει για καθε σωμα K με χαρακτηριστικη δια‑
φορη του 2. Με αλλα λογια, αν p(x) = αx2 + βx+ γ ενα πολυωνυμο πανω στο σωμαK με
χαρακτηριστικη διαφορη του 2 αρκει να επεκτεινουμε τοK στοK(δ) και τοτε το πολυω‑
νυμο διασπαται στα (

x− −β + δ

2α

)(
x− −β − δ

2α

)
.

13.2 Πολυώνυμα 3ου βαθμού.
Έστω p(x) = y3 + ay2 + βy + γ ενα πολυωνυμο πανω σε ενα σωμαK με χαρακτηριστικη
διαφορη του 3. Θετουμε y = x− a/3 και εχουμε

p
(
x− a

3

)
=

(
x− a

3

)3

+ a
(
x− a

3

)2

+ β
(
x− a

3

)
+ γ

= x3 − 3
(a
3

)
x2 + 3

(a
3

)2

x−
(a
3

)3

+ ax2 − 2

3
a2x+

a3

9
+ βx− β

3
a+ γ

= x3 −
(a2
3

− β
)
x−

(βa
3

− γ − 2a3

27

)
= x3 − µx− λ

οπου

µ =
a2

3
− β και λ =

βa

3
− γ − 2a3

27

Αρκει λοιπον να μελετησουμε το πολυωνυμο x3 −µx−λ με µ, λ ∈ K . Έστω u, v ∈ K , τοτε

p(u+ v) = (u+ v)3 − µ(u+ v)− λ

= u3 + 3u2v + 3uv2 + v3 − µ(u+ v)− λ

= u3 + v3 + (3uv − µ)(u+ v)− λ.
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Εαν υποθεσουμε οτι
3uv − µ = 0 ⇐⇒ uv =

µ

3
,

τοτε θα εχουμε οτι

p(u+ v) = p
(
u+

µ

3u

)
= 0 ⇐⇒ u3 +

( µ

3u

)3

− λ = 0

θετουμε x = u3 και εχουμε

x+
µ3

3x
− λ = 0 ⇐⇒ x2 − λx+

µ3

27
= 0

Οι ριζες αυτου του πολυωνυμου ειναι οι

λ

2
±

√
λ2

4
− µ3

27

και το γινομενο των ριζων αυτων ειναι µ3/27. Έτσι αν μια απο τις ριζες αυτες ειναι το u3
τοτε η αλλη ειναι το v3, με v = λ/(3u). Άρα οι ριζες του αρχικου πολυωνυμου ειναι οι

3

√
λ

2
+

√
λ2

4
− µ3

27
+

3

√
λ

2
−
√
λ2

4
− µ3

27

οπου οι δυο κυβικες ριζες επιλεγονται ετσι ωστε το γινομενο τους να ειναι ισο με 1
3
µ.

Άρα το πολυωνυμο x3−λx−µ διασπαται στο σωμαK(α1, α2, α3) οπουα2
1 =

1
4
µ2− 1

27
λ3

και a32 = 1
2
µ+ α1 και a33 = 1 με a3 6= 1. Στην επεκταση αυτη οι ριζες του πολυωνυμου ειναι

οι
α2 +

λ

3α2

, α2α3 + α2
3

λ

3α2

, α2
3α2 + a3

λ

3α2

.

13.3 Πολυώνυμα 4ου βαθμού.
Με μια παρομοια αντιμετωπιση, οι ριζες των πολυωνυμων αναγονται σε πολυωνυμα τρι‑
του βαθμου και λυνονται οπως παραπανω.

Πραγματι, αςπαρουμε εναπολυωνυμοτεταρτουβαθμου f(x) = x4+ax3+bx2+cx+dσε
ενασωμαK χαρακτηριστικηςμηδεν. Μιααντικαταστασητηςμορφηςx→ x−cμετατρεπει
το πολυωνυμο στο f(x) = x4 − px2 − qx − r με p, q, r ∈ K . Αν α, β, γ, δ ειναι οι τεσσερις
ριζες του πολυωνυμου τοτε αυτες ικανοποιουν την σχεση α + β + γ + δ = 0 εφοσον ο
συντελεστης του x3 στο f(x) ειναι μηδεν. Οριζουμε

λ = (α + β)(γ + δ) = −(α + β)2

µ = (α + γ)(β + δ) = −(a+ γ)2
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ν = (a+ δ)(β + γ) = −(α + δ)2

Επιπλεον, (α+ β)(α+ γ)(α+ δ) = q. Άρα οι ριζες του f παιρνουν την μορφη 1
2
(
√
−λ+√

−µ +
√
−ν ωστε

√
−λ

√
−µ

√
−ν = q. Άρα μπορουμε να προσδιορισουμε τις ριζες του f

αν εκφρασουμε τις ποσοτητες λ, µ, ν ως προς τους συντελεστες του πολυωνυμου.
Ας παρουμε τωρα το πολυωνυμο g(x) = (x − λ)(x − µ)(x − ν). Το πολυωνυμο αυτο

αναφερεταιως resolvent cubic τουαρχικου. Οποιαδηποτεμεταθεσητωνριζωντουπολυω‑
νυμου f θα μεταθεσει τις ποσοτητες λ, µ, ν και αρα θα μεταθεσει τους παραγοντες του g.
Απευθειας υπολογισμοι δειχνουν οτιλ+µ+ν = −2p, λµ+λν+µν = p2+4r καιλµν = −q2.
Άρα g(x) = x3 + 2px2 + (p2 + 4r)x+ q2. Χρησιμοποιωντας του τυπους για τα πολυωνυμα
τριτου βαθμου μπορουμε να εκφρασουμε τις ριζες λ, µ, ν του g ως προς τους συντελεστες
του f , και αρα να προσδιορισουμε τις ριζες α, β, γ, δ τους f ως προς τους συντελεστες του
f .

14 Η ομάδα Galois ενός πολυωνύμου
ΟΡΙΣΜΟς 14.1. Έστω p πολυωνυμο με συντελεστες στο σωμα K . Η ομαδα Galois του
πολυωνυμου p ειναι η Γ(L : K), οπου L ειναι το σωμα διασπασης του πολυωνυμου p επι
τουK και τη συμβολιζουμε ΓK(p).

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 14.1. Με δεδομενο οτι ολα τα σωματα διασπασης ενος πολυωνυμου επι
ενος σωματος K ειναι K−ισομορφικα, ολες οι Galois ομαδες ολων των διασπαστικων ε‑
πεκτασεων ειναι ισομορφες. Άρα η ομαδα Galois ενος πολυωνυμου f επι τουK ειναι καλα
ορισμενη.

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ14.2. Παρακατωθαεπισημανουμεμερικαπραγματαγια τηνομαδαGalois
Γ(L : K) μιας επεκτασης L : K .

• ΈστωL τοσωμαδιασπασης ενοςπολυωνυμουp επι τουK . Ανσ ειναι εναςK−αυτομορφισμος
του L, τοτε ο σ μεταθετει τις ριζες του p.

• Αν σ, τ ειναι επισηςK−αυτομορφισμοι τουL και x1, x2, . . . , xn οι ριζες του p, τοτε αν

σ(xi) = τ(xi) ∀i = 1, . . . , n =⇒ σ = τ,

αρα η Γ(L : K) ειναι ισομορφη με καποια υποομαδα της ομαδας μεταθεσεων Sn οπου n ο
βαθμος του πολυωνυμου p.

ΟΡΙΣΜΟς 14.2. Ένα πολυωνυμο p επι τουK λεγεται επιλυσιμο με ριζικα, αν οι ριζες του
p σε ενα σωμα διασπασης μπορουν να κατασκευαστουν απο τους συντελεστες του p σε
πεπερασμενα βηματα με:

1. Προσθεση

2. Αφαιρεση
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3. Πολλαπλασιασμο

4. Διαιρεση

5. Εξαγωγη n‑οστης ριζας, για καποιο n ∈ N.

Δηλαδη ενα πολυωνυμο p ειναι επιλυσιμο αν υπαρχουν σωματαK0, K1, . . . , Km ωστε το p
να διασπαται στοKm και και τοKi να προερχεται απο τοKi−1 αν προσαρτησουμε καποιο
ai με την ιδιοτητα

apii ∈ Ki−1 για καποιο pi ∈ N.

Μπορουμε να υποθεσουμε οτι τα pi ειναι πρωτοι.

ΛΗΜΜΑ 14.1. Έστω f ∈ K[x] μεK σωμα καιM επεκταση τουK . Τοτε το ΓM(f) ειναι
ισομορφικο με μια υποομαδα του ΓK(f).

Απόδειξη. ΈστωN το σωμα διασπασης του f επι τουM . Τοτε τοN περιεχει και το σωμα
διασπασης L του f επι τουK . Αν σ ∈ Γ(N : M) τοτε ο σ σταθεροποιει και καθε στοιχειο
τουK . Άρα οπεριορισμος τουσ στοL, σ|L ειναι καιK αυτομορφισμος τουL. Επιπλεον, για
καθε σ, τ ∈ Γ(N : M) εχουμε οτι (σ ◦ τ)|L = (σL) ◦ (τL). Συνεπως υπαρχει ομομορφισμος
ϕ : Γ(N :M) → Γ(L : K) με ϕ(σ) = σ|L. Έστω τωρα σ στοιχειο του πυρηνα της ϕ δηλαδη
σ ∈ Γ(N : M) τετοιο ωστε ϕ(σ) = σ|L = idL. Όμως το f διασπαται επι του L αρα ολες
οι ριζες του f ανηκουν στο L. Άρα σ(a) = a για καθε ριζα a του f . Τοτε ομως το σταθερο
σωμα της σ ειναι ολοκληρο το N , εφοσον τοM περιεχεται στο σταθερο σωμα του σ και
το N ειναι το σωμα διασπασης του f επι του M . Άρα η σ ειναι η ταυτοτικη απεικονιση,
επομενως η ϕ ειναι 1‑1 και αρα απεικονιζει την Γ(N : M) σε μια υποομαδα της Γ(L : K).
�

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 14.3. Έχουμε αποδειξει οτι καθε αυτομορφισμος στην ομαδα Galois ενος
πολυωνυμου f ∈ K[x] ειναιK‑αυτομορφισμος και αρα μεταθετει τις ριζες του πολυωνυ‑
μου. Έτσι, δυο τετοιοι αυτομορφισμοι ειναι ιδιοι αν επαγουν την ιδια μεταθεση στις ριζες
του f . Άρα η ομαδα Galois ενος πολυωνυμου ειναι μια υποομαδα της ομαδας μεταθεσεων
των ριζων του f . Επομενως, αν ο βαθμος του πολυωνυμου ειναι n, εχουμε οτι ΓK(f) ≤ Sn.

14.1 Επιλύσιμες Ομάδες
ΟΡΙΣΜΟς 14.3. Μια ομαδα G λεγεται επιλυσιμη αν εχει μια πεπερασμενη ακολουθια υ‑
ποομαδων 1 = G0 ≤ G1 ≤ · · · ≤ Gn = Gωστε για καθε i:

1. Gi E Gi+1

2. Gi+1/Gi ειναι αβελιανη.

Την ακολουθια αυτων των υποομαδων {Gi}ni=0 την λεμε κανονικη σειρα.

Παρατηρηστε οτι το 1 παραπανω δεν συνεπαγεται οτιGi CG για καθε i.
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ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 14.1. 1. Όλες οι αβελιανες ομαδες ειναι επιλυσιμες με σειρα την 1 ≤ G.

2. Η συμμετρικη ομαδαS3, η ομαδα ολων των 1‑1 και επι απεικονησεων απο το {1, 2, 3}
στο {1, 2, 3}, ειναι επιλυσιμη. Η σειρα της ειναι η 1 ≤ A3 ≤ S3. To S3/A3 εχει ταξη 2
αρα ειναι ισομορφη με το Z2.

3. Η συμμετρικη ομαδα S4 ειναι επιλυσιμη με σειρα 1 ≤ V ≤ A4 ≤ S4 οπου V η ομαδα
τουKlein V = {(12)(34), (13)(24), (14)(23), 1}(∼= Z2×Z2) μεS4/A4

∼= Z2,A4/V ∼= Z3

και V /1 ∼= Z2 × Z2.

Τα παρακατωΘεωρηματα ειναι γνωστα σαν 2ο και 3οΘεωρημα Ισομορφισμων και μας
βοηθουν να κατασκευαζουμε νεες επιλυσιμες ομαδες απο υπαρχουσες. Τα παραθετουμε
εδω χωρις αποδειξη.

ΘΕΩΡΗΜΑ 14.1 (2ο Θεωρημα Ισομορφισμων). Έστω G ομαδα, H υποομαδα της
G καιK κανονικη υποομαδα τηςG. Τοτε υπαρχει φυσικος ισομορφισμος

HK/K −→ H/(H ∩K) με hK 7→ h(H ∩K).

ΘΕΩΡΗΜΑ 14.2 (3ο Θεωρημα Ισομορφισμων). Έστω G ομαδα, K κανονικη υπο‑
ομαδα της G και N υποομαδα της K η οποια ειναι επισης κανονικη στην G. Τοτε η K/N
ειναι κανονικη υποομαδα τηςG/N και υπαρχει φυσικος ισομορφισμος

(G/N)/(K/N) −→ G/K με gN · (K/N) 7→ gK.

ΛΗΜΜΑ 14.2. ΈστωG ομαδα,H μια υποομαδα τηςG καιN μια κανονικη υποομαδα της
G. Τοτε

1. Αν ηG ειναι επιλυσιμη=⇒ H ειναι επιλυσιμη.

2. ΑνG ειναι επιλυσιμη=⇒ G/N ειναι επιλυσιμη.

3. Αν οιN,G/N ειναι επιλυσιμες=⇒ G ειναι επιλυσιμη.

Απόδειξη. 1. Η G ειναι επιλυσιμη ομαδα οποτε υπαρχει μια κανονικη σειρα {1} = G0 ≤
G1 ≤ · · · ≤ Gn ωστε Gi+1/Gi αβελιανη. ΘετουμεHi = H ∩ Gi. Τοτε και η ακολουθια των
ομαδων

1 = H0 ≤ H1 ≤ H2 ≤ . . . ≤ Hn = H

ειναι κανονικη σειρα. Πραγματι

Hi+1

Hi

=
Gi+1 ∩H
Gi ∩H

=
Gi+1 ∩H

Gi ∩ (Gi+1 ∩H)
∼=
Gi(Gi+1 ∩H)

Gi

≤ Gi+1

Gi

.

Στην παραπανω ο ισομορφισμος προκυπτει απο το 2ο Θεωρημα Iσομορφισμων 14.1. Άρα
ηHi+1/Hi αβελιανη αρα ηH ειναι επιλυσιμη.
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2. Η G ειναι επιλυσιμη ομαδα οποτε υπαρχει μια κανονικη σειρα {1} = G0 ≤ G1 ≤
· · · ≤ Gn. Άρα στηνG/N μπορω να κατασκευασω την σειρα

1 =
N

N
=
G0N

N
≤ G1N

N
≤ G2N

N
≤ . . . ≤ GnN

N
=
G

N
.

Τα διαδοχικα πηλικα της παραπανω σειρας ειναι τα

Gi+1N/N

GiN/N

τα οποια απο το 3ο Θεωρημα Ισομορφισμων 14.2 ειναι

Gi+1N/N

GiN/N
=
Gi+1N

GiN
=
Gi+1(GiN)

GiN
∼=

Gi+1

Gi+1 ∩GiN
∼=

Gi+1/Gi

Gi+1 ∩ (GiN))/Gi

το οποιο ειναι πηλικο αβελιανης ομαδας αρα αβελιανη ομαδα.
3. Εφοσον οιN καιG/N επιλυσιμες, υπαρχουν 2 κανονικες σειρες οι

1 = N0 CN1 C . . .CNr = N

και
1 = N/N = G0/N CG1/N C . . .CGs/N = G/N

με διαδοχικα αβελιανα πηλικα. Θεωρουμε την σειρα

1 = N0 CN1 C . . .CNr = N = G0 CG1 C . . .CGs = G.

Τοτε τα πηλικα Ni+1/Ni ειναι αβελιανα και τα πηλικα Gi+1/Gi
∼= (Gi+1/N)/(Gi/N) ειναι

επισης αβελιανα. Άρα ηG ειναι επιλυσιμη. �

ΠΟΡΙΣΜΑ 14.1. Έστω G ομαδα και N μη τετριμμενη κανονικη υποομαδα της G. Η G
ειναι επιλυσιμη αν και μονο αν ηN και ηG/N ειναι επιλυσιμες.

ΟΡΙΣΜΟς 14.4. Μια ομαδα G λεμε οτι ειναι μια επεκταση μιας ομαδας A με τη ομαδα B
αν ηG εχει μια κανονικη υποομαδαN ισομορφη με τηνAωστεG/N ∼= B.

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 14.4. Το παραπανω λημμα μας λεει οτι η κλαση των επιλυσιμων ομαδων
ειναι κλειστη ως προς υποομαδες, ομαδες πηλικα και επεκτασεις. Με αλλα λογια μια ε‑
πεκταση μιας επιλυσιμης ομαδας ειναι επιλυσιμη. Το παραπανω δεν ισχυει για αβελιανες
ομαδες.

ΟΡΙΣΜΟς 14.5. Μια ομαδα λεγεται απλη αν οι μοναδικες κανονικες υποομαδες της ειναι
η τετριμμενη και ο εαυτος της.

Οι απλες ομαδες ειναι οι δομικοι λιθοι με τους οποιους κατασκευαζουμε με τις υπολοι‑
πες πεπερασμενες ομαδες (Θεωρημα Jordan‑Holder).
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ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 14.2. Μια κυκλικη ομαδα με ταξη πρωτο αριθμο ειναι απλη, εφοσον καθε
μη τετριμμενο στοιχειο παραγει ολοκληρη της ομαδα. Μια τετοια ομαδα ειναι και επιλυ‑
σιμη, με κανονικη σειρα την 1 C Zp. Το παρακατω Θεωρημα μας δειχνει οτι αυτες ειναι οι
μοναδικες απλες και επιλυσιμες ομαδες.

ΘΕΩΡΗΜΑ 14.3. Μια επιλυσιμη ομαδα ειναι απλη αν και μονο αν ειναι κυκλικη με ταξη
πρωτο αριθμο.

Απόδειξη. Αν ηG ειναι επιλυσιμη τοτε εχει μια κανονικη σειρα της μορφης

1 = G0 CG1 C . . .CGn = G

με Gi 6= Gi−1 για καθε i. Εφοσον η Gn−1 ειναι κανονικη στην G η οποια ειναι απλη, ε‑
χουμε οτι Gn−1 = 1. Επιπλεον, η G/Gn−1 ειναι αβελιανη συνεπως η G αβελιανη. Όμως
σε μια αβελιανη ομαδα καθε υποομαδα της ειναι κανονικη, συνεπως η G δεν εχει γνησιες
μη‑τετριμμενες υποομαδες, αρα καθε μη‑τετριμμενο στοιχειο τηςG παραγει ολοκληρη την
ομαδα. Συνεπως ηG ειναι κυκλικη με ταξη πρωτο αριθμο. �

ΘΕΩΡΗΜΑ 14.4. ΗAn ειναι απλη για καθε n ≥ 5.

Απόδειξη. Η αποδειξη του Θεωρηματος βασιζεται στην παρακατω τεχνικη. Θα δειξουμε
αρχικα οτι αν μια κανονικη υποομαδα της An περιεχει εναν τρια κυκλο τοτε περιεχει ο‑
λους τους τρια κυκλους και αρα ειναι ολοκληρη η An. Στην συνεχεια θα δειξουμε οτι μια
κανονικη υποομαδα πρεπει να περιεχει οπωσδηποτε εναν τρια κυκλο.

ΘεωρουμεN μη‑τετριμμενη κανονικη υποομαδα τηςAn και υποθετουμε οτι ηN περιε‑
χει τουλαχιστον εναν τρια κυκλο. Χωρις βλαβη της γενικοτητας μπορουμε να υποθεσουμε
οτι ο κυκλος αυτος ειναι ο (123). Δεδομενου οτι τοAn περιεχει ολους τους τρια κυκλους, θα
περιεχει και τον (3k2) για καθε δυνατο k > 3 και εφοσον ηN κανονικη εχουμε οτι

(3k2)−1(123)(3k2) = (2k3)(123)(3k2) = (1k2) ∈ N.

Άρα ηN περιεχει και το (1k2)2 = (12k) για καθε k ≥ 3. Θυμηθειτε οτι η Sn παραγεται απο
ολους του δυο κυκλους της μορφης (1i) με i = 2, . . . , n και αρα ηAn παραγεται απο ολα τα
στοιχεια της μορφης (1j)(1i) = (1ij). Αλλα για i 6= 2 εχουμε

(1ij) = (12j)−1(12i)(12j)

και συνεπως το An παραγεται απο τα (12k) ∈ N . Επομενως An = N .
Θα δειξουμε στηνσυνεχεια οτι καθε μη‑τετριμμενη κανονικη υποομαδα τουAn περιεχει

ενα τουλαχιστον τρια κυκλο. Εξεταζουμε τις εξης περιπτωσεις.

1. Αν η N περιεχει ενα στοιχειο της μορφης x = abc . . . d οπου τα a, b, c, . . . , d ειναι κυ‑
κλοι ξενοι μεταξυ τους και ο d ειναι τουλαχιστον ενας 4‑κυκλος, d = (d1d2 . . . dm) με
m ≥ 4. Τοτε ηN περιεχει το στοιχειο

(d1d2d3)x(d1d2d3)
−1 = (d1d2d3)abc . . . d(d1d2d3)

−1 = abc . . . (d1d2d3)d(d1d2d3)
−1 = z
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μιας και ξενοι κυκλοι μετατιθενται μεταξυ τους. Άρα τοN περιεχει και το στοιχειο

x−1z = d−1 . . . c−1b−1a−1·abc . . . (d1d2d3)d(d1d2d3)−1 = d−1(d1d2d3)d(d1d2d3)
−1 = (d1d3dm)

και αρα ηN περιεχει ενα 3‑κυκλο.

2. Αν ηN περιεχει ενα στοιχειο με τουλαχιστον δυο 3‑κυκλους, δηλαδη χωρις βλαβη της
γενικοτητας περιεχει το στοιχειο

x = (123)(456)y

οπου y ενα στοιχειο ξενο με τα 1, 2, . . . , 6. Τοτε ηN περιεχει το στοιχειο

x−1((234)x(234)−1) = (654)(321)(234)(123)(456)(432) = (12436)

οποτε μπορουμε να εφαρμοσουμε την τεχνικη της πρωτης περιπτωσης και να πα‑
ρουμε και παλι εναν 3‑κυκλο.

3. Αν καθε στοιχειο του N περιεχει μονο ενα 3‑κυκλο. Τοτε θεωρουμε το x = (123)p
οπου το p ειναι γινομενο 2‑κυκλων. Τοτε p2 = 1και τοx2 = (123)p(123)p = (132)p2 =
(132) και αρα τοN περιεχει εναν 3‑κυκλο.

4. Αν καθε στοιχειο τουN ειναι γινομενο 2‑κυκλων ξενων μεταξυ τους. Μιας και το n ≥
5, μπορουμε να υποθεσουμε οτι τοN περιεχει ενα στοιχειο της μορφης x = (12)(34)p
οπου το p ξενο με τα 1, 2, 3, 4. Τοτε τοN περιεχει το στοιχειο

x−1(234)x(234)−1 = (12)(34)(234)(12)(34)(432) = (14)(23)

αρα και το στοιχειο

(145)(x−1(234)x(234)−1)(145)−1 = (145)(14)(23)(541) = (45)(23).

Επομενως τοN περιεχει και το γινομενο τους

(14)(23)(45)(23) = (145)

ατοπο.
Άρα σε καθε περιπτωση η N περιεχει ενα 3‑κυκλο και συνεπως απο τα προηγουμενα

ειναι ολοκληρη ηAn. Συνεπως η An ειναι απλη. �

ΠΟΡΙΣΜΑ 14.2. Η Sn δεν ειναι επιλυσιμη για n ≥ 5.
Απόδειξη. Αν υποθεσουμε οτι για n ≥ 5 η Sn ειναι επιλυσιμη, τοτε απο το Λημμα 14.2 και
η An θα ειναι επιλυσιμη. Κατα συνεπεια, εφοσον η An ειναι απλη για καθε n ≥ 5, απο το
Θεωρημα 14.3, η An

∼= Zp, οπου p πρωτος. Δηλαδη η An εχει ταξη p. Όμως η ταξη της An

ξερουμε οτι ειναι (1/2)n!, η οποια για n ≥ 5 δεν μπορει να ειναι πρωτος αριθμος. Άρα η Sn

δεν ειναι επιλυσιμη. �
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14.2 p‑ομάδες
ΟΡΙΣΜΟς 14.6. Τα στοιχεια a, b ∈ G μιας ομαδας G λεγονται συζυγη αν υπαρχει g ∈ G
ωστε a = gbg−1.

Η συζυγια ειναι σχεση ισοδυναμιας και συζυγη στοιχεια οριζουν κλασεις ισοδυναμι‑
ας οι οποιες ονομαζονται και κλασεις συζυγιας. Αν οι κλασεις συζυγιας του G ειναι οι
C1, C2, . . . , Cr τοτε μια απο αυτες περιεχει το 1 και αρα |C1| = 1. Επιπλεον, εφοσον οι
κλασεις ισοδυναμιας αποτελουν διαμεριση τουG ισχυει η σχεση

|G| = 1 + |C2|+ . . .+ |Cr| (7)

Η εξισωση 7 ειναι γνωστη και σαν εξισωση κλασης (class equation) τηςG.

ΟΡΙΣΜΟς 14.7. ΑνG ειναι μια ομαδα και x ∈ G τοτε η κεντροποιουσα του x στηνG ειναι
η υποομαδα

CG(x) = {g ∈ G | gx = xg}.

ΛΗΜΜΑ 14.3. Αν ηG ομαδα και x ∈ G τοτε ο αριθμος των στοιχειων στην κλαση ισοδυ‑
ναμιας του x ειναι ο δεικτης της CG(x) στηνG.

Απόδειξη. Η εξισωση gxg−1 = hxh−1 ισχυει αν και μονο αν hg−1x = xhg−1 δηλαδη αν
και μονο αν hg−1 ∈ CG(x) δηλαδη αν και μονο αν hCG(x) = gCG(x). Άρα ο αριθμος των
διαφορετικων στοιχειων ειναι ιδιος με τον αριθμο των διαφορετικων συμπλοκων της κε‑
ντροποιουσας. �

ΠΟΡΙΣΜΑ 14.3. Ο αριθμος των στοιχειων σε οποιαδηποτε κλαση συζυγιας μιας πεπερα‑
σμενης ομαδαςG διαιρει την ταξη τουG.

ΟΡΙΣΜΟς 14.8. Έστω p πρωτος. Μια πεπερασμενη ομαδα G λεγεται p‑ομαδα αν η ταξη
της ειναι μια δυναμη του p.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 14.3. Η ομαδα συμμετριων του τετραγωνου, D4 ειναι μια 2‑ομαδα. Αντι‑
θετα, για καθε n ≥ 3 η Sn δεν ειναι ποτε p‑ομαδα για οποιονδηποτε πρωτο p.

ΟΡΙΣΜΟς 14.9. Το κεντρο Z(G) μιας ομαδας G ειναι το συνολο των στοιχειων x ∈ G
ωστε xg = gx για καθε g ∈ G.

Απο τον ορισμο φαινεται ευκολα οτι το κεντρο μιας ομαδας ειναι κανονικη υποομαδα.
Πολλες ομαδες εχουν τετριμμενο κεντρο, οπως για παραδειγμα η S3. Απο την αλλη ολες οι
αβελιανες ομαδες εχουν κεντρο τον εαυτο τους.

ΘΕΩΡΗΜΑ 14.5. ΑνG μια μη τετριμμενη πεπερασμενη p‑ομαδα τοτε ηG εχει μη τετριμ‑
μενο κεντρο.
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Απόδειξη. Η εξισωση κλασης τηςG μας λεει οτι

pn = 1 + |C2|+ . . .+ |Cn|.

Απο το Πορισμα 14.3 εχουμε οτι |Ci| = pni για καποιο ni ≥ 0 και για καθε i = 2, . . . , r.
Εφοσον το p διαιρει την αριστερη πλευρα της παραπανω εξισωσης θα πρεπει να διαιρει
και την δεξια. Άρα τουλαχιστον p− 1 τιμες του ni πρεπει να ειναι 1 διοτι

pn − 1 = |C2|+ . . .+ |Cn| ⇔ (p− 1)(pn−1 + . . .+ 1) = |C2|+ . . .+ |Cn|.

Αλλα αν το x ανηκει σε μια κλαση συζυγιας με ενα στοιχειο τοτε gxg−1 = x για καθε g ∈ G
συνεπως το x ανηκει στο κεντρο τηςG και αρα Z(G) 6= 1. �

ΠΟΡΙΣΜΑ 14.4. Αν τοG ειναι μια πεπερασμενη p‑ομαδα ταξης pn τοτε τοG εχει μια σειρα
απο κανονικες υποομαδες

1 = G0 ≤ G1 ≤ G2 ≤ . . . ≤ Gn = G

ετσι ωστε |Gi| = pi για καθε i = 0, . . . , n.

Απόδειξη. Θα χρησιμοποιησουμε επαγωγη στο n. Αν n = 0 δεν εχουμε τιποτε να δειξουμε.
Διαφορετικα, εστω Z(G) 6= 1 το κεντρο της G. Εφοσον το Z(G) ειναι αβελιανη ομαδα
ταξης pm εχει στοιχειο g ταξης p. ΈστωK = 〈g〉. ΤοτεK C Z(G). Τοτε ομως τοG/K ειναι
επισης p‑ομαδα, ταξης pn−1 και αρα απο επαγωγικη υποθεση υπαρχει σειρα απο κανονικες
υποομαδες

K/K = G1/K C . . .CGn/K = G/K

οπου |Gi/K| = pi−1. Συνεπως |Gi| = pi και Gi C G. Αν θεσουμε G0 = 1 εχουμε την
ζητουμενη σειρα. �

ΠΟΡΙΣΜΑ 14.5. Καθε πεπερασμενη p‑ομαδα ειναι επιλυσιμη.

ΛΗΜΜΑ 14.4. Έστω A μια πεπερασμενη αβελιανη ομαδα της οποιας η ταξη διαιρειται
απο εναν πρωτο p. Τοτε η A εχει ενα στοιχειο ταξης p.

Απόδειξη. Θα χρησιμοποιησουμε επαγωγη στην ταξη του A. Αν |A| ειναι πρωτος τοτε η
A ειναι κυκλικη και αρα εχουμε το ζητουμενο. Διαφορετικα, παιρνουμε μια γνησια υποο‑
μαδαM της A με την μεγιστη δυνατη ταξη, εστω m. Αν το p διαιρει το m τοτε εχουμε το
αποτελεσμα απο την επαγωγικη υποθεση. Αν το p δεν διαιρει το m θεωρουμε t ∈ A \M
και T = 〈t〉. Τοτε ηMT ειναι υποομαδα του A, μεγαλυτερη απο τηνM αραMT = A απο
την επιλογη τηςM σαν μεγιστης υποομαδας. Απο Πρωτο Θεωρημα Ισομορφισμων εχουμε
οτι |MT | = |M | · |T |/|M ∩ T |, αρα το p διαιρει την ταξη r του T . Εφοσον η T ειναι κυκλικη
που παραγεται απο το t εχουμε οτι το tr/p εχει ταξη p. �

ΘΕΩΡΗΜΑ 14.6 (Sylow). Έστω G μια πεπερασμενη ομαδα ταξης pαr οπου p πρωτος
και p δεν διαιρει το r. Τοτε ηG περιεχει τουλαχιστον μια υποομαδα ταξης pα.
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Απόδειξη. Χρησιμοποιουμε επαγωγη στην ταξη της G. Το θεωρημα ισχυει για |G| = 1 και
2. Έστω C1, . . . , Cs οι κλασεις συζυγιας τουG και ci = |Ci|. Η εξισωση κλαση τηςG δινει

par = c1 + . . .+ cs (8)

Έστω Zi η κεντροποιουσα στην G καποιου xi ∈ Ci και ni = |Zi|. Τοτε απο το Λημμα 14.3
εχουμε

ni =
pαr

ci
(9)

Ας υποθεσουμε αρχικα οτι ci > 1 και p δεν διαιρει το ci. Τοτε η εξισωση 9 δινει ni < pαr και
ni διαιρειται απο το pα. Άρα απο επαγωγη ηZi περιεχει υποομαδα ταξης pα. Άρα μπορουμε
να υποθεσουμε οτι για καθε i = 1, . . . , s ειτε ci = 1 ειτε p διαιρει το ci. Έστω z = |Z(G)|.
Όπως και πριν το z ειναι ο αριθμος των τιμων του i για τις οποιες ci = 1. Άρα pαr = z + kp
για καποιο ακεραιο k. Άρα το p διαιρει το z και τοG εχει μη τετριμμενο κεντρο Z(G)ωστε
p διαιρει το |Z(G)|. Άρα απο το Λημμα 14.4 το Z(G) εχει στοιχειο ταξης p που παραγει μια
υποομαδα P του G ταξης p. Εφοσον P ≤ Z(G), η P ειναι κανονικη υποομαδα της G. Άρα
απο επαγωγη ηG/P περιεχει υποομαδα S/P ταξης pα−1 και αρα η S ειναι υποομαδα ταξης
pα. �

ΟΡΙΣΜΟς 14.10. Αν τοG ειναι μια ομαδα με ταξη pαr οπου p πρωτος και p δεν διαιρει το
r τοτε μια υποομαδα τηςG ταξης pα λεγεται Sylow p‑υποομαδα.

ΠΟΡΙΣΜΑ 14.6 (Θεωρημα Cauchy). Αν p πρωτος και p διαιρει την ταξη μιας πεπερα‑
σμενης ομαδαςG τοτε ηG εχει ενα στοιχειο ταξης p.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 14.4. Έστω G = S4. Ξερουμε οτι |G| = 24. Το Θεωρημα Cauchy μας λεει
οτι ηG πρεπει να εχει υποομαδες ταξης 3 και 8. Υποομαδες ταξης 3 ειναι ευκολο να βρουμε.
Όλες οι κυκλικες υποομαδες που παραγονται απο 3‑κυκλους, 〈(123) >, 〈(234)〉 κλπ.

Τι γινεται ομως με τις υποομαδες ταξης 8; Έστω V = {1, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}
η ομαδα του Klein που υπαρχει στην S4. Αυτη εχει ταξη 4. Αν τωρα t ενας οποιοσδηποτε
2‑κυκλος που παραγει μια υποομαδα ταξης 2, εστω T τοτε V ∩ T = 1 και αρα η V T ειναι
μια υποομαδα ταξης 8.

14.3 Πρωταρχικές Ρίζες
Παρακατω θα υπενθυμισουμε μερικα πραγματα για τις πρωταρχικες ριζες της μοναδας.

ΈστωL σωμα και p ενας πρωτος αριθμος, διαφορετικος απο τη χαρακτηριστικη τουL.
Υποθετουμε οτι το πολυωνυμο

f(x) = xp − 1

διασπαται στοL. Το f εχει διακριτες ριζες, διοτι η παραγωγος του, pxp−1 ειναι μη μηδενικη.
Αν ω 6= 1 ειναι μια ριζα του f , τοτε αυτη ονομαζεται πρωταρχικη ριζα της μοναδας. Οι
πρωταρχικες ριζες της μοναδας ειναι οι ριζες του πολυωνυμου

xp−1 + xp−2 + · · ·+ x+ 1

41



μιας και
xp − 1 = (x− 1)(xp−1 + xp−2 + · · ·+ x+ 1).

Ευκολα βλεπουμε οτι η ριζα w 6= 1 λειτουργει σαν γεννητορας για τις υπολοιπες ριζες του
f . Πραγματι, τοwk για k = 1, . . . , p−1 διατρεχει ολες τις ριζες του f . Άρα οι ριζες της μονα‑
δας αποτελουν τα στοιχεια μιας κυκλικης ομαδα ταξης p που παραγεται απο οποιαδηποτε
πρωταρχικη ριζα, δηλαδη

〈ω〉 = {ωk | k = 1, 2, . . . , p− 1} ∼= Zp.

ΛΗΜΜΑ 14.5. Έστω K σωμα, p πρωτος διαφορετικος απο την χαρακτηριστικη του K
και ω μια πρωταρχικη p‑οστη ριζα της μοναδας. Τοτε η ομαδα Galois της K(ω) : K ειναι
αβελιανη.

Απόδειξη. Έστω L = K(ω). Όπως ειδαμε παραπανω το ω ειναι γεννητορας ολων των
ριζων του πολυωνυμου xp − 1, αρα το L ειναι το σωμα διασπασης του πολυωνυμου xp − 1.
Θεωρουμε τουςK‑αυτομορφισμους σ, τ ∈ Γ

(
K(ω) : K

)
. Τοτε τα σ(ω), τ(ω) ειναι ριζες του

xp − 1, αρα υπαρχουνm, r > 0ωστε

σ(ω) = ωm και τ(ω) = ωr,

αρα
σ
(
τ(ω)

)
= σ(ωr) = ωmr = τ(ωm) = τ

(
σ(ω)

)
και σ ◦ τ, τ ◦ σ ∈ Γ

(
K(ω) : K

)
. Άρα σ ◦ τ = τ ◦ σ για καθε σ, τ ∈ Γ

(
K(ω) : K

)
, συνεπως η

Γ
(
K(ω) : K

)
ειναι αβελιανη. �

ΛΗΜΜΑ 14.6. ΈστωK σωμα χαρακτηριστικης μηδεν, p πρωτος καιM το σωμα διασπα‑
σης του πολυωνυμου f(x) = xp − c, οπου c ∈ K . Τοτε ομαδα Galois Γ(M : K) ειναι
επιλυσιμη.

Απόδειξη. Αν c = 0, τοτεM = K , αρα η ομαδα Galois Γ(M : K) = {1} ειναι επιλυσιμη. Αν
c 6= 0 τοτε οι ριζες του f ειναι διακριτες. Έστω ω να ειναι μια πρωταρχικη p‑οστη ριζα της
μοναδας. Αν α ∈ M τετοιο ωστε αp = c, οι ριζες του xp − c ειναι οι αωk, k = 0, . . . , p − 1.
Επομενως καθε δυναμη του ω μπορει να γραφει σαν λογος δυο διακριτων ριζων του xp− c.
Άρα τοM = K(α, ω) οπου αp = c και ω μια πρωταρχικη ριζα της μοναδας. Η K(ω) : K
ειναι κανονικη επεκταση, διοτι ειναι το σωμα διασπασης του πολυωνυμου xp − 1 επι του
K , οποτε απο το θεωρημα της αντιστοιχιας Galois 12.1, εχουμε οτι

1. Γ
(
M : K(ω)

)
E Γ(M : K) και

2. Γ(M : K)/Γ
(
M : K(ω)

) ∼= Γ
(
K(ω) : K

)
.

Απο το Λημμα 14.5 η Γ
(
K(ω) : K

)
ειναι αβελιανη.

Απο την αλλη, το M προκυπτει απο το K(ω) προσαρτωντας το α και αρα καθε σ ∈
Γ(M : K(ω)) προσδιοριζεται μοναδικα απο την τιμη του σ(α). Επιπλεον, το σ(α) = αωj

μιας και ειναι ριζα του xp − c. Άρα αν σ, τ ∈ Γ(M : K(ω)) τοτε σ(α) = αωj , τ(α) = αωk και
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σ ◦ τ(α) = αωj+k = τ ◦ σ(α), εφοσον οι σ, τ ειναι K(ω)−αυτομορφισμοι τουM και αρα
σ(ω) = w = τ(ω). Άρα η Γ(M : K(ω)) ειναι αβελιανη και συνεπως η σειρα

{1} ≤ Γ
(
M : K(ω)

)
≤ Γ(M : K)

ειναι κανονικη και τα διαδοχικα πηλικα ειναι αβελιανες ομαδες. Άρα η Γ(M :K) ειναι επι‑
λυσιμη. �

15 Επιλύσιμα πολυώνυμα
ΛΗΜΜΑ 15.1. Έστω f ∈ K[x] με K σωμα χαρακτηριστικης μηδεν, a ∈ K(a) = K ′ ω‑
στε ap ∈ K , οπου p πρωτος. Τοτε η ΓK(f) ειναι επιλυσιμη αν και μονο αν η ΓK′(f) ειναι
επιλυσιμη.
Απόδειξη. Θεωρουμε το πολυωνυμο q(x) = f(x)(xp − c) οπου c = ap. Το q(x) ∈ K[x] και
εστωN ειναι το σωμα διασπασης του q επι τουK . ΤοN περιεχει το σωμα διασπασης του
f επι τουK , εστω L και το σωμα διασπασης του xp − c επι τουK , εστωM .

Οι επεκτασεις N : K,M : K,L : K ειναι επεκτασεις Galois και απο το θεωρημα της
αντιστοιχιας Galois 12.1 εχουμε οτι

1. Γ(N : L)C Γ(N : K),

2. Γ(N :M)C Γ(N : K)

3. Γ(N : K)/Γ(N : L) ∼= Γ(L : K) και

4. Γ(N : K)/Γ(N :M) ∼= Γ(M : K).
ΤαM,N ειναι τα σωματα διασπασης του xp − c επι τωνK και L αντιστοιχα. Άρα απο το
προηγουμενο Λημμα, οι Γ(M : K) και Γ(N : L) ειναι επιλυσιμες. Άρα απο Λημμα 14.2 η
Γ(N : K) ειναι επιλυσιμη αν και μονο αν η Γ(N : M) ειναι επιλυσιμη. Όμοια η Γ(N : K)
ειναι επιλυσιμη αν και μονο αν η Γ(L : K) ειναι επιλυσιμη. Αλλα η Γ(N : M) ∼= ΓM(f)
και Γ(L : K) ∼= ΓK(f) εφοσον τα L,N ειναι σωματα διασπασης του f επι των K καιM
αντιστοιχα. Συνεπως η ΓM(f) ειναι επιλυσιμη αν και μονο αν η ΓK(f) ειναι επιλυσιμη.

Το M ειναι σωμα διασπασης του xp − c επι του K ′. Άρα απο το παραπανω, ΓM(f)
επιλυσιμη αν και μονο αν ΓK′(f) επιλυσιμη και συνεπως Γ(f) επιλυσιμη αν και μονο αν
ΓK′(f) επιλυσιμη. �

ΘΕΩΡΗΜΑ 15.1. Έστω K σωμα χαρακτηριστικης μηδεν και f ∈ K[x]. Αν το f ειναι
επιλυσιμο με ριζικα, τοτε η ομαδα Galois ΓK(f) ειναι επιλυσιμη.
Απόδειξη. Το f ειναι επιλυσιμο με ριζικα, αρα υπαρχει μια ακολουθια σωματων K0 =
K,K1, . . . , Km ωστε

Ki = Ki−1(ai), οπου apii ∈ Ki−1 και pi πρωτος για καθε i = 1, 2, . . . ,m.
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Έχουμε οτι ΓKm(f) = {1}, η οποια ειναι επιλυσιμη. Όμως

Km = Km−1(am) με apmm ∈ Km−1,

αρα απο το Λημμα 15.1 και η ΓKm−1(f) ειναι επιλυσιμη. Επισης

Km−1 = Km−2(am−1) με a
pm−1

m−1 ∈ Km−2,

αρα παλι απο το Λημμα 15.1 η ΓKm−2(f) ειναι επιλυσιμη. Με μια απλη επαγωγη βλεπουμε
οτι και ΓK(f) ειναι επιλυσιμη. �

ΛΗΜΜΑ 15.2. ΈστωK σωμα, p πρωτος διαφορετικος απο τη χαρακτηριστικη τουK και
L : K μια επεκταση Galois βαθμου p. Αν το πολυωνυμο xp − 1 διασπαται επι τουK , τοτε
υπαρχει a ∈ Lωστε L = K(a) και ap ∈ K .
Απόδειξη. ΗεπεκτασηL : K εχει βαθμο p και ειναι επεκτασηGalois και συνεπωςηΓ(L : K)
ειναι κυκλικη ταξης p. Έστω σ ενας γεννητορας της Γ(L : K) και β ∈ L\K . Οριζουμε

aj = β0 + β1ω
j + β2ω

2j + · · ·+ βp−1ω
(p−1)j

οπου β0 = β, βi = σ(βi−1), i = 1, . . . , p− 1 και ω μια πρωταρχικη p−οστη ριζα της μοναδας
που ανηκει τοK . Τοτε

σ(aj) = σ(β0) + σ(β1)ω
j + · · ·+ σ(βp−1)ω

(p−1)j

= β1 + β2ω
j + · · ·+ β0ω

(p−1)j

= β0ω
−pjω−j + β1 + β2ω

j + · · ·+ βp−1ω
(p−2)j

= β0ω
−j + β1 + β2ω

j + · · ·+ βp−1ω
(p−2)j

= ω−j(β0 + β1ω
j + β2ω

2j + · · ·+ βp−1ω
(p−1)j)

= ω−jaj,

αρα
σ
(
apj
)
= (ω−jaj)

p = apj

και αρα apj ∈ K για j = 0, . . . , p− 1. Όμως,

a0 + . . .+ ap−1 =

p−1∑
j=0

β0 + wjβ1 + . . .+ wj(p−1)βp−1

= pβ0 + (1 + w + w2 + . . .+ wp−1)β1 + . . .+ (1 + wp−1 + w2(p−1) + . . .+ w(p−1)(p−1))βp−1

= pβ0 = pβ

εφοσον τοw ειναι ριζα του πολυωνυμου 1+x2+ . . .+xp−1. Το pβ ∈ L\K εφοσον β ∈ L\K
και p ∈ K . Άρα ενα τουλαχιστον απο τα aj , εστω το a1 ανηκει στο ∈ L \K . Απο τον tower
law εχουμε οτι το [K(a1) : K] διαιρει το [L : K] = p. Συνεπως L : K = K(a1) : K και
ap1 ∈ K . �
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ΘΕΩΡΗΜΑ15.2. ΈστωK ενασωμαχαρακτηριστικης μηδεν και f ∈ K[x]. ΑνΓK(f) ειναι
επιλυσιμη τοτε το f ειναι επιλυσιμο με ριζικα.

Απόδειξη. Έστω ω ειναι μια p−οστη πρωταρχικη ριζα της μοναδας. Η ΓK(w)(f) ειναι ισο‑
μορφικη με μια υποομαδα της ΓK(f) (Λημμα 14.1) και αρα ειναι επιλυσιμη. Όμως το f
ειναι επιλυσιμο με ριζικα επι του K αν και μονο αν το f ειναι επιλυσιμο με ριζικα επι του
K(w) μιας και τοK(w) προκυπτει απο τοK με την προθηκη ενος στοιχειου, του οποιου η
p‑οστη δυναμη ανηκει στοK . Άρα χωρις βλαβη της γενικοτητας μπορουμε να θεωρησουμε
οτι τοK περιεχει μια πρωταρχικη p‑οστη ριζα της μοναδας για καθε πρωτο p που διαιρει
την |ΓK(f)|.

Θα αποδειξουμε το αποτελεσμα με επαγωγη στην ταξη της ΓK(f). Το αποτελεσμα ι‑
σχυει αν |Γ(f)| = 1 εφοσον στην περιπτωση αυτη το f διασπαται. Ας υποθεσουμε οτι το
αποτελεσμα ισχυει οταν η ταξη της ομαδας Galois ειναι μικροτερη απο |ΓK(f)| και εστω L
το σωμα διασπασης του f επι τουK . Φυσικα, L : K επεκταση Galois με ομαδα Galois την
Γ(L : K) ∼= ΓK(f). Επιπλεον, η Γ(L : K) ειναι επιλυσιμη και περιεχει μια κανονικη υποο‑
μαδαH για την οποια η ομαδα πηλικοΓ(L : K)/H ειναι κυκλικη ταξης p για καποιο πρωτο
p που διαιρει την ταξη της ΓK(f). ΈστωM το σταθερο σωμα της H . Τοτε Γ(L : M) = H
και Γ(M : K) ∼= Γ(L : K)/H . Άρα [M : K] = |Γ(L : K)/H| = p. Συνεπως, απο το προη‑
γουμενο Λημμα εχουμε οτιM = K(α) για καποιο α ∈ M με αp ∈ K . Επισης, ΓM(f) ∼= H
και ηH ειναι επιλυσιμη μιας και ειναι υποομαδα μιας επιλυσιμη ομαδας. Άρα απο επαγωγη
το f ειναι επιλυσιμο με ριζικα αν θεωρηθει σαν πολυωνυμο επι τουM και αρα οι ριζες του
ανηκουν σε μια επεκταση τουM που προκυπτει προσθετοντας διαδοχικα ριζικα. Αλλα και
το M προκυπτει απο το K προσθετοντας την ριζα α. Επομενως το f ειναι επιλυσιμο με
ριζικα και σαν πολυωνυμο επι τουK . �

ΘΕΩΡΗΜΑ 15.3. ΈστωK σωμα χαρακτηριστικης μηδεν και f ∈ K[x]. Το f ειναι επιλυ‑
σιμο με ριζικα επι τουK αν και μονο αν η ομαδα Galois ΓK(f) επι τουK ειναι επιλυσιμη.

Απόδειξη. Άμεση συνεπεια των Θεωρηματων 15.1 και 15.2. �

ΠΟΡΙΣΜΑ 15.1. Έστω p πρωτος και f πολυωνυμο ταξης p με συντελεστες στο Q. Υπο‑
θετουμε οτι το f εχει ακριβως p − 2 πραγματικες ριζες και ειναι αναγωγο επι του Q. Τοτε
η ομαδα Galois του f επι του Q ειναι η Sp. Ειδικοτερα, αν p ≥ 5 οι ριζες του f δεν ειναι
επιλυσιμες με ριζικα.

Απόδειξη. Αν το α ειναι ριζα του f τοτε [Q(α) : Q] = p εφοσον το f ειναι αναγωγο και
deg f = p. Άρα αν το L ειναι το σωμα διασπασης του f επι του Q τοτε [L : Q] = [L :
Q(α)][Q(α) : Q] και αρα το [L : Q] διαιρειται απο το p. Αλλα το [L : Q] ειναι η ταξη
της ομαδας Galois, εστω G, του f αρα η |G| διαιρειται απο το p. Απο το Θεωρημα Cauchy
εχουμε οτι ηG εχει ενα στοιχειο ταξης p. Επιπλεον, τα στοιχεια τηςG καθοριζονται απο την
δραση του στις ριζες του f . Άρα ενα στοιχειο του G εχει ταξη p αν και μονο αν μεταθετει
κυκλικα τις ριζες του f . Εφοσον το f ειναι αναγωγο εχει διακριτες ριζες . Αν α1, α2 οι δυο
ριζες του f που δεν ειναι πραγματικες. Τοτε οι α1, α2 ειναι μιγαδικες. Εφοσον ηG περιεχει
στοιχειο ταξης p που μεταθετει τις ριζες, υπαρχει καταλληλη δυναμη του στοιχειου αυτου

45



που στελνει την α1 στην α2. Έστω α3, α4, . . . , αp οι πραγματικες ριζες του f ωστε αj =
σ(αj−1) για j = 2, 3, . . . , p. Τοτε σ(αp) = α1. Επειδη εχω ακριβως δυο μιγαδικες συζυγεις
ριζες υπαρχει Q αυτομορφισμος τ του L ωστε τ(α1) = α2, τ(a2) = α1 και τ(ai) = ai για
i ≥ 3. Τοτε 〈σ, τ〉 ∼= Sp. ΆραG ∼= Sp. �

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 15.1. Έστω f(x) = x5 − 6x + 3 επι του Q. Το πολυωνυμο αυτο ειναι
αναγωγο απο το κριτηριο του Eisenstein. Όμως, f(−2) = −17, f(−1) = 8, f(1) = −2
και f(2) = 23. Το Θεωρημα ενδιαμεσων τιμων μας εγγυαται οτι το f εχει τουλαχιστον 3
διακριτες πραγματικες ριζες. Αν τωρα εχω 4 πραγματικες ριζες τοτε απο το Θεωρημα Rolle
οι διακριτες ριζες του f ′ και f ′′ θα ηταν τουλαχιστον 3 και 2αντιστοιχα. Όμως f ′′(x) = 20x3

το οποιο εχει μοναδικη πραγματικη ριζα το 0. Άρα το f εχει ακριβως 3 πραγματικες ριζες
και 2 μιγαδικες και επομενως η ομαδα Galois ειναι η S5. Συνεπως το f δεν ειναι επιλυσιμο
με ριζικα.
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 15.1. Ένα απο τα αλυτα προβληματα της Θεωριας Galois ειναι το περι‑
φημο Inverse Galois Problem: Αποτελει καθε πεπερασμενη ομαδα μια ομαδα Galois μιας
πεπερασμενης επεκτασης τουQ; Το προβλημα αυτο ειναι αλυτο στην γενικοτητα του, πα‑
ρολα αυτα ξερουμε τι γινεται για πολλες οικογενειες ομαδων. Για παραδειγμα γνωριζουμε
οτι το αποτελεσμα ισχυει για τις An και Sn (Hilbert), για τις p‑ομαδες (A. Scholz and H.
Reichardt, 1937) και για τις επιλυσιμες ομαδες (Shafarevich). Επιπλεον, εχει αποδειχθει
(????? 1978) οτι αν δεν απαιτησουμε η επεκταση να ειναι Galois τοτε καθε πεπερασμενη
ομαδα μπορει να υλοποιηθει σαν ομαδα αυτομορφισμων μια πεπερασμενης επεκτασης.

16 Κυκλοτομικές επεκτάσεις
Το σωμα διασπασης L του xn − 1 επι τουK λεγεται κυκλοτομικη επεκταση ταξης n. Αν η
χαρακτηριστικη τουK ειναι p διαφορετικη απο το μηδεν και n = mpt οπου (p,m) = 1 τοτε
xn − 1 = (xm − 1)p

t αρα η κυκλοτομικη επεκταση ταξης n ταυτιζεται με την κυκλοτομικη
επεκταση ταξηςm. Άρα γενικα μπορουμε να θεωρουμε οτι η χαρακτηριστικη ειναι σχετικα
πρωτη με το n.

Η βαθμος μιας κυκλοτομικης επεκτασης ταξης n σχετιζεται με την συναρτηση ϕ του
Euler.
ΘΕΩΡΗΜΑ 16.1. Έστω n θετικος ακεραιος,K σωμα χαρακτηριστικης p με (p, n) = 1 και
L η κυκλοτομικη επεκταση τουK ταξης n. Τοτε

1. L = K(ζ) οπου ζ μια πρωταρχικη n‑οστη ριζα της μοναδας.
2. η ομαδα Galois της επεκτασης ειναι αβελιανη με ταξη d οπου d διαιρει το ϕ(n).

Απόδειξη.

1. Απο υποθεση εχουμε οτι nxn−1 6= 0 αρα xn−1 ειναι σχετικα πρωτο με την παραγωγο
του. Άρα τοxn−1 εχειnδιακριτες ριζες στοσωμαδιασπασηςL. Άραηκυκλικη ομαδα
των n‑οστων ριζων της μοναδας στοL εχει ταξη n αρα τοL περιεχει μια πρωταρχικη
ριζα ζ ∈ L. Συνεπως 1, ζ, ζ2, . . . , ζn−1 ∈ K(ζ) δηλαδη L = K(ζ).
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2. Αν σ ∈ Γ(L : K) τοτε η σ προσδιοριζεται μοναδικα απο το σ(ζ). Όμως σ(ζ) = ζ i

για καποιο 1 ≤ i ≤ n − 1. Όμοια σ−1(ζ) = ζj . Αλλα ζ = σ−1(σ(ζ)) = ζ ij δηλαδη
ij ≡ 1 (mod n). Άρα η συναρτηση σ 7→ i οριζει μονομορφισμο Γ(L : K) → A οπου
A η πολλαπλασιαστικη ομαδα των μοναδων της Zn. Όμως |A| = ϕ(n). Συνεπως
Γ(L : K) ∼= Imf ≤ A αβελιανη. Άρα εχει ταξη d που διαιρει το ϕ(n). �

Αν τωραK σωμα, n φυσικος πρωτος με την χαρακτηριστικη του σωματος και F η κυ‑
κλοτομικη επεκταση ταξης n του K . Το n‑οστο κυκλοτομικο πολυωνυμο του K ειναι το
μονικο πολυωνυμο

gn(x) = (x− ζ1)(x− ζ2) . . . (x− ζr)

οπου ζ1, . . . , ζr ειναι οι διακριτες πρωταρχικές n‑οστες ριζες της μοναδας στο F .

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 16.1.
g1(x) = x− 1.

g2(x) = (x− (−1)) = x+ 1.

ΑνK = Q τοτε g3(x) = (x−ζ1)(x−ζ2) οπου ζ1, ζ2 = −1±i
√
3

2
, g4(x) = (x− i)(x+ i) = x2+1.

ΠΡΟΤΑΣΗ 16.1. Έστω n > 0 ακεραιος,K σωμα χαρακτηριστικη p με (p, n) = 1 και gn(x)
το n‑οστο κυκλοτομικο πολυωνυμο επι τουK . Τοτε

1. xn − 1 =
∏
d|n
gd(x).

2. Οι συντελεστες του gn(x) ανηκουν στο πρωτο υποσωμα P του K . Επιπλεον, αν η
χαρακτηριστικη τουK ειναι 0 τοτε οι συντελεστες του gn(x) ειναι ακεραιοι.

3. deg(gn(x)) = ϕ(n).

Απόδειξη.

1. Έστω F η κυκλοτομικη επεκταση τουK ταξης n και ζ ∈ F μια πρωταρχικη n‑οστη
ριζα της μοναδας. Τοτε η 〈ζ〉 = G περιεχει ολες τις n‑οστες ριζες της μοναδας και
ολες τις d‑οστες ριζες της μοναδας για καθε διαιρετη d του n. Τωρα η η ∈ 〈ζ〉 = G
ειναι πρωταρχικη d‑οστη ριζα της μοναδας (d|n) αν και μονο αν η ταξη της ειναι d.
Άρα για καθε διαιρετη d του n

gd(x) =
∏
η∈G

|η|=d

(x− η).

Άρα
xn − 1 =

∏
η∈G

(x− η) =
∏
d

d|n

(∏
η∈G

|η|=d

(x− η)
)
=

∏
d

d|n

gd(x).
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2. Θα χρησιμοποιησουμε επαγωγη στο n. Προφανως g1(x) = x−1 ∈ P [x]. Υποθετουμε
οτι το αποτελεσμα ισχυει για καθε k < n και εστω

f(x) =
∏
d|n
d<n

gd(x).

Απο επαγωγικη υποθεση το f(x) ∈ P [x] και xn − 1 = f(x)gn(x). Όμως το xn − 1 ∈
P [x]και το f ειναι μονικα. ΆρααποαλγοριθμοδιαιρεσηςπολυωνυμωνστοP [x] εχου‑
με xn−1 = f ·h+r για h, r ∈ P [x] ⊂ F [x]. Άρα, απο μοναδικοτητα υπολοιπου, r = 0
και gn(x) = h ∈ P [x]. Παρατηρηστε οτι αν P = Q τοτε εφαρμοζω τον αλγοριθμο της
διαιρεσης πολυωνυμων στο Z[x] καιQ[x].

3. Ο αριθμος των πρωταρχικων n‑οστων ριζων της μοναδας ειναι ισος με deg gn. Αν ζ
ειναι μια τετοια ριζα τοτε καθε αλλη ριζα (και αρα και οι πρωταρχικες) ειναι δυναμεις
του ζ . Άρα το ζ i ειναι πρωταρχικη ριζα αν και μονο αν (i, n) = 1 και αρα το πληθος
των πρωταρχικων ριζων ειναι ισο με ϕ(n). �

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 16.1. Το παραπανω θεωρημα μας δινει ενα τροπο να προσδιορισουμε α‑
ναδρομικα το gn(x) εφοσον

gn(x) =
xn − 1∏

d|n
d<n

gd(x)
.

Για παραδειγμα, αν p πρωτος τοτε

gp(x) =
xp − 1

g1(x)
= xp − 1x− 1 = xp−1 + . . .+ x+ 1.

ΑνK = Q τοτε

g6(x) =
x6 − 1

g1(x)g2(x)g3(x)
=

x6 − 1

(x− 1)(x+ 1)(x2 + x+ 1)
= x2 − x+ 1.

Όμοια,

g12(x) =
x12 − 1

g1(x) . . . g6(x)
=

x12 − 1

(x− 1)(x+ 1)(x2 + x+ 1)(x2 + 1)(x2 − x+ 1)
= x4 − x2 + 1.

Το παραπανω γενικευεται γιαK = Q.

ΠΡΟΤΑΣΗ 16.2. Έστω F κυκλοτομικη επεκταση ταξης n επι του Q και gn(x) το n‑οστο
κυκλοτομικο πολυωνυμο επι τουQ. Τοτε

1. το gn(x) ειναι αναγωγο στοQ[x].

2. [F : Q] = ϕ(n).
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3. Γ(F : Q) ειναι η πολλαπλασιαστικη ομαδα των μοναδων στο Zn.

Απόδειξη.

1. Αρκει να δειξω οτι το gn(x) ειναι αναγωγο στο Z[x]. Έστω h ενας αναγωγος παρα‑
γοντας του gn(x) στο Z[x] με degh ≥ 1. Τοτε gn(x) = f(x)h(x) με f, h ∈ Z[x] μονικα
πολυωνυμα. Αν ζ μια ριζα του h και p πρωτος ωστε (p, n) = 1 τοτε το ζ ειναι και
ριζα του gn(x) και αρα η ζ ειναι πρωταρχικη n‑οστη ριζα της μοναδας. Όμως τοτε
και η ζp ειναι πρωταρχικη n‑οστη ριζα της μοναδας και αρα ειτε ριζα του f ειτε του
h. Αν η ζp δεν ειναι ριζα του h αλλα του f(x) =

∑r
i=0 aix

i και αρα το ζ ειναι ριζα
του f(xp) =

∑r
i=0 aix

ip. Εφοσον το h ειναι αναγωγο στο Q[x] και το ζ ριζα, το h
πρεπει να διαιρει το f(xp) και αρα f(xp) = h(x)k(x) με k(x) ∈ Q[x]. Απο τον αλ‑
γοριθμο της διαιρεσης των πολυωνυμων στο Z[x] εχουμε f(xp) = h(x)k1(x)− r1(x)
με k1, r1 ∈ Z[x]. Λογω της μοναδικοτητας του του αλγοριθμου διαιρεσης εχουμε
k(x) = k1(x). Δεδομενου οτι η κανονικη προβολη Z → Zp επαγει ομομορφισμο
δακτυλιων Z[x] → Zp[x], εχουμε f(xp) = h(x)k(x) στο Zp[x]. Αλλα στο Zp[x] εχουμε
f(xp) = (f(x))p και αρα (f(x))p = h(x)k(x) ∈ Zp[x]. Συνεπως καποιος αναγωγοςπα‑
ραγοντας τους h με θετικο βαθμο πρεπει να διαιρει το (f(x))p και αρα f(x) ∈ Zp[x].
Απο την αλλη, εφοσον το gn(x) διαιρει το xn − 1 εχουμε

xn − 1 = gn(x)r(x) = f(x)h(x)r(x)

για καποιο r(x) ∈ Z[x]. Άρα στο Z[x] εχουμε

xn − 1 = f(x)h(x)r(x).

Εφοσον f και h εχουν κοινο παραγοντα το xn − 1 ∈ Zp[x] εχει πολλαπλη ριζα. Αυτο
ερχεται σε αντιθεση με το γεγονος οτι οι ριζες του xn − 1 στο Zp[x] ειναι διακριτες
μιας και (p, n) = 1. Άρα το ζp ειναι ριζα του h(x).
Αν r ∈ Z με 1 ≤ r ≤ n και (r, n) = 1 τοτε r = pk11 . . . pkss με ki > 0 και καθε pi πρωτο
με (pi, n) = 1. Αν εφαρμοσουμε πολλες φορες το γεγονος οτι το ζp ειναι ριζα του h
παιρνουμε οτι και το ζ ειναι ριζα του h και τελος οτι το ζr ειναι ριζα του h. Αλλα τα ζr
για 1 ≤ r ≤ n και (r, n) = 1 ειναι ακριβως οι πρωταρχικες ριζες της μοναδας. Άρα το
h(x) διαιρειται απο το ∏

1≤r<n

(r,n)=1

(x− ζr) = gn(x) και αρα g(x) = h(x). Άρα το g(x) ειναι

αναγωγο.

2. Απο γνωστα εχουμε οτι F = Q(ζ) αρα

[F : Q] = [Q(ζ) : Q] = deg gn = ϕ(n).

3. Άμεσα απο το 2.

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 16.2. Ένα σπουδαιο θεωρημα του Kronecker μας λεει οτι καθε αβελιανη
επεκταση τουQ περιεχεται σε μια κυκλοτομικη επεκταση.
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17 Θεμελιώδες Θεώρημα της Άλγεβρας
ΟΡΙΣΜΟς 17.1. Ένα διατεταγμενο σωμα ειναι ενα σωμαK με μια σχεση ≤ τετοια ωστε

1. k ≤ k για καθε k ∈ K .

2. αν k ≤ l και l ≤ m τοτε k ≤ m για καθε k, l,m ∈ K .

3. αν k ≤ l και l ≤ k τοτε k = l για καθε k, l ∈ K .

4. αν k, l ∈ K τοτε ειτε k ≤ l ειτε l ≤ k.

5. αν k, l,m ∈ K και k ≤ l τοτε k +m ≤ l +m.

6. αν k, l,m ∈ K και k ≤ l και 0 ≤ m τοτε km ≤ lm.

Η σχεση ≤ ειναι μια διαταξη στοK .

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 17.1. Τα σωματαQ,R ειναι προφανως διατεταγμενα σωματα.

ΛΗΜΜΑ 17.1. Έστω K ενα διατεταγμενο σωμα. Για καθε k ∈ K εχουμε οτι k2 ≥ 0.
Επομενως η χαρακτηριστικη τουK ειναι μηδεν.

Απόδειξη. Αν k ≥ 0 τοτε k2 ≥ 0 λογω του 6 του ορισμου. Άρα μπορουμε να υποθεσουμε
οτι k < 0. Αν και το −k < 0 τοτε 0 = k + (−k) < k + 0 = k, ατοπο. Άρα −k ≥ 0 και
k2 = (−k)2 ≥ 0.

Επομενως 1 = 12 > 0και συνεπωςγια καθεπεπερασμενοnοαριθμοςn·1 = 1+. . .+1 >
0 αρα n · 1 6= 0. Δηλαδη τοK εχει χαρακτηριστικη 0. �

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 17.1. Θυμηθειτε οτι το R εχει τις παρακατω ιδιοτητες.

• Το R ειναι διατεταγμενο σωμα.

• Καθε θετικο στοιχειο του R εχει τετραγωνικη ριζα στο R.

• Καθε πολυωνυμο περιττου βαθμου στο R εχει μια ριζα στο R.

ΛΗΜΜΑ 17.2. Έστω K σωμα χαρακτηριστικης μηδεν τετοιο ωστε για καποιο πρωτο p
καθε πεπερασμενη επεκτασηM του K μεM 6= K εχει βαθμο [M : K] διαιρετο με το p.
Άρα καθε πεπερασμενη επεκταση τουK εχει βαθμο μια δυναμη του p.

Απόδειξη. ΈστωN μια επεκτασητουK . Εφοσονηχαρακτηριστικη ειναι μηδεν, η επεκταση
ειναι διαχωρισιμη. Αν χρειαζεται, μπορουμε να περασουμε σε μια μεγαλυτερη επεκταση,
οποτε χωρις βλαβη της γενικοτητας μπορουμε να θεωρησουμε οτι ηN : K ειναι κανονικη
και αρα να ισχυει η αντιστοιχια Galois. ΈστωG η ομαδαGalois τηςN : K καιP μια Sylow p‑
υποομαδα τηςG για καποιοπρωτο p. Το σταθεροσωμα τηςP , εστωP ∗, εχει βαθμο [P ∗ : K]
ισο με τον δεικτη της P στην G. Αυτος ειναι πρωτος με το p. Όμως απο υποθεση P ∗ = K
αρα P = G. Συνεπως [N : K] = |G| = pn για καποιο n. �
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ΘΕΩΡΗΜΑ 17.1. Έστω K ενα διατεταγμενο σωμα στο οποιο καθε θετικο στοιχειο εχει
τετραγωνικη ριζα και καθε πολυωνυμο περιττου βαθμου εχει ριζα στο K . Τοτε το K(i)
ειναι αλγεβρικα κλειστο, δηλαδη καθε μη σταθερο πολυωνυμο του K(i)[x] εχει ριζα στο
K(i)[x], οπου i2 = −1.

Απόδειξη. Θα δειξουμε αρχικα οτι το K δεν μπορει να εχει πεπερασμενες επεκτασεις πε‑
ριττου βαθμου. Υποθετουμε οτιM πεπερασμενη επεκταση τουK με [M : K] = r > 1 με r
περιττο. Έστω a ∈M \K με ελαχιστο πολυωνυμοm. Τοτε ο βαθμος τουςm, degm, διαιρει
το r αρα ειναι περιττος. Απο την υποθεση, τοm εχει μια ριζα στοK αρα ειναι παραγοντο‑
ποιησιμο, ατοπο διοτι τοm ειναι ελαχιστο πολυωνυμο και αρα αναγωγο.

Άρα καθε πεπερασμενη επεκταση του K εχει αρτιο βαθμο. Επιπλεον, απο το Λημμα
17.1 η χαρακτηριστικη του K ειναι μηδεν και αρα απο το Λημμα 17.2 καθε πεπερασμενη
επεκταση τουK εχει βαθμο μια δυναμη του 2.

ΈστωM 6= K(i) μια πεπερασμενη επεκταση τουK(i). Πηγαινοντας σε μια μεγαλυτερη
επεκταση αν χρειαζεται μπορουμε να υποθεσουμε οτι ηM : K(i) κανονικη, αρα η ομαδα
Galois ειναι μια 2‑ομαδα. Απο την αντιστοιχια Galois, υπαρχει επεκταση N τουK(i) βαθ‑
μου [N : K(i)] = 2. Προφανως, N = K(i)(ζ) οπου ζ ριζα πολυωνυμου δευτερου βαθμου
με ζ2 ∈ K(i). Αλλα, αν a, b ∈ K με ζ2 = a+ bi τοτε

√
a+ bi =

√
a+

√
a2 + b2

2
+ i

√
−a+

√
a2 + b2

2

οπου
√
a2 + b2 θετικος. Επιπλεον οι ποσοτητες κατω απο τις ριζες ειναι θετικες αρα ανη‑

κουν στοK . Άρα το z ∈ K δηλαδηN = K(i) ατοπο. ΆραM = K(i) και συνεπως τοK(i)
δεν εχει επεκτασεις βαθμου μεγαλυτερου του 1. Άρα το μονα αναγωγα πολυωνυμα στο
K(i) ειναι πολυωνυμα βαθμου 1 και συνεπως τοK(i) ειναι αλγεβρικα κλειστο. �

ΠΟΡΙΣΜΑ17.1 (ΘεμελιωδεςΘεωρηματηςΆλγεβρας). ΤοσωμαC ειναι αλγεβρικα
κλειστο.

Απόδειξη. Απο το προηγουμενο θεωρημα γιαK = R. �

Αʹ Η Διεδρική Ομάδα

Αʹ.1 Η πεπερασμένη Διεδρική Ομάδα
Ας θεωρησουμε ενα κανονικο (ισοπλευρο) τριγωνο. Ποσες συμμετριες εχει; Με τον ορο
συμμετριες εννοουμε περιστροφικες συμμετριες, δηλαδη με ποσους τροπους μπορουμε να
στριψουμε το τριγωνο ωστε να παραμεινει ιδιο (οχι σημειο προς σημειο).

Οι συμμετριες που εχουμε για το κανονικο τριγωνο ειναι οι εξης: στροφες ως προς κα‑
θετο αξονα που περνα απο το κεντρο του τριγωνου κατα 2π/3 και ανακλασεις (στροφες
κατα π) ως προς αξονα που περνα απο μια κορυφη και το μεσο της απεναντι πλευρας.
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Αν ονομασουμε r την στροφη κατα 2π/3 βλεπουμε οτι μπορουμε να παρουμε τις συμ‑
μετριες 1, r, r2 μιας και r3 = 1.

Επισης βλεπουμε οτι υπαρχουνσυνολικα τρεις ανακλασεις s1, s2, s3ωςπροςαξονεςπου
περνουν απο τις τρεις κορυφες του τριγωνου και τα μεσα των απεναντι πλευρων. Ευκολα
ομως διαπιστωνουμε οτι s2 = rs1 και s3 = r2s1. Επισης s21 = 1. Αν θεσουμε s1 = s τελικα
εχουμε οτι υπαρχουν 6 συμμετριες του κανονικου τριγωνου οι

1, r, r2, s, rs, r2s

οι οποιες οριζουν ομαδα με πραξη την συνθεση, την ομαδα συμμετριων του κανονικου τρι‑
γωνου. Την ομαδα αυτη την συμβολιζουμε μεD3.

Τα παραπανω μπορει να τα δει κανεις χρησιμοποιωντας και τις ομαδες μεταθεσεων.
Ας ονομασουμε τις κορυφες του κανονικου τριγωνου με 1, 2, 3 αντιστοιχα. Βλεπουμε οτι η
r αντιστοιχει στην μεταθεση (123) και η s στην μεταθεση (13). Επιπλεον, ολες οι δυνατες
συμμετριες του τριγωνου θα ειναι ολες οι δυνατες μεταθεσεις σε τρια στοιχεια, δηλαδη ολα
τα στοιχεια της S3 = {1, (12), (13), (23), (123), (132)}.

Παρατηρηστε γεωμετρικα οτι sr = r2s (η αλγεβρικα οτι ((13)(123) = (132)(13)). Αυτο
μαζι με το γεγονος οτι r3 = 1 = s2 μας επιτρεπει να υπολογισουμε οποιοδηποτε αλλο
στοιχειο της ομαδας συμμετριων και να δειξουμε οτι αυτα ειναι ακριβως τα 6 στοιχεια της
D3. Για παραδειγμα

(r2s)(rs) = r2(s(rs)) = r2((sr)s) = r2((r2s)s) = r2(r2s2) = r4s2 = r.

Χρησιμοποιωντας κανεις τους τρεις παραπανω κανονες μπορει ευκολα να υπολογισει
τα 6 στοιχεια τηςD3 και να κατασκευασει τον πινακα πολλαπλασιασμου της ομαδας.
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Η διαδικασια αυτη μπορει να γενικευτει. Οριζουμε Dn να ειναι η ομαδα συμμετριων
του κανονικου n‑γωνου. Η ομαδα αυτη μπορει να περιγραφει με τον ιδιο τροπο με την
D3. Πραγματι, εστω r η στροφη του n‑γωνου κατα γωνια 2π/n ως προς αξονα καθετο
στο κεντρο του n‑γωνου και s ανακλαση (στροφη κατα π) ως προς αξονα συμμετριας που
βρισκεται πανω στο επιπεδο του n‑γωνου. Ένας τετοιος αξονας μπορει να περνα απο δυο
κορυφες του n‑γωνου η απο τα μεσα δυο απεναντι πλευρων (αν το n ειναι αρτιος) η απο
μια κορυφη και το μεσο της απεναντι πλευρας (αν το n περιττος). Τοτε τα στοιχεια τηςDn

ειναι τα
1, r, r2, . . . , rn−1, s, rs, r2s, . . . , rn−1s.

Προφανως rn = 1, s2 = 1 και μπορουμε γεωμετρικα να επαληθευσουμε οτι sr = rn−1s. Η
τελευταια αυτη σχεση συνηθως γραφεται sr = r−1s εφοσον rn = 1 και αρα rn−1 = r−1.
Όπως και πριν, ολα τα υπολοιπα γινομενα υπολογιζονται με τον παραπανω τροπο. Άρα
καθε στοιχειο τηςDn ειναι της μορφης ra η ras με 0 ≤ a ≤ 1. Ευκολα βλεπουμε οτι

rarb = rk, k ≡ a+ b (mod n)

ra(rbs) = rks, k ≡ a+ b (mod n)
(ras)rb = rcs, c = a+ (n− b) (mod n)

(ras)(rbs) = rc, c = a+ (n− b) (mod n).
Λεμε οτι τα r, s παραγουν την Dn και οι rn = s2 = 1 και sr = r−1s ειναι ενα πληρες

συνολο σχεσεων στηνDn. Επιπλεον η

Dn = 〈r, s | rn = 1, s2 = 1, sr = r−1s〉

ειναι μια παρασταση τηςDn. Επιπλεον, η ταξη τηςDn ειναι 2n.

Αʹ.2 Η άπειρη Διεδρική Ομάδα
Ας παρουμε τωρα την ευθεια των πραγματικων αριθμων πανω στην οποια σημειωνουμε
τους ακεραιους. Ας ονομασουμεG το συνολο ολων των συναρτησεων απο την ευθεια στον
εαυτο της που διατηρουν την αποσταση και στελνουν τους ακεραιους σε ακεραιους. ΤοG
ειναι ομαδα με πραξη την συνθεση των συναρτησεων και καθε στοιχειο της G ειναι ειτε
μεταφορακαταακεραια αποσταση ειτε ανακλασημε αξονα καθετο στην ευθεια πουπερνα
απο ακεραιο, ειτε ανακλαση ως προς αξονα καθετο στην ευθεια που περνα απο το μεσο
μεταξυ δυο διαδοχικωνακεραιων. Ας ονομασουμε t την μεταφορακατα 1. Τοτε t(x) = x+1
και αν ονομασουμε s την ανακλαση ως προς αξονα καθετο στην ευθεια, που περνα απο το
0 εχουμε s(x) = −x. Τοτε τα στοιχεια τηςG ειναι τα

. . . , t−2, t−1, 1, t, t2, . . .
. . . , t−2s, t−1s, s, ts, t2s, . . .

(∗)
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Για παραδειγμα η ανακλαση ως προς 1/2 ειναι η ts(x) = t(−x) = −x + 1. Τα t, s
παραγουν τηνG. Παρατηρηστε οτι

st(x) = s(x+ 1) = −x− 1

t−1s(x) = t−1(−x) = −x− 1

και αρα st = t−1s. Γνωριζοντας οτι s2 = 1 και st = t−1s μας επιτρεπει να πολλαπλασια‑
σουμε δυο οποιαδηποτε στοιχεια της λιστας (∗) και να δειξουμε οτι το αποτελεσμα εξακο‑
λουθει να ανηκει στην (∗). Η παραπανω ομαδα αποτελει γενικευση τηςDn οπου η στροφη
r πεπερασμενης ταξης εχει αντικατασταθει με την μεταφορα t που εχει απειρη ταξη. Η G
λεγεται απειρη διεδρικη ομαδα και συμβολιζεται μεD∞.
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