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'Askhsh 1 Gia thn agor� pou eÐqate prosdiorÐsei sthn 'Askhsh 3 tou 1ou fulladÐou kai gia thn agor� pou
prokÔptei apì thn apotÐmhsh upì to di�nusma tim¸n π = (1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1), an epiplèon axiìgrafo a pou
epilègetai sta plaÐsia thc teleutaÐac �skhshc tou fulladÐou 2 èqei apìdosh Ðsh me 1 se k�je termatikì kìmbo,
prosdiorÐste to monadikì isodÔnamo mètro martingale gia thn pl rh aut  agor�. Upìdeixh : Xekin ste me ton
prosdiorismì kat�llhlou qartofulakÐou tou nèou axiogr�fou pou isodunameÐ me trapezikì logariasmì.

LÔsh To nèo axiìgrafo timologeÐtai wc ex c q(ξ0) = 6, q(ξ1) = 3, q(ξ2) = 3. Epomènwc an jewr soume to
di�nusma S = q +V = (6, 3, 3, 1, 1, 1, 1, 1, 1) thc apìdoshc tou axiogr�fou se olìklhro to dèndro plhrofìrhshc,
diapist¸noume ìti autì to axiìgrafo apìteleÐtai apì 6 merÐdia enìc trapezikoÔ logariasmoÔ. O suntelest c
proexìflhshc metaxÔ twn periìdwn 0 kai 2 eÐnai ∆2

0(ω) = 6, ω ∈ Ω ìpwc dhl¸nei to Ðdio to di�nusma S. 'Ara
o antÐstoiqoc suntelest c anatokismoÔ eÐnai Γ2

0(ω) = 1
6 kai epomènwc to monadikì isodÔnamo mètro martingale

eÐnai µπ(ω) = 1
6 , ω ∈ Ω.

'Askhsh 2 Epibebai¸ste tic sqèseic martingale pou (ofeÐloun na) ikanopoioÔn oi proexoflhmènec stoqastikèc
diadikasÐec tim¸n (  apodìsewn) upì to mètro pou prosdiorÐsate gia èna apì ta dÔo arqik� axiìgrafa thc agor�c.

LÔsh An epilèxoume to pr¸to axiìgrafo, isqÔei ìti S1 = (10, 5, 5, 3, 1, 1, 4, 1, 0), prèpei na isqÔei ìti S1
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'Askhsh 3 ProsdiorÐste mia stoqastik  diadikasÐa martingale upì to mètro pou prosdiorÐsate, prosarmosmènh
sto arqikì dèndro plhrofìrhshc.

LÔsh An arijm soume touc kìmbouc tou dèndrou plhrofìrhshc wc ex c ξ0 = (0,Ω), ξ1 = (1, {1, 2, 3}),
ξ2 = (1, {4, 5, 6}), ξ3 = (2, {1}), ξ4 = (2, {2}), ξ5 = (2, {3}), ξ6 = (2, {4}), ξ7 = (2, {5}), ξ8 = (2, {6}), ef' ìson oi
zhtoÔmenec stoqastikèc diadikasÐec prèpei na eÐnai prosarmosmènec sth di jhsh pou par�getai apì tic parap�nw
diamerÐseic plhroforÐac, autèc mporoÔn na parastajoÔn apì èna di�nusma (a, b, c, d, e, f, g, h, k) tou RD ìpou
X0(ω) = a gia k�je ω, X1(ω) = b, ω = 1, 2, 3 X1(ω) = c, ω = 4, 5, 6, X2(1) = d, X2(2) = e,X2(3) = f,X2(4) =
g,X2(5) = h, X2(6) = k, en¸ X0, X1, X2 eÐnai oi tuqaÐec metablhtèc thc diadikasÐac X. An k�je kat�stash èqei
pijanìthta Ðsh me 1

6 , tìte gia na eÐnai h X martingale prèpei na isqÔoun oi akìloujec sqèseic E(X1|F0) = X0,
E(X2|F1) = X1, ìpou Fi, i = 0, 1, 2 eÐnai h �lgebra uposunìlwn tou Ω pou par�getai apì th diamèrish Fi. Autèc
oi sqèseic isodÔnama gr�fontai wc ex c a = b+c

2 , b = d+e+f
3 , c = g+h+k

3 . DianÔsmata (a, b, c, d, e, f, g, h, k) pou
na ikanopoioÔn autèc tic sqèseic, mporoÔn wc gwnstìn na prosdioristoÔn mèsw thc proc ta pÐsw apagwg c. Gia
par�deigma, an g = h = k = 1 e = f = 0, g = 3, tìte b = c = 1 kai tìte a = 1.
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