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 	� ����2� ��% � #�#"�� 	� �	���&� ��	� ����"�#� �	� 
� 	�%�"#� �#	�2$�	��
��� 	�� 
!
"#� Xi = 1 �� S(i) = uS(i − 1) ��� Xi = 0 �� S(i) = dS(i − 1)
�!
� S(i) #"��� � 	��& 	�� �#	
%&� 	� % 
���& �	���& i- i = 1, 2, ...n #"���
�	
%��	��� ��#'� 	�	#�� �	�� � #'�$�'� 	�� �#	
%&� �!
 #" �� !# �� �.#"
!$& �� �!� 	
 �������� 	�%�"�� �#	�2$�	(�

(X1, X2, ..., Xn).
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 0 #"��� S(0) 	�	# �	
 	�$
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�
% 
���
0 
 "�
�	� � 	��& 	�� S(n) #"��� S(n) = uY dn−Y S(0)- �!
� Y =∑n

i=1 Xi� 4#� 
0�# #!"��� �	� � ��
�
� ��� � !	(�� 	�� 	��&� 	�� �#	
%&�
�%
�� 	�� "��� !�)���	�	� �� ���2
0� �# ��)# % 
���& !# "
�
- ��$�

P (Xi = 1|X1 = x1, ..., Xi−1 = xi−1) = p,

�!
� xk = 0, 1, k = 1, 2, ...., i� 5� �	� 
0�# �	� � Y ��
$
�)#" 	� ��������&
��	��
�& �# !� ���	 
�� n, p� �!
����� 	
 payoff 	
� �� �!���
0 �����(�
��	
� ��
 �� 	�� �#	
%&� �# 	��& #'������� k #"��� � 	�%�"� �#	�2$�	&
C(S(n), k) = (S(n) − k)+. 1!
)�	
��# �	� P (X1 = x1, ..., Xi−1 = xi−1, Xi =
xi) = a. 6�	# 	
 ����#���#�
 �� �
� �!� 	�� ��
 � 	�� �#	
%&� ��	� 	��
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�
 i- �!
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a[p(1 + r)−1uS(i − 1) + (1 − p)(1 + r)−1dS(i − 1) − S(i − 1)],
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!
"� pu
1+r

+ (1−p)d
1+r

= 1 ��$��& p = 1+r−d
u−d

. 1!� ��	� 	
 ��	 
 !�)���	�	��- �
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� �����(��	
� �	�� � %& 	
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���
0 
 "�
�	� #"���

C = (1 + r)−nE((S(n) − k))+),

�!
� 	
 p �	� ��������& ��	��
�& #"��� 	
 1+r−d
u−d

� �%
��# �!
)��#� �	� d <
1 + r < u.
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 "�#	�� �!� 	� ���#"� ti = iT

n
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1, ..., n ��� ��!
�
� n .������ �"��� .��# � �	� ��
 �#��$(�#� 	
 n 	��

��� �"�#� 	
 !$�	
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 ���	#$#�	& !	�	���	�	�� 	�� �#��
�#	 ��&� �"����� Brown

dSt = µStdt + σStdBt

!
� !# �� �.#� 	�� #'�$�'� 	�� 	��&� 	�� �#	
%&�- & �$$�(� �	� ����!
 � σ2

	�� �!��
��� 	�� �#	
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 �
�	�$
 Black-Scholes�
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 ���!	���� Taylor 
� ���$
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eσ
√

T
n ∼= 1 + σ

√
T

n
+

σ2T

2n
,

e−σ
√

T
n ∼= 1 − σ

√
T

n
+

σ2T

2n
.
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√

T
n
− σ2 T
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√

T
n

=

=
1

2
+

r
√

T
n

2σ
−

σ
√

T
n
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C = (1+r
T

n
)−nE((S(0)uYn

n dn−Yn
n −K)+) = (1+r

T

n
)−nE[(S(0)(

un

dn

)Yndn
n−K)+)] =

= (1+r
T

n
)−nE((S(0)e2σ

√
T
n

Yne−σ
√

nT−K)+) = (1+r
T

n
)−nE((S(0)eWn−K)+),

�!
� Wn = 2σ
√

T
n
Yn − σ

√
nT .

�"��� limnpn = 1
2
��� #!"��� � ��
$
�)"� 	�%�"�� �#	�2$�	(� Wn, n ∈ N

����$"�#� ��	� ���
� +�#� !� ���	� ��� $#!	
�� #�#�, �# ��� 	�%�"� �#	��
2$�	& !
� ��
$
�)#" ���
���& ��	��
�&� 8 ���� 	��& ��� � ����!
 � 	�� Wn

�!
$
�"�
�	�� �� #'&�

E(Yn) = npn, V ar(Yn) = npn(1 − pn)
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E(Wn) = 2σ

√
T

n
npn−σ

√
nT = 2σ

√
nT (pn− 1

2
) ∼= 2σ

√
nT (

r
√

T
n

2σ
−

σ
√

T
n

4
) =

= (r − 1

2
σ2)T.

�����

V ar(Wn) = (2σ

√
T

n
)2V ar(Yn) = 4σ2Tpn(1 − pn) ∼= σ2T.
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��# �� 	��& ��
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��
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� �����(��	
� 	� % 
���& �	���& ����� 	��

C = e−rT E[(S(0)eW − K)+]
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� ��
$
�)#" 	�� ���
���& ��	��
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���
 (r − 1

2
σ2)T ��� ����!
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� �!� 	
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Wn − E(Wn)√
V ar(Wn)

=
Wn − (r − 1

2
σ2)T√

σ2T

����$"�#� ��	� ���
� �# ��� 	�%�"� �#	�2$�	& Z !
� ��
$
�)#" 	�� 	�!
�

!
������ ���
���& ��	��
�&� /��#�(�
��# �	� �	
 �) 
���� Yn =
∑n

k=1 X
(n)
k

	�� �"	���� Bernoulli X
(n)
k , k = 1, 2, ..., n !
� �.
 
0� 	�� ��
�
 & 	�� !	(��

	�� 	��&� 	�� �#	
%&� �	
 ��������� �
�	�$
 !
� #'#$"��#	�� �# n !# ���
��-

� �"	��#� Bernoulli !
� �!
�#���0
�� ��
�
 & ��)
�
 	�� 	��&� 	�� �#	
%&�
��� ��)# % 
���& !# "
�
 #"��� �	
%��	��� ��#'� 	�	#�� /%#	��� �# 	�� #.� �
�
�& 	
� 4#� &��	
� 	�� Lindeberg-Feller !� �	� 
0�# �	� #"��� � �#	� ��

!� 
��# Xn,j = X
(n)
j , j = 1, 2, ..., n(kn = n) ��� ��)# n ��� �� !� �	� &�
��#

�	� Wn−E(Wn)√
V ar(Wn)

= Yn−E(Yn)√
V ar(Yn)

��)(� #!"��� ��� �	� Sn = Yn ��� ��)# n�

;



.������% /����% 0����	�

���	� (Ω,F , P ) %( 
� !�)���	�	�� ��� (Xn)n∈N ��
$
�)"� 	�%�"�� �#�
	�2$�	(� �# 	���� �	
 R� <# FX ���2
$"�
��# 	�� �) 
��	��& ���� 	���
��	��
�&� 	�� 	�%�"�� �#	�2$�	&� X � 
!
"� #"��� � #'&�� FX(x) = P (X ≤
x), x ∈ R�

/���	%� 1- � ��������� ��	��
� �
�������� Xn �������
� ���� �����
���� ��	��� �
������� X �� ��� ���� �� ��� ���
 x ∈ R ��� �� ����� � FX


���� ���
	�� ��	�
� limnFXn(x) = FX(x).

/%#	��� �# 	�� ��)#�& �0��$��� ��
$
�)�(� 	�%�"�� �#	�2$�	(� #"���
	
 �#�	 ��� : ���� 4#( ����

0����	� 2- �Lindeberg-Feller� ����
 �� �
��� ��	��
� �
��������

X1,1, X1,2, ..., X1,k1 ;

X2,1, X2,2, ..., X2,k2 ;

...;

Xn,1, Xn,2, ..., Xn,kn ;

...;

���� kn → ∞ 
�� ���� n → ∞ ���  ��
 Sn =
∑kn

j=1 Xn,j! "��� ����
 ���
�� ��	��
� �
������ � Xn,j, j = 1, 2, ..., kn 
���� ��
#�$���
�! %� ����
�
� ���
��	��
� �
������ � Xn,j, j = 1, 2, ..., kn  	��� �
�
$��� �� � �� ���� ���

������$� ��
 � ��������� ��	��
� �
�������� Sn−E(Sn)√
V ar(Sn)

, n ∈ N �������
� ��&

�� ����� �
 ��� ��	��� �
������� ��� �������
� ��� ��������� �� ��������
��������!

7�� $��
�� !$� �	�	��- !� �)�	
��# ��!
�� �	
�%#"� ��� 	
 �#�	 ���
: ���� 4#( ���� 8 ��%0� 	
� ��:�4� 2��"�#	�� �	� ���$
�)� �0
 )#� &�
��	��

7�� "�
��# �	� ��� ��)# 	�%�"� �#	�2$�	& X 
 "�#	�� � %� ��	� ��	��&
	�� ���� 	��� φX(t) = E(eitX)�

�!� �	
�%#�(�� $
����� �%
��# �	� φaX+b(t) = eitbφX(at).

=



0����	� 3- ����
 FXn , n ∈ N �� ��$������ � ����$���
�� ��������� ���
���������� �
� ��	��
� �
�������� Xn, n ∈ N ��� φXn , n ∈ N �� 	�$����&
$����� � ����$���
�� �����! %� ��	�
� ��� limnFXn(x) = FX(x) ��� ������
��	��� �
������� X ��� ��� ���
 ���
�� ��� 	
��� ��� ��$�������� ����$��&
��� ��������� ��� FX ' ���
 ��� �� 	�$����$������ ����$���� ��� X ��	�
�

limnφXn(t) = φX(t).

�!"��� ��%0#� 	
 4�Levy

0����	� 4- ����
 FXn , n ∈ N �� ��$������ � ����$���
�� ��������� ���
���������� �
� ��	��
� �
�������� Xn, n ∈ N ��� φXn , n ∈ N �� 	�$����&
$����� � ����$���
�� �����! "��� ����
 ���

(i) "��$	
� ��� ���
 t ∈ R �� limnφXn(t).

(ii) � ����$���� φ(t) = limnφXn(t) 
���� ���
	�� ��� 0.

(��
 � ��������� Xn, n ∈ N �������
� ���
��� �
 ��� ��	��� �
������� ���
������ 	�$����$������ ����$���� 
���� � φ.
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 0 ��� ����!
 � 1 #"��� φ(t) = e−
t2
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