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Jewr mata DiaqwrismoÔ Kurt¸n Sunìlwn se EukleÐdeiouc
q¸rouc kai h mh Ôparxh arbitrage sto montèlo agor�c dÔo

periìdwn.

Upojètoume ìti zoÔme se ènan kìsmo ìpou oi sunallagèc lamb�noun q¸ra
se dÔo qronikèc periìdouc t = 0, 1 kai to sÔnolo twn katast�sewn tou kì -
smou eÐnai to peperasmèno sÔnolo {1, 2, ..., S}. Kat� th qronik  perÐodo 0 oi
ependutèc den gnwrÐzoun poia kat�stash epikrateÐ ston kìsmo, en¸ kat� th
qronik  perÐodo 1 aut  h kat�stash apokalÔpttetai. 'EpÐshc upojètoume ìti
to sÔnolo twn (basik¸n) qrhmatooikonomik¸n sumbolaÐwn thc agor�c eÐnai
to peperasmèno sÔnolo J = {1, 2, ..., J}, oi apodìseic twn sumbolaÐwn aut¸n
kat� thn perÐodo 1 dÐnontai apì ton S × J pÐnaka V kai oi timèc stic opoÐec
pragmatopoioÔntai oi agorèc kai oi pwl seic twn sumbolaÐwn aut¸n kat� thn
perÐodo 0 dÐnontai apì to di�nusma tim¸n q ∈ RJ . Upojètoume epÐshc ìti to
sÔnolo twn qartofulakÐwn eÐnai Z = RJ . Me W sumbolÐzoume ton (S+1)×J

pÐnaka
[ −q

V

]
.

UpenjumÐzoume to Je¸rhma QarakthrismoÔ thc Mh - 'Uparxhc arbitrage
gia thn agor� (J, V, q).

Je¸rhma 1. 'Estw ependut c me arqikì diajèsimo agajì ω ∈ RS+1
+ kai

sun�rthsh wfelimìthtac u : RS+1
+ → R h opoÐa eÐnai suneq c sto pedÐo

orismoÔ thc kai austhr� monìtonh. Tìte ta epìmena eÐnai isodÔnama:

(i) To prìblhma tou ependut 

MegistopoÐhse u(x) upì ton periorismìx x ∈ B(q, V, ω) (1)

èqei lÔsh.
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(ii) Sthn agor� qrhmatooikonomik¸n sumbolaÐwn (J, V, q) den up�rqei arbi-
trage.

(iii) Up�rqei di�nusma π ∈ RS+1
++ tètoio ¸ste π0 = 1 kai π ·W = 0

(iv) To sÔnolo proôpologismoÔ B(V, q, ω) tou ependut  eÐnai èna kleistì kai
fragmèno uposÔnolo tou RS+1.

H apìdeixh tou parap�nw jewr matoc kai pio sugkekrimèna h sunepa -
gwg  (ii) ⇒ (iii) basÐzetai sto Je¸rhma DiaqwrismoÔ Kurt¸n Sunìlwn se
EukleÐdeiouc q¸rouc, pou apoteleÐ kai to jèma tou parart matoc autoÔ.

'Ena uposÔnolo tou EukleÐdeiou q¸rou Rd thc morf c

H(f, a) = {x ∈ Rd|f · x = a},
gia k�poio f ∈ Rd kai k�poio a ∈ R, onom�zetai uperepÐpedo. EpÐshc
èna uposÔnolo C tou Rd onom�zetai kurtì, an gia k�je x, y ∈ C kai k�je
λ ∈ (0, 1) isqÔei λx + (1 − λ)y ∈ C. Ta uposÔnola K,M tou Rd lègetai
ìti diaqwrÐzontai apì to uperepÐpedo H(f, a) an gia k�je x ∈ K, y ∈ M
isqÔei

f · x ≤ a ≤ f · y.

EpÐshc, ta uposÔnola K,M tou Rd lègetai ìti diaqwrÐzontai gn sia
apì to uperepÐpedo H(f, a) an gia k�je x ∈ K, y ∈ M up�rqei ε > 0 tètoio
¸ste na isqÔei

f · x ≤ a < a + ε ≤ f · y.

'Ena uposÔnolo K tou Rd onom�zetai kleistì an kai mìno an gia k�je
akoloujÐa (xn)n∈N ⊆ A pou sugklÐnei sto x ∈ Rd, isqÔei x ∈ A. EpÐshc èna
uposÔnolo B ⊆ Rd onom�zetai fragmèno, an kai mìno an gia k�je i = 1, 2, ..., d
up�rqoun pragmatikoÐ arijmoÐ mi,Mi tètoioi ¸ste gia k�je x ∈ B na isqÔei
mi ≤ xi ≤ Mi, ìpou xi eÐnai h i- suntetagmènh tou dianÔsmatoc x. EpÐshc

sumbolÐzoume me ‖x‖ ton pragmatikì arijmì
√∑d

i=1 x2
i gia k�je x ∈ Rd.

Autìc o pragmatikìc arijmìc den eÐnai �lloc apì thn EukleÐdeia apìstash
tou dianÔsmatoc x apì to 0 ston Rd (‖x − y‖ eÐnai h EukleÐdeia apìstash
tou x apì to y ston Rd). UpenjumÐzoume ìti h EukleÐdeia apìstash èqei tic
akìloujec idiìthtec:

(i) ‖x− y‖ ≥ 0 gia k�je x, y ∈ Rd kai ‖x− y‖ = 0 an kai mìno an x = y.

(ii) ‖x− y‖ = ‖y − x‖, gia k�je x, y ∈ Rd.
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(iii) ‖x− y‖ ≤ ‖x− z‖+ ‖z − y‖, gia k�je x, y, z ∈ Rd.

Gia k�je x ∈ Rd kai a ≥ 0 to sÔnolo

B(x, a) = {y ∈ Rd|‖x− y‖ ≤ a}

onom�zetai kleist  mp�la me kèntro to x kai aktÐna a. H kleist 
mp�la ston Rd eÐnai to an�logo tou kleistoÔ diast matoc sto R. K�je k-
leist  mp�la eÐnai èna kleistì uposÔnolo tou Rd. EpÐshc k�je kleist  mp�la
eÐnai èna fragmèno uposÔnolo tou Rd. EpÐshc h sun�rthsh d(x, y) = ‖x− y‖
eÐnai suneq c sun�rthsh twn x, y (suneq c sto Rd × Rd), ìpwc epÐshc an s-
tajeropoi soume to y h sun�rthsh dx(y) = ‖x− y‖ eÐnai suneq c sun�rthsh
tou y (suneq c sto Rd). EpÐshc an C eÐnai èna mh kenì uposÔnolo tou Rd,
tìte C eÐnai to akìloujo uposÔnolo tou Rd:

C = {y ∈ Rd| up�rqei (xn)n∈N ⊆ C tètoia ¸ste limnxn = y}.

To sÔnolo C eÐnai kleistì, an kai mìno an C = C. EpÐshc an to C eÐnai
kurtì uposÔnolo tou Rd tìte kai to C eÐnai kurtì uposÔnolo tou Rd. Autì
isqÔei diìti an x, y ∈ C tìte up�rqoun akoloujÐec (xn)n∈N, (yn)n∈N ⊆ C
tètoiec ¸ste limnxn = x, limnyn = y. Gia na deÐxoume ìti to C eÐnai kurtì,
arkeÐ na deÐxoume ìti ax + (1 − a)y ∈ C gia k�je a ∈ (0, 1). Autì ìmwc
èpetai apì to gegonìc ìti to C eÐnai kurtì kai �ra k�je ìroc thc akoloujÐac
axn+(1−a)yn, n ∈ N eÐnai stoiqeÐo tou C, ìpou a ∈ (0, 1). All� h akoloujÐa
aut  sugklÐnei sto ax+(1−a)y kai �ra to ax+(1−a)y eÐnai gia k�je a ∈ (0, 1)
stoiqeÐo tou C, dhlad  to C eÐnai kurtì sÔnolo.

ApodeiknÔoume kat' arq n to akìloujo

L mma 2. 'Estw C mh kenì, kleistì uposÔnolo tou Rd. An x /∈ C, tìte
up�rqei di�nusma y ∈ C tètoio ¸ste

‖x− y‖ = min{‖x− z‖, z ∈ C}.

An to C eÐnai kurtì, tìte to y eÐnai monadikì.

Apìdeixh. 'Estw z ∈ C kai èstw h kleist  mp�la me kèntro to x kai aktÐna
r = ‖z−x‖. ParathroÔme ìti to sÔnolo C∩B(x, r) eÐnai kleistì kai fragmèno
kai epeid  h sun�rthsh dx(y) = ‖x− y‖ eÐnai suneq c sun�rthsh wc proc y,
apì to Je¸rhma Endi�meshc Tim c sumperaÐnoume ìti lamb�nei el�qisto sto
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sÔnolo C∩B(x, r). An to C eÐnai kurtì sÔnolo kai upojèsoume ìti up�rqoun
dÔo shmeÐa y, y′ ∈ C me y 6= y′ sta opoÐa lamb�netai to el�qisto, dhlad 
‖x− y‖ = ‖x− y′‖, tìte èqoume:

‖y − x‖2 = ‖y − 1

2
(y + y′)‖2 + ‖x− 1

2
(y + y′)‖2

apì to Pujagìreio Je¸rhma, epeid  to trÐgwno me korufèc ta shmeÐa x, y, y′

eÐnai isoskelèc diìti isqÔei ‖x − y‖ = ‖x − y′‖. Autì shmaÐnei ìti to eu-
jÔgrammo tm ma pou sundèei ta shmeÐa x kai 1

2
(y + y′) eÐnai di�mesoc all�

kai Ôyoc sto trÐgwno autì. 'Omwc sto deÔtero mèloc thc isìthtac o ìroc
‖y − 1

2
(y + y′)‖2 eÐnai mh mhdenikìc jetikìc pragmatikìc arijmìc, diìti isqÔei

y 6= y′. 'Ara isqÔei ‖y − 1
2
(y + y′)‖2 + ‖x − 1

2
(y + y′)‖2 > ‖x − 1

2
(y + y′)‖2,

�topo diìti ef' ìson to C eÐnai kurtì kai �ra 1
2
(y+y′) ∈ C, h teleutaÐa gn sia

anisìthta shmaÐnei ìti prosdiorÐsame èna shmeÐo tou C tou opoÐou h apìstash
apì to x eÐnai mikrìterh apì thn apìstash tou y apì to x, pou eÐnai stoiqeÐo
tou C to opoÐo epitugq�nei thn el�qisth apìstash apì to x.

L mma 3. 'Estw C mh kenì, kleistì kai kurtì uposÔnolo tou Rd. An x /∈ C
kai y ∈ C to di�nusma gia to opoÐo isqÔei

‖x− y‖ = min{‖x− z‖, z ∈ C},

tìte to uperepÐpedo H(x− y, (x− y) · y) diaqwrÐzei gn sia to shmeÐo x kai to
sÔnolo C.

Apìdeixh. Gia k�je z ∈ C, èstw h sun�rthsh φz : [0, 1] → R h opoÐa orÐzetai
wc ex c: φz(t) = ‖x− (tz + (1− t)y)‖2. Apì ton orismì tou shmeÐou y, h φz

lamb�nei el�qisto sto shmeÐo t = 0 kai epeid  eÐnai paragwgÐsimh se autì,
isqÔei ìti φ′z(0) ≥ 0 gia k�je z ∈ C. 'Omwc isqÔei ìti φz(t) = ‖x − y‖2 +
2t(x− y) · (y − z) + t2‖y − z‖2. 'Ara φ′z(0) = 2(x− y) · (y − z) ≥ 0 gia k�je
z ∈ C. AfoÔ isqÔei x /∈ C, eÐnai (x − y) · (x − y) = ‖x − y‖2 > 0. 'Ara
(x− y) · z ≤ (x− y) · y < (x− y) · x gia k�je z ∈ C kai èpetai to zhtoÔmeno.

Basizìmenoi sta prohgoÔmena dÔo L mmata, mporoÔme na deÐxoume to parak�tw
je¸rhma to opoÐo eÐnai gnwstì wc je¸rhma DiaqwrismoÔ Kurt¸n Sunìlwn
se EukleÐdeiouc q¸rouc.
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Je¸rhma 4. 'Estw K, M mh ken�, kurt� uposÔnola tou Rd tètoia ¸ste
K ∩M = ®. Tìte oi akìloujec prot�seic eÐnai alhjeÐc:

(i) Up�rqei π ∈ Rd, π 6= 0 tètoio ¸ste ta sÔnola K, M na diaqwrÐzontai
apì èna uperepÐpedo H(π, a), a ∈ R

(ii) An to K eÐnai kleistì kai fragmèno, en¸ to M eÐnai kleistì, tìte up�rqei
π ∈ Rd, π 6= 0 ta sÔnola K, M diaqwrÐzontai gn sia apì èna uperepÐpedo
H(π, a), a ∈ R.

Apìdeixh. 'Estw C to sÔnolo M −K = {y ∈ Rd|y = x−x′, x ∈ M, x′ ∈ K}.
To sÔnolo autì eÐnai mh kenì kai kurtì, en¸ isqÔei ìti 0 /∈ C diìti M∩K = ®.
DiakrÐnoume dÔo peript¸seic.

(a) An 0 /∈ C tìte apì to prohgoÔmeno L mma up�rqei π ∈ Rd, π 6= 0 tètoio
¸ste π ·z > 0 = π ·0 gia k�je z ∈ C, ap' ìpou èpetai ìti ta sÔnola K, M
diaqwrÐzontai. To gegonìc ìti to K kai to M diaqwrÐzontai èpetai apì
to ìti afoÔ π · z > 0 gia k�je z ∈ C, tìte kai gia k�je z ∈ C isqÔei
π · z > 0 ìmwc z = x− x′, x ∈ M,x′ ∈ K kai �ra eÐnai π · x > π · x′ gia
k�je x ∈ M,x′ ∈ K. Gia na efarmìsoume ìmwc to prohgoÔmeno L mma
prèpei to C na eÐnai kurtì, to opoÐo isqÔei diìti to C eÐnai kurtì sÔnolo.
'Ara sthn perÐptwsh aut  isqÔei to sumpèrasma (i) tou jewr matoc gia
k�poio a tètoio ¸ste inf{π · x|x ∈ M} ≤ a ≤ sup{π · x′|x′ ∈ K}.
'Etsi loipìn kai sthn perÐptwsh ìpou to M eÐnai kleistì kai to K
eÐnai kleistì kai fragmèno, tìte to C eÐnai kleistì uposÔnolo tou Rd

epomènwc isqÔei C = C. 'Estw s = inf{π · z|z ∈ C} > 0. Tìte
isqÔei π · (x − x′) ≥ s > 0, gia k�je x ∈ M,x′ ∈ K. Epomènwc
isqÔei inf{π · x|x ∈ M} ≥ sup{π · x′|x′ ∈ K} + s > sup{π · x′|x′ ∈
K}. Epomènwc sthn perÐptwsh aut  apì ta prohgoÔmena èpetai to
sumpèrasma (ii) tou jewr matoc gia a = sup{π · x′|x′ ∈ K}.

(b) An isqÔei ìti 0 ∈ C, tìte èstw {e1, e2, ..., em} èna megistikì uposÔno-
lo grammik� anex�rthtwn dianusm�twn tou C (megistikì uposÔnolo
grammik� anex�rthtwn dianusm�twn eÐnai èna sÔnolo anex�rthtwn di-
anusm�twn pou eÐnai stoiqeÐa tou C tètoio ¸ste den up�rqei sÔnolo
anex�rthtwn dianusm�twn tou C to opoÐo na eÐnai gn sia megalÔtero apì
autì, dhlad  k�je stoiqeÐo tou C gr�fetai wc grammikìc sunduasmìc
twn dianusm�twn autoÔ tou sunìlou). 'Ara gia k�je x ∈ C ta stoiqeÐa
tou sunìlou {x, e1, e2, ..., em} eÐnai grammik� exarthmèna kai epomènwc
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x =
∑m

i=1 λiei. Ja deÐxoume ìti gia k�je a > 0 isqÔei −a
∑m

i=1 ei /∈ C.
Upojètoume ìti up�rqei tètoio a > 0 kai ja katal xoume se �topo.
AfoÔ −a

∑m
i=1 ei ∈ C tìte up�rqei akoloujÐa (xn)n∈N stoiqeÐwn tou

C h opoÐa sugklÐnei sto −a
∑m

i=1 ei. An xn =
∑m

i=1 λn
i ei tìte apì th

grammik  anexarthsÐa twn {e1, e2, ..., em} prokÔptei ìti λn
i → −a, i =

1, 2, ...,m. Tìte gia arket� meg�lo n isqÔei λn
i < 0, i = 1, 2, ..., m. Tìte

apì thn kurtìthta tou C èpetai ìti

0 = (
1

1−∑m
i=1 λn

i

)xn −
m∑

i=1

λn
i

1−∑m
i=1 λn

i

ei ∈ C,

to opoÐo eÐnai �topo, diìti upojèsame ìti 0 /∈ C. Epomènwc gia k�je
k ∈ N isqÔei − 1

k

∑m
i=1 ei /∈ C. Tìte apì to prohgoÔmeno L mma gia k�je

k ∈ N, up�rqei πk ∈ Rd, πk 6= 0 to opoÐo mporeÐ na epilegeÐ ètsi ¸ste
‖πk‖ = 1 tètoio ¸ste πk · z < πk · (− 1

k

∑m
i=1 ei), gia k�je z ∈ C. 'Omwc

afoÔ gia thn akoloujÐa (πk)k∈N isqÔei ‖πk‖ = 1 gia k�je k, h akoloujÐa
aut  eÐnai fragmènh kai �ra up�rqei sugklÐnousa upakoloujÐa thc thn
opoÐa sumbolÐzoume epÐshc me (πk)k∈N kai èstw π = limkπk. 'Ara gia ta
ìria twn akolouji¸n pragmatik¸n arijm¸n sthn teleutaÐa anisìthta,
isqÔei π · z ≤ 0, gia k�je z ∈ C kai epomènwc kai gia k�je z ∈ C.
Epomènwc prokÔptei ìti π · x ≤ π · x′ gia k�je x ∈ M kai gia k�je
x′ ∈ K, ap' ìpou èpetai to sumpèrasma (i) tou jewr matoc gia k�poio
a tètoio ¸ste inf{π · x|x ∈ M} ≤ a ≤ sup{π · x′|x′ ∈ K}.
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