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Didaskwn: Eleujerioc Taqtshc

JEMA 1. Na apodeÐxete ìti to sÔnolo 2N eÐnai uperarijm simo. Qrhsimopoi¸ntac to apotèlesma
autì, na apodeÐxete ìti o (l∞, d∞) den eÐnai diaqwrÐsimoc metrikìc q¸roc.

JEMA 2. (a) JewroÔme to sÔnolo Rn me thn EukleÐdeia metrik . Na apodeÐxete ìti B(x, r) = S(x, r),
ìpou B(x, r) (antÐstoiqa, S(x, r)) h anoikt  (antÐstoiqa, kleist ) mp�la me kèntro x kai aktÐna r. IsqÔei
h parap�nw isìthta se k�je metrikì q¸ro?

(b) 'Estw (X, d) ènac metrikìc q¸roc kai èstw x, y ∈ X me x 6= y. Na apodeÐxete ìti up�rqoun dÔo
anoikt� sÔnola U kai V ston X me x ∈ U , y ∈ V kai U ∩ V = ∅.

JEMA 3. (a) Na diatup¸sete to je¸rhma tou Cantor, to opoÐo dÐnei ikan  kai anagkaÐa sunj kh
¸ste na eÐnai ènac metrikìc q¸roc (X, d) pl rhc. EpÐshc, na diatup¸sete èna je¸rhma tou maj matoc,
tou opoÐou h apìdeixh qrhsimopoieÐ to je¸rhma tou Cantor.

(b) Na d¸sete paradeÐgmata (1) enìc metrikoÔ q¸rou (X, d) kai miac fjÐnousac akoloujÐac (Fn)n∈N
mh ken¸n kleist¸n uposunìlwn tou X ¸ste lim

n→∞
diam(Fn) = 0 kai

⋂
{Fn : n ∈ N} = ∅ (2) enìc

pl rouc metrikoÔ q¸rou (Y, ρ) kai miac fjÐnousac akoloujÐac (Gn)n∈N mh ken¸n uposunìlwn tou Y
¸ste lim

n→∞
diam(Gn) = 0 kai

⋂
{Gn : n ∈ N} = ∅.

JEMA 4. (a) 'Estw to R me th sun jh metrik . Na apodeÐxete ìti to sÔnolo Q twn rht¸n arijm¸n
(1) den eÐnai Gδ sÔnolo (2) den eÐnai sumpagèc. EpÐshc, na apodeÐxete ìti k�je sunektik  sunist¸sa tou
Q eÐnai monosÔnolo.

(b) Na apodeÐxete ìti h kleist  monadiaÐa mp�la tou c0 den eÐnai sumpagèc sÔnolo.

(g) JewroÔme to X = {0} ∪ { 1
2n : n ∈ N} ∪ {1 + 1

2n : n ∈ N} san upìqwro tou R me thn sun jh
metrik . EÐnai o X sumpag c? Poi� eÐnai ta sumpag  uposÔnola tou X? Ta sunektik�?

JEMA 5. (a) 'Estw (X, dX) kai (Y, dY ) dÔo metrikoÐ q¸roi kai èstw f : X → Y mia suneq c
sun�rthsh. An oX eÐnai diaqwrÐsimoc, tìte na apodeÐxete ìti o upìqwroc f(X) tou Y eÐnai diaqwrÐsimoc.
IsqÔei to sumpèrasma an upojèsoume ìti o X eÐnai sumpag c?

(b) Na apodeÐxete ìti den up�rqei suneq c sun�rthsh f : R → R tètoia ¸ste f(Q) ⊆ R \ Q kai
f(R \Q) ⊆ Q.

Bajmoc Kaje Jematoc = 2 Monadec | Arista = 10 Monadec

Kal  EpituqÐa!


