
Full�dio 3 ston Apeirostikì Logismì I

Panepisthmio Aigaiou

Tmhma Statistikhc & Analogistikwn-Qrhmatooikonomikwn Majhmatikwn

Didaskwn: Eleujerioc Q. Taqtshc

1. (a) 'Estw a ∈ R tètoio ¸ste |a| < 1. Na apodeÐxete ìti h (an) sugklÐnei sto 0.

(b) 'Estw a ≤ −1. Na apodeÐxete ìti h (an) den sugklÐnei.

2. 'Estw (an) tètoia ¸ste an → 2. An A = {n ∈ N : an < 2.001}, tìte na exet�sete an ta sÔnola
A kai N−A eÐnai peperasmèna.

3. Alhj c   yeud c? Na dikaiolog sete tic apant seic sac!

(aþ) 'Estw an → a, bn → b kai an < bn gia ìla ta n ∈ N. Tìte a < b.

(bþ) EÐnai dunatìn mia akoloujÐa pou den perièqei ta 0   1 wc ìrouc, na perièqei upakoloujÐec pou
sugklÐnoun se k�je èna apì autoÔc touc arijmoÔc.

(gþ) Mia monìtonh akoloujÐa pou apoklÐnei mporeÐ na perièqei sugklÐnousa upakoloujÐa.

(dþ) Up�rqei akoloujÐa pou perièqei upakoloujÐec pou sugklÐnoun se k�je shmeÐo tou sunìlou
{1/n : n ∈ N}.

(eþ) Up�rqei mia akoloujÐa pou den eÐnai fragmènh me sugklÐnousa upakoloujÐa.

(�þ) Up�rqei akoloujÐa pou èqei mia fragmènh upakoloujÐa all� den èqei sugklÐnousec upako-
loujÐec.

(zþ) An mia sugklÐnousa akoloujÐa eÐnai fragmènh, tìte eÐnai monìtonh.

(hþ) K�je upakoloujÐa aÔxousac akoloujÐac eÐnai aÔxousa akoloujÐa.

(jþ) An h (an) eÐnai aÔxousa kai k�poia upakoloujÐa (akn) thc (an) sugklÐnei ston arijmì a, tìte
an → a.

(iþ) K�je Cauchy-akoloujÐa rht¸n arijm¸n sugklÐnei sto Q.

(iaþ) Den isqÔei en gènei ìti lim sup(an + bn) = lim sup(an) + lim sup(bn).

(ibþ) An (an) eÐnai mia fragmènh akoloujÐa, tìte lim sup(an) = sup{an : n ∈ N} kai lim inf(an) =
inf{an : n ∈ N}.

4. Na apodeÐxete ìti k�je pragmatikìc arijmìc eÐnai ìrio miac gn sia aÔxousac akoloujÐac rht¸n
arijm¸n, ìpwc epÐshc kai ìrio miac gn sia aÔxousac akoloujÐac arr twn arijm¸n. (JumhjeÐte ìti
ta sÔnola Q kai R−Q eÐnai pukn� sto R. Qrhsimopoi ste epÐshc sto epiqeÐrhm� sac diast mata
thc morf c (x− 1

n , x), n ∈ N).

5. Na melethjoÔn oi parak�tw akoloujÐec wc proc th sÔgklish:
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(Jètontac 0.9999 · · · = lim an, tÐ parathreÐte?).
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6. Na brejoÔn ìlec oi timèc tou w ∈ R gia tic opoÐec h akoloujÐa an =

(
1− w2

1 + w2

)n

sugklÐnei.

7. IsqÔei to ex c apotèlesma: An an > 0 ∀n ∈ N kai lim
n→∞

an+1

an
= L, tìte lim

n→∞
n
√
an = L. Na

efarmìsete to parap�nw apotèlesma kat�llhla gia na breÐte to ìrio thc akoloujÐac an =
n

n
√
n!
.

8. 'Estw (an) kai (bn) dÔo akoloujÐec tètoiec ¸ste gia ìla ta n ∈ N, an > 0 kai bn > 0, kai an → 0,

bn → 0. Na apodeÐxete ìti h akoloujÐa cn =
a2n + b2n
an + bn

sugklÐnei sto 0.

9. Na d¸sete paradeÐgmata akolouji¸n (an), (bn), bn 6= 0 gia ìla ta n ∈ N, k�je mia apì tic opoÐec
teÐnei sto ±∞, all� (a) (an/bn) sugklÐnei, (b) (an/bn) teÐnei sto ±∞.

10. Na apodeÐxete ìti an an > 0 gia ìla ta n ∈ N, tìte lim an = 0 ann lim(1/an) = +∞.

11. Na apodeÐxete ìti an lim(an/n) = L, ìpou L > 0, tìte lim an = +∞.

12. 'Estw a > 0 kai x1 > 0. OrÐzoume xn+1 =
1

2

(
xn +

a

xn

)
gia n ∈ N. Na apodeÐxete ìti xn →

√
a.

(Upìdeixh: Gia th lÔsh ja qreiasteÐ na apodeÐxete ìti x2n ≥ a gia n ≥ 2).

13. 'Estw a1 = 3 kai an+1 =
√
10an − 17 gia n ∈ N. Na apodeiqjeÐ ìti h (an) sugklÐnei kai na brejeÐ

to ìrio thc.

14. 'Estw a1 = 3 kai an+1 =
1

4− an
. Na apodeiqjeÐ ìti lim an = 2−

√
3.

15. 'Estw (an) mia fragmènh akoloujÐa. Na apodeÐxete ìti oi akoloujÐec un = sup{ak : k ≥ n}
kai vn = inf{ak : k ≥ n} eÐnai monìtonec kai fragmènec (�ra sugklÐnoun - UpenjumÐzoume ìti
limun = lim supan kai lim vn = lim infan).

16. Na breÐte to an¸tero kai kat¸tero ìrio twn parak�tw akolouji¸n:

xn = 2 + (−1)n(1 + 1/n),

yn = (2,−1, 3/2,−1/2, 4/3,−1/3, 5/4,−1/4, . . .),

zn = cos
(nπ

3

)
+

1

n+ 1
,

wn = n[2 + (−1)n].
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