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Panepisthmio Aigaiou
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Didaskwn: Eleujerioc Q. Taqtshc

1. Na apodeÐxete ìti lim
x→0

√
1 + x−

√
1− x

x
= 1 kai lim

x→+∞

√
x(
√
x+ a−

√
x) =

a

2
, a ∈ R.

2. Na exet�sete an up�rqoun ta parak�tw ìria, kai an nai, tìte na ta upologÐsete:

lim
x→0

x2

|x|
, lim
x→3

2x+ 3

4x− 9
, lim
x→x0

[x], lim
x→x0

(x− [x]), ìpou [x] eÐnai to akèraio mèroc tou x.

3. Na apodeÐxete ìti ta parak�tw ìria den up�rqoun: lim
x→0

1

x2
(x > 0), lim

x→0

1√
x

(x > 0), lim
x→0

(x +

sgn(x)), lim
x→0

sin(
1

x2
).

4. 'Estw f : R→ R me f(x) = 1 an x ∈ {1/n : n ∈ N} kai f(x) = 0, diaforetik�. Na apodeÐxete ìti
den up�rqei to lim

x→0
f(x).

5. Upojètoume ìti h f : R → R èqei ìrio L sto 0, kai èstw a > 0. An g : R → R orÐzetai wc
g(x) = f(ax) gia x ∈ R, na apodeÐxete ìti lim

x→0
g(x) = L.

6. ApodeÐxte ìti lim
x→0

cos(1/x) den up�rqei all� to lim
x→0

x cos(1/x) up�rqei.

7. Na exet�sete an up�rqei to ìrio lim
x→0

sgn sin(1/x), x 6= 0 (x 7→ sgn(x) eÐnai h sun�rthsh prìshmo).

8. 'Estw f, g orismènec epÐ tou A ⊆ R, kai èstw c shmeÐo suss¸reushc tou A. An h f eÐnai fragmènh
se mia perioq  tou c kai lim

x→c
g(x) = 0, tìte na apodeÐxete ìti lim

x→c
(fg)(x) = 0.

9. 'Estw f, g orismènec epÐ tou A ⊆ R, kai èstw c shmeÐo suss¸reushc tou A. An lim
x→c

f(x) kai

lim
x→c

(fg)(x) up�rqoun, tìte up�rqei to lim
x→c

g(x)?

10. 'Estw f, g orismènec epÐ tou A ⊆ R, kai èstw c shmeÐo suss¸reushc tou A. An ta ìria twn f + g
kai fg up�rqoun sto c, tìte up�rqoun ta ìria twn f kai g sto c?

11. Na exet�sete an up�rqoun ta parak�tw ìria, kai an nai, na ta upologÐsete:

lim
x→1+

x

x− 1
(x 6= 1), lim

x→1

x

x− 1
(x 6= 1), lim

x→+∞

√
x− 5√
x+ 3

(x > 0), lim
x→+∞

√
x− x√
x+ x

(x > 0),

lim
x→0+

x+ 2√
x

(x > 0), lim
x→+∞

x+ 2√
x

(x > 0).

12. Upojètoume ìti ta ìria twn f kai g up�rqoun sto R kaj¸c x→ +∞ kai ìti f(x) ≤ g(x) gia ìla
ta x ∈ (a,+∞). Na apodeÐxete ìti lim

x→+∞
f(x) ≤ lim

x→+∞
g(x).

13. Upojètoume ìti lim
x→c

f(x) = L ìpou L > 0, kai ìti lim
x→c

g(x) = +∞. Na apodeÐxete ìti lim
x→c

f(x)g(x) =

+∞. An L = 0, deÐxte me èna par�deigma ìti autì to sumpèrasma mporeÐ na mhn isqÔei.

14. 'Estw f : (0,+∞)→ R. Na apodeÐxete ìti lim
x→+∞

f(x) = L an kai mìno an lim
x→0+

f(1/x) = L.

15. BreÐte sunart seic f kai g orismènec epÐ tou (0,+∞) tètoiec ¸ste lim
x→+∞

f(x) = +∞ kai lim
x→+∞

g(x) =

+∞, kai lim
x→+∞

(f − g)(x) = 0. MporeÐte na breÐte tètoiec sunart seic me g(x) > 0 gia ìla ta

x ∈ (0,+∞), tètoiec ¸ste lim
x→+∞

f(x)/g(x) = 0?
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16. 'Etsw f(x) = |x|−1/2 gia x 6= 0. Na apodeÐxete ìti lim
x→0+

f(x) = lim
x→0−

f(x) = +∞.

17. Na melet sete wc proc th sunèqeia tic parak�tw sunart seic:

f(x) =

{
sinx
x an x 6= 0,

0 an x = 0.
, g(x) =

{
1
x sin(

1
x2 ) an x 6= 0,

0 an x = 0.
. Gia ta shmeÐa asunèqeiac twn f, g

(an up�rqoun) na kajoristeÐ to eÐdoc thc asunèqeiac se k�je perÐptwsh.

18. 'Estw f(x) =

{
x an x ∈ Q,

−x an x /∈ Q.
. Na melethjeÐ h f wc proc thn sunèqeia se k�je shmeÐo tou R

kai gia ta shmeÐa asunèqeiac (an up�rqoun) na kajoristeÐ to eÐdoc thc asunèqeiac.

19. Na apodeÐxete ìti h sun�rthsh f : N→ R me f(x) = 1/x eÐnai suneq c.

20. BreÐte ta shmeÐa sunèqeiac twn parak�tw sunart sewn: f(x) = [x], g(x) = x[x], h(x) = [sinx]
(D(f) = D(g) = D(h) = R), k(x) = [1/x] (x 6= 0).

21. 'Estw A ⊆ B ⊆ R, f : B → R, kai g : A → R tètoia ¸ste g(x) = f(x) gia ìla ta x ∈ A (Lème
ìti h g eÐnai o periorismìc thc f sto A kai sumbolÐzoume thn g me f � A).

(a) An h f eÐnai suneq c sto c ∈ A, tìte na apodeÐxete ìti h g eÐnai suneq c sto c.

(b) Me èna par�deigma, deÐxte ìti an h g eÐnai suneq c sto c, tìte den èpetai ìti h f eÐnai suneq c
sto c.

22. 'Estw K > 0 kai èstw f : R → R tètoia ¸ste |f(x) − f(y)| ≤ K|x − y| gia ìla ta x, y ∈ R.
DeÐxte ìti h f eÐnai suneq c epÐ tou R.

23. 'Estw f : R→ R suneq c epÐ tou R kai ìti f(r) = 0 gia k�je rhtì arijmì r. DeÐxte ìti f(x) = 0
gia ìla ta x ∈ R.

24. OrÐzoume g : R→ R me g(x) = 2x an x rhtìc kai g(x) = x+ 3 an x �rrhtoc. Na brejoÔn ìla ta
shmeÐa sta opoÐa h g eÐnai suneq c.

25. 'Estw f(x) =
x2 + x− 6

x− 2
gia x ∈ R− {2}. MporoÔme na orÐsoume to f(2) me tètoio trìpo ¸ste

h f na eÐnai suneq c sto 2?

26. 'Estw f : [a, b] → R suneq c sun�rthsh me f(x) > 0 gia ìla ta x ∈ [a, b]. Na apodeÐxete ìti
up�rqei c > 0 tètoio ¸ste f(x) ≥ c gia ìla ta x ∈ [a, b].

27. DeÐxte ìti to polu¸numo p(x) = x4 + 7x3 − 9 èqei toul�qiston dÔo pragmatikèc rÐzec.

28. 'Estw f : [a, b] → R suneq c epÐ tou [a, b] kai tètoia ¸ste gia k�je x ∈ [a, b] up�rqei y ∈ [a, b]
tètoio ¸ste |f(y)| ≤ 1

2 |f(x)|. Na apodeÐxete ìti up�rqei c ∈ [a, b] tètoio ¸ste f(c) = 0.

29. 'Estw f : [0, 1] → R suneq c epÐ tou [0, 1] kai tètoia ¸ste f(x) ∈ (R − Q) gia ìla ta x ∈ [0, 1].
TÐ mporeÐte na peÐte gia thn f ?

30. 'Estw a, b, c > 0 kai d < e < r. Na apodeÐxete ìti h exÐswsh
a

x− d
+

b

x− e
+

c

x− r
= 0 èqei

toul�qiston mia rÐza se kajèna apì ta diat mata (d, e) kai (e, r).

31. 'Estw p(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0 polu¸numo tètoio ¸ste a0an < 0. Na apodeÐxete
ìti to p(x) èqei toul�qiston mia jetik  pragmatik  rÐza.

32. 'Estw f : [a, b] → R suneq c epÐ tou [a, b] kai tètoia ¸ste |f(x)| = 1 gia ìla ta x ∈ [a, b]. TÐ
mporeÐte na peÐte gia thn f ?
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33. 'Estw f, g : R→ R suneqeÐc epÐ tou R, kai tètoiec ¸ste f(r) = g(r) gia ìla ta r ∈ Q. IsqÔei ìti
f(x) = g(x) gia ìla ta x ∈ R?

34. 'Estw g(1) = 0 kai g(x) = 2 an x 6= 1, kai èstw f(x) = x + 1 gia ìla ta x ∈ R. DeÐxte ìti
h g ◦ f den eÐnai suneq c sto 0. GiatÐ autì den antibaÐnei sto je¸rhma perÐ sÔnjeshc suneq¸n
sunart sewn?

35. 'Estw f, g orismènec epÐ tou R kai èstw c ∈ R. An lim
x→c

f(x) = b kai h g eÐnai suneq c sto b, na

apodeÐxete ìti lim
x→c

(g ◦ f)(x) = g(b).

36. D¸ste èna par�deigma sun�rthshc f : [0, 1]→ R h opoÐa eÐnai asuneq c se k�je shmeÐo tou [0, 1],
all� h |f | eÐnai suneq c epÐ tou [0, 1]. (ErgasteÐte me thn f(x) = 1 an x ∈ Q kai f(x) = −1 an
x /∈ Q.)

37. 'Estw f, g : [a, b] → R dÔo suneqeÐc sunart seic epÐ tou [a, b]. Na apodeÐxete ìti to sÔnolo
E = {x ∈ [a, b] : f(x) = g(x)} èqei thn idiìthta ìti an (xn) eÐnai akoloujÐa shmeÐwn tou E kai
xn → x0, tìte x0 ∈ E.

38. 'Estw a < b < c. Upojètoume ìti h f eÐnai suneq c epÐ tou [a, b], h g suneq c epÐ tou [b, c], kai
ìti f(b) = g(b). An h(x) = f(x) gia x ∈ [a, b] kai h(x) = g(x) gia x ∈ [b, c], tìte na apodeÐxete
ìti h h eÐnai suneq c epÐ tou [a, c].
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