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JEMA 1. (a) Na exet�sete an to sÔnoloW = {A ∈Mn(R) : AB = BA}, gia k�poio stajerì pÐnaka
B ∈Mn(R), eÐnai upìqwroc tou Mn(R).

(b) Swstì   l�joc? Na aitiolog sete tic apant seic sac.
(1) K�je uposÔnolo enìc dianusmatikoÔ q¸rou V pou perièqei to 0V eÐnai upìqwroc tou V .
(2) To sÔnolo lÔsewn enìc sumbibastoÔ m×n grammikoÔ sust matoc AX = B eÐnai upìqwroc tou

Rn.
(3) DÔo uposÔnola enìc dianusmatikoÔ q¸rou V pou par�goun ton Ðdio upìqwro tou V prèpei na

eÐnai Ðsa.

JEMA 2. 'Estw U o upìqwroc tou R5 pou par�getai apì to sÔnolo S1 = {(1, 3,−2, 2, 3), (1, 4,−3, 4, 2),
(2, 3,−1,−2, 9)} kai èstw W o upìqwroc pou par�getai apì to S2 = {(1, 3, 0, 2, 1), (1, 5,−6, 6, 3),
(2, 5, 3, 2, 1)}. Na apodeiqjeÐ ìti U +W = 〈S1 ∪ S2〉 kai na brejeÐ mia b�sh kai h di�stash tou U +W .
Perigr�yte ta b mata pou ja akoloujoÔsate, anafèrontac sqetik� apotelèsmata thc jewrÐac, se perÐ-
ptwsh pou apaitoÔntan na brejeÐ mia b�sh β ⊆ S1 ∪ S2.

JEMA 3. (a) 'Estw A =

 0 2 1
1 −4 0
3 0 0

 o pÐnakac tou TA ∈ L(R3) wc proc th sun jh b�sh tou

R3. Na brejeÐ o pÐnakac tou TA wc proc thn b�sh β = {(1, 1, 1), (1, 1, 0), (1, 0, 0)} kai gia k�je v ∈ R3,
na brejeÐ to di�nusma twn suntetagmènwn tou TA(v) wc proc thn β. EÐnai o TA isomorfismìc? An nai,
poiìc eÐnai o (TA)

−1?
(b) 'Estw T : P2(R) → P3(R) tètoia ¸ste ∀p ∈ P2(R), T (p) eÐnai to ex c stoiqeÐo tou P3(R):

T (p)(x) = 2p′(x) +
∫ x
0 3p(t)dt. Na apodeÐxete ìti (1) ∀p ∈ P2(R) isqÔei ìntwc ìti T (p) ∈ P3(R), (2) h

T eÐnai grammik , kai sth sunèqeia na breÐte ton bajmì kai thn mhdenikìthta thc T .

JEMA 4. (a) Na d¸sete ton orismì tou diagwnopoi simou pÐnaka.
(b) 'Estw T o ex c grammikìc telest c epÐ tou R3: T (x, y, z) = (4x+ z, 2x+ 3y + 2z, x+ 4z). Na

exet�sete an o T eÐnai diagwnopoi simoc kai na brejoÔn ìlec oi dunatèc kanonikèc morfèc Jordan tou
pÐnaka (T )E , ìpou E h sun jhc b�sh tou R3.

JEMA 5. (a) 'Estw V ènac R-q¸roc me eswterikì ginìmeno kai èstw x kai y dÔo orjog¸nia stoiqeÐa
tou V . Na apodeÐxete ìti ||x+ y||2 = ||x||2 + ||y||2. Apì autì na ex�gete to Pujagìreio Je¸rhma ston
R2.

(b) 'Estw o q¸roc P3(R) me to eswterikì ginìmeno 〈p, q〉 =
∫ 1
0 p(x)q(x)dx gia ìla ta p, q ∈ P3(R).

Na brejeÐ mia orjokanonik  b�sh tou W = 〈{1, x}〉.
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