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Didaskwn: Eleujerioc Q. Taqtshc

JEMA 1. (a) 'Estw A,B ∈ Mn(R) tètoioi ¸ste o pÐnakac In − (A · B)2 eÐnai antistrèyimoc. Na
apodeÐxete ìti (In − (B ·A)2)−1 = In +B · (In − (A ·B)2)−1 ·A ·B ·A.

(b) An gia ton pÐnaka A ∈ Mn(R) isqÔei ìti A4 − A3 + A2 − A + In = 0, tìte na apodeÐxete ìti
A−1 = −A4.

(g) 'Estw A =

 1 0 1
0 1 1
1 2 1

 kai B =

 1 0 1
0 1 0
0 1 1

. Na brejeÐ antistrèyimoc pÐnakac P tètoioc

¸ste A = P ·B.

JEMA 2. (a) 'Estw n ∈ N, n ≥ 2, èstw a, b ∈ R, kai èstw S = (sij) ∈ Mn(R) tètoioc ¸ste sij = a

an i = j kai sij = b an i 6= j. Na apodeÐxete ìti det(S) = (a− b)n
(
1 +

nb

a− b

)
an a 6= b kai det(S) = 0

an a = b.
(b) 'Estw A ∈ M3(R) kai èstw X,C ∈ M3×1(R) tètoioi ¸ste AX = C. An D ∈ M3×1(R), isqÔei

ìti det(A+ C ·Dt) = det(A) (1 +Dt ·X)? Na dikaiolog sete thn ap�nths  sac!

JEMA 3. Na diatup¸sete to je¸rhma Cramer, exhg¸ntac orologÐa/sumbolismoÔc pou ja qrhsimo-
poi sete. Sth sunèqeia, na apodeÐxete to je¸rhma.

JEMA 4. DÐdetai o pÐnakac:

A =

 1 1 1 22
1 2 3 39
κ −1 λ 0

 .

Na brejeÐ o bajmìc tou pÐnaka A gia tic di�forec timèc twn κ kai λ. Sth sunèqeia, gia ekeÐnec tic timèc twn
κ kai λ gia tic opoÐec r(A) = 2 (an up�rqoun autèc oi timèc), na lÔsete to sÔsthma x1c1+x2c2+x3c3 = c4,
ìpou gia i = 1, 2, 3, 4, ci eÐnai h i-st lh tou A.

JEMA 5. (a) An ρ ∈ R eÐnai tètoioc ¸ste to polu¸numo x− ρ diaireÐ to qarakthristikì polu¸numo
enìc n× n pÐnaka A, tìte na apodeÐxete ìti to x− ρ diaireÐ to el�qisto polu¸numo tou A.

(b) MporeÐ èna idiodi�nusma enìc n × n pÐnaka A na antistoiqeÐ se dÔo diakekrimènec idiotimèc tou
A? Na dikaiolog sete thn ap�nths  sac!

(g) Na brejeÐ o pÐnakac

A =

 1 κ λ
1 µ ν
1 1 1

 ,

an gnwrÐzoume ìti ta dianÔsmata u = (1, 1, 1) kai v = (1, 0,−1) eÐnai idiodianÔsmata tou A.
EpÐshc, na brejeÐ o A−1 (an up�rqei) kaj¸c epÐshc to qarakthristikì kai to el�qisto polu¸numo

tou A. Tèloc, qrhsimopoi¸ntac to je¸rhma Cayley-Hamilton, na apodeÐxete ìti (A2 − 9I3) ·A2 = 0.

KALH EPITUQIA.


