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JEMA 1. (a) 'Estw (En)n∈N mia fjÐnousa akoloujÐa Lebesgue-metr simwn uposunìlwn tou R. An
m(E1) < ∞, tìte na apodeÐxete ìti m(

⋂∞
n=1En) = lim

n→∞
m(En). Na apodeÐxete epÐshc ìti h sunj kh

“m(E1) <∞” eÐnai aparaÐthth gia to prohgoÔmeno apotèlesma.
(b) Na apodeÐxete ìti to mètro Lebesgue m eÐnai arijm sima prosjetikì an kai mìno an gia k�je

aÔxousa akoloujÐa (En)n∈N Lebesgue-metr simwn sunìlwn isqÔei ìti m(
⋃∞

n=1En) = lim
n→∞

m(En).

JEMA 2. Na apodeiqjeÐ to je¸rhma Egorov: 'Estw (fn)n∈N mia akoloujÐa metr simwn sunart sewn
orismènec epÐ enìc metr simou sunìlou E peperasmènou mètrou. 'Estw ìti h (fn)n∈N sugklÐnei shmeiak�
sqedìn pantoÔ epÐ tou E se mia sun�rthsh f : E → R. Tìte ∀ε > 0, up�rqei èna metr simo sÔnolo
A ⊆ E me m(A) < ε kai tètoio ¸ste h (fn)n∈N na sugklÐnei omoiìmorfa epÐ tou E \A sthn f .

Me kat�llhlo par�deigma, na deÐxete ìti to apotèlesma den isqÔei en gènei an m(E) =∞.

JEMA 3. (a) 'Estw f : [a, b]→ R mia fragmènh sun�rthsh. An h f eÐnai Riemann-oloklhr¸simh epÐ

tou [a, b], tìte na apodeÐxete ìti h f eÐnai Lebesgue-oloklhr¸simh epÐ tou [a, b] kai isqÔei ìti
∫ b
a f(x)dx =∫

[a,b] f .

(b) 'Estw f(x) =


x2 x ∈ C ∩Qc

x x ∈ C ∩Q,
1 x 6∈ C

ìpou x ∈ [0, 1] kai C to sÔnolo tou Cantor. Na apodeiqjeÐ ìti h

f eÐnai Lebesgue-oloklhr¸simh epÐ tou [0, 1] kai na upologisteÐ to olokl rwma
∫
[0,1] f . (To apotèlesma

thc jewrÐac pou ja qrhsimopoi sete, na to apodeÐxete).
(g) 'Estw f(x) = ex, x ∈ [0, ln 2]. Dojèntoc ε > 0, na brejoÔn dÔo aplèc sunart seic φ, ψ, tètoiec

¸ste φ ≤ f ≤ ψ kai
∫
[0,ln 2](ψ − φ) < ε.

JEMA 4. (a) Na apodeÐxete ìti to olokl rwma Lebesgue
∫
[1,∞)

1

x2
= 1. (Upìdeixh: Na jewr sete thn

akoloujÐa sunart sewn fn(x) =
1

x2
an x ∈ [1, n], kai 0 diaforetik�. Na diatup¸sete ta apotelèsmata

thc jewrÐac pou ja qrhsimopoi sete.)
(b) 'Estw f mia mh arnhtik  kai metr simh sun�rthsh. Na apodeÐxete ìti h sunolosun�rthsh

µ(E) =
∫
E f , E Lebesgue-metr simo uposÔnolo tou R, eÐnai arijm sima prosjetik . Na diatup¸se-

te to apotèlesma thc jewrÐac pou ja qrhsimopoi sete.
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