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JEMA 1. (a) Na apodeiqjeÐ ìti to mètro Lebesgue eÐnai (a) σ-prosjetikì, (b) analloÐwto kat� thn
metafor� (apodeiknÔontac pr¸ta ìti h metafor� enìc metr simou sunìlou eÐnai metr simo).

(b) Na d¸sete touc dÔo orismoÔc tou sunìlou tou Cantor. EpÐshc, na apodeÐxete ìti to sÔnolo tou
Cantor eÐnai èna tèleio uposÔnolo tou R mètrou 0.

JEMA 2. (a) Na apodeÐxete ìti an E eÐnai metr simo kai E ⊂ P , ìpou P to sÔnolo epilog c sthn
apìdeixh tou Vitali gia thn Ôparxh mh metr simou uposunìlou tou R, tìte m(E) = 0.

(b) Na dojeÐ èna par�deigma ìpou (Ei) eÐnai mia xènh akoloujÐa sunìlwn me m∗(
⋃
Ei) <

∑
m∗(Ei).

EpÐshc, na dojeÐ par�deigma akoloujÐac sunìlwn (Ei) tètoiac ¸ste Ei ⊃ Ei+1, m∗(Ei) < ∞, kai
m∗(

⋂
Ei) < limm∗(Ei).

JEMA 3. (a) Na dojeÐ o orismìc thc metr simhc sun�rthshc. EpÐshc, na apodeiqjeÐ ìti k�je suneq c
sun�rthsh me pedÐo orismoÔ metr simo sÔnolo eÐnai metr simh sun�rthsh. Na d¸sete èna par�deigma
ìti to antÐstrofo den isqÔei en gènei.

(b) Na kataskeu�sete mia sun�rthsh f : E → Re, E ⊆ R metr simo, tètoia ¸ste h f na ikanopoieÐ
thn prìtash ��gia k�je epektamèno pragmatikì arijmì a, to sÔnolo {x : f(x) = a} eÐnai metr simo��,
all� na mhn ikanopoieÐ thn prìtash ��gia k�je pragmatikì arijmì a, to sÔnolo {x : f(x) > a} eÐnai
metr simo��.

JEMA 4. (a) Na diatup¸sete kai na apodeÐxete to je¸rhma Egorov. EpÐshc, me kat�llhla paradeÐg-
mata na deÐxete ìti to sumpèrasma tou jewr matoc eÐnai dunatìn na mhn isqÔei an den apait soume to
metr simo sÔnolo E tou jewr matoc na eÐnai peperasmènou mètrou   an den apait soume h sun�rthsh f
tou jewr matoc na eÐnai peperasmènh sqedìn pantoÔ.

(b) Na apodeiqjeÐ ìti k�je metr simo sÔnolo gr�fetai wc ènwsh A ∪ B, ìpou A sÔnolo tou Borel
kai B sÔnolo mètrou 0.

JEMA 5. (a) 'Estw f(x) = ex, x ∈ [0, ln 2]. Na apodeÐxete ìti h f eÐnai oloklhr¸simh kat�
Lebesgue epÐ tou [0, ln 2] qrhsimopoi¸ntac to krit rio olokl rwshc tou Lebesgue. Poi� eÐnai h tim  tou
oloklhr¸matoc

∫
[0,ln 2] f ?

(b) 'Estw f mia fragmènh sun�rthsh epÐ enìc sunìlou E peperasmènou mètrou. Na apodeÐxete ìti
an h f eÐnai Lebesgue oloklhr¸simh epÐ tou E, tìte h f eÐnai metr simh epÐ tou E.
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