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'Askhsh 1. Na melethjeÐ wc proc thn omoiìmorfh sunèqeia (qrhsimopoi¸ntac ton ε−δ orismì)
h parak�tw sun�rthsh:

f(x) =
x

x + 1
, x ∈ [0, 3].

LÔsh. H dojeÐsa sun�rthsh eÐnai omoiìmorfa suneq c. Pr�gmati, èstw ε > 0. AnazhtoÔme
δ > 0 tètoio ¸ste gia ìla ta x, y ∈ [0, 3] me |x − y| < δ na isqÔei ìti |f(x) − f(y)| < ε.
Katarq n, gia ìla ta x, y ∈ [0, 3] èqoume:

|f(x)− f(y)| = |x− y|
(x + 1)(y + 1)

.

Efìson, x, y ∈ [0, 3] èpetai ìti x + 1 ≥ 1 kai y + 1 ≥ 1, �ra 1
(x+1)(y+1)

≤ 1. Epomènwc, gia ìla

ta x, y ∈ [0, 3], |f(x) − f(y)| ≤ |x − y|. Jètontac δ = ε, èqoume |f(x) − f(y)| < ε gia ìla ta
x, y ∈ [0, 3] me |x− y| < δ. 2

'Askhsh 2. Na d¸sete kat�llhlo antipar�deigma pou na deÐqnei ìti h parak�tw prìtash den
eÐnai en gènei alhj c:

An h sun�rthsh f : R → R eÐnai omoiìmorfa suneq c, tìte h sun�rthsh f 2 eÐnai omoiìmorfa
suneq c.

Poi� epiplèon sunj kh ja apaitoÔsate na ikanopoieÐ h f ¸ste na eÐnai h sun�rthsh f 2 omoiì-
morfa suneq c epÐ tou R? Na apodeÐxete ton isqurismì sac.

LÔsh. JewroÔme thn sun�rthsh f(x) = x gia ìla ta x ∈ R. Stic paradìseic èqoume dei ìti h
f eÐnai omoiìmorfa suneq c epÐ tou R, en¸ h sun�rthsh f 2(x) = x2, x ∈ R, den eÐnai.

An apait soume epiplèon h sun�rthsh f na eÐnai fragmènh, tìte h f 2 eÐnai omoiìmorfa
suneq c epÐ tou R. Pr�gmati, èstw M > 0 tètoio ¸ste |f(x)| ≤ M gia ìla ta x ∈ R.
ApodeiknÔoume ìti h f 2 eÐnai omoiìmorfa suneq c epÐ tou R. 'Estw ε > 0. AnazhtoÔme δ > 0
tètoio ¸ste gia ìla ta x, y ∈ R me |x − y| < δ na isqÔei ìti |f(x) − f(y)| < ε. Efìson, h f
eÐnai omoiìmorfa suneq c epÐ tou R, gia ton arijmì ε

3M
> 0, up�rqei δ > 0 tètoio ¸ste gia ìla

ta x, y ∈ R me |x− y| < δ na isqÔei ìti |f(x)− f(y)| < ε
3M

.
O parap�nw arijmìc δ eÐnai autìc pou anazhtoÔme. Pr�gmati, èstw x, y ∈ R me |x− y| < δ.

'Eqoume:

|f 2(x)−f 2(y)| = |(f(x)−f(y))·(f(x)+f(y))| ≤ |f(x)−f(y)|·(|f(x)|+|f(y)|) ≤ ε

3M
·2M =

2

3
ε < ε.

'Ara, h f 2 eÐnai omoiìmorfa suneq c epÐ tou R. 2


