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'Askhsh. Na apodeiqjeÐ ìti opoiad pote sun�rthsh apì to N sto R eÐnai omoiìmorfa sune-
q c.

LÔsh. 'Estw f : N→ R mia sun�rthsh. Ja apodeÐxoume ìti gia opoiesd pote dÔo akolou-
jÐec (xn)n∈N, (yn)n∈N shmeÐwn tou N, an lim

n→∞
|xn − yn| = 0, tìte lim

n→∞
|f(xn)− f(yn)| = 0.

'Estw loipìn dÔo akoloujÐec (xn)n∈N, (yn)n∈N shmeÐwn tou N tètoiec ¸ste lim
n→∞

|xn−yn| = 0

(�ra, k�je upakoloujÐa thc (|xn−yn|)n∈N sugklÐnei sto 0). Efìson gia k�je n ∈ N, xn, yn ∈ N,
èpetai ìti (|xn − yn|)n∈N eÐnai mia akoloujÐa mh-arnhtik¸n akeraÐwn. An to pedÐo tim¸n, èstw
A, thc akoloujÐac (|xn − yn|)n∈N eÐnai �peiro sÔnolo (jumhjeÐte ìti mia akoloujÐa pragmati-
k¸n arijm¸n eÐnai mia sun�rthsh me pedÐo orismoÔ to N kai sÔnolo �fixhc to R), tìte eÔkola
mporoÔme na kataskeu�soume mia upakoloujÐa thc (|xn − yn|)n∈N h opoÐa sugklÐnei sto +∞
(wc upakoloujÐa thc (n)n∈N). Autì ìmwc antibaÐnei sto gegonìc ìti lim

n→∞
|xn − yn| = 0. 'Ara,

to A eÐnai peperasmèno sÔnolo kai èstw A = {u1, u2, . . . , um} ⊆ {0, 1, 2, . . .}. Tìte up�rqei i,
1 ≤ i ≤ m, tètoio ¸ste |xn − yn| = ui gia �peiro pl joc n ∈ N, kai sunep¸c h (|xn − yn|)n∈N
èqei mia upakoloujÐa h opoÐa sugklÐnei sto ui. 'Ara, ui = 0 (diìti lim

n→∞
|xn − yn| = 0). P�li apì

to gegonìc ìti lim
n→∞

|xn − yn| = 0, èpetai ìti gia k�je j ∈ {1, 2, . . . ,m} me j 6= i, |xn − yn| = uj

gia èna peperasmèno pl joc fusik¸n arijm¸n n.

Apì ta parap�nw, sumperaÐnoume loipìn, ìti up�rqei n0 ∈ N tètoio ¸ste gia k�je n > n0,
|xn − yn| = 0 (ousiastik�, n0 = max{n ∈ N : ∃j ∈ {1, 2, . . . ,m}, j 6= i, |xn − yn| = uj}),
opìte gia k�je n > n0 èqoume ìti xn = yn. Epomènwc, gia k�je n > n0, f(xn) = f(yn) kai �ra,
lim
n→∞

|f(xn)− f(yn)| = 0. Sunep¸c, h sun�rthsh f eÐnai omoiìmorfa suneq c epÐ tou N, ìpwc to
jèlame. Autì oloklhr¸nei thn apìdeixh thc prìtashc “Opoiad pote sun�rthsh apì to N sto
R eÐnai omoiìmorfa suneq c”.


