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JEMA 1. a) 'Estw A ⊆ R tètoio ¸ste
1

5n+ 1
∈ A gia k�je n ∈ N kai èstw f : A→ R omoiìmorfa

suneq c epÐ tou A. Na apodeÐxete ìti h akoloujÐa

(
f

(
1

5n+ 1

))
n∈N

eÐnai sugklÐnousa.

b) 'Estw f : (−∞, 0) → R me f(x) =
x+ (1− x) cos(x2)

1− x
. Na exet�sete an h f eÐnai omoiìmorfa

suneq c sto pedÐo orismoÔ thc.

JEMA 2. a) Na epilèxete mìno èna ek twn (a1), (a2):
a1) 'Estw (fn) mia akoloujÐa sunart sewn h opoÐa sugklÐnei omoiìmorfa sthn f epÐ tou A kai

ikanopoieÐ |fn(x)| ≤ M gia ìla ta n ∈ N kai ìla ta x ∈ A. An h g eÐnai suneq c epÐ tou [−M,M ], na
apodeÐxete ìti h akoloujÐa (g ◦ fn) sugklÐnei omoiìmorfa sthn g ◦ f epÐ tou A.

a2) 'Estw ìti h akoloujÐa (fn) sugklÐnei omoiìmorfa sthn f epÐ tou A, kai èstw ìti gia k�je n ∈ N,
h fn eÐnai fragmènh epÐ tou A. Na apodeÐxete ìti h f eÐnai fragmènh epÐ tou A kai ìti h (fn)n∈N eÐnai
omoiìmorfa fragmènh.

b) 'Estw h akoloujÐa sunart sewn fn(x) = nx(1−x)n, x ∈ [0, 1], n ∈ N. Na melethjeÐ h (fn)n∈N wc

proc th shmeiak  kai omoiìmorfh sÔgklish kaj¸c epÐshc kai h sÔgklish thc akoloujÐac (
∫ 1
0 fn(x)dx)n∈N.

JEMA 3. Na melethjoÔn oi parak�tw seirèc sunart sewn wc proc thn shmeiak  kai omoiìmorfh

sÔgklish epÐ tou R: (a)
∑∞

n=1

(−1)n

n2
(x2 + n), (b)

∑∞
n=1

nx

1 + n5x2
, (g)

∑∞
n=1 (−1)n sin

(x
n

)
.

JEMA 4. a) Na brejeÐ to sÔnolo sÔgklishc thc dunamoseir�c
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kaj¸c epÐshc kai to �jroisma thc dunamoseir�c sto sÔnolo sÔgklis c thc.

b) 'Estw f(x) =
∞∑
n=0

an · (x − x0)n gia k�je x sto di�sthma sÔgklishc thc dunamoseir�c. 'Estw

(tn)n∈N mia akoloujÐa tètoia ¸ste f(tn) = 0 gia ìla ta n ∈ N kai lim
n→∞

tn = x0. Na apodeÐxete ìti

a0 = 0.
g) Na exhg sete giatÐ ston orismì thc aktÐnac sÔgklishc R miac dunamoseir�c

∑∞
n=0 anx

n qrhsimo-
poioÔme lim sup n

√
|an| kai ìqi lim

n→∞
n
√
|an|.

JEMA 5. a) Na d¸sete apìdeixh   antipar�deigma gia kajèna apì ta parak�tw:
a1) 'Estw f : [a, b] → R mia sun�rthsh h opoÐa ikanopoieÐ thn sunj kh tou Lipschitz epÐ tou [a, b]

kai èstw g : [a, b]→ R me g′(x) < 0 ∀x ∈ [a, b]. Tìte f ∈ RSg[a, b].
a2) f3 ∈ RSg[a, b] ⇔ f ∈ RSg[a, b].
a3) f2 ∈ RSg[a, b] ⇔ f ∈ RSg[a, b].
b) Na upologisjoÔn, an up�rqoun, ta oloklhr¸mata

∫ b
a fdg, ìpou a, b, f, g ìpwc parak�tw:

b1) f(x) = x+ sinx, x ∈ [0, 2π], kai g(x) =

{
0 an x ∈ [0, π],

x− 2π an x ∈ (π, 2π].

b2)
∫ 2
−2 x d(−7Arctanx− 3u0(x)).
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