
Full�dio 2 sthn Pragmatik  An�lush � AkoloujÐec sunart sewn
Panepisthmio Aigaiou

Tmhma Statistikhc kai Analogistikwn-Qrhmatooikonomikwn Majhmatikwn
Did�skwn: Eleujèrioc Taqts c

1. Na melethjeÐ wc proc thn shmeiak  kai omoiìmorfh sÔgklish h akoloujÐa sunart sewn

fn(x) = x2 +
x2

1 + x2
+

x2

(1 + x2)2
+ · · ·+ x2

(1 + x2)n
, x ∈ R, n = 0, 1, 2, . . . .

2. 'Estw h akoloujÐa sunart sewn fn(x) =
x2

x2 + (1− nx)2
, x ∈ [0, 1], n ∈ N. Na apodeiqjeÐ ìti h

(fn)n∈N sugklÐnei shmeiak� epÐ tou [0, 1], en¸ den sugklÐnei omoiìmorfa epÐ tou [0, 1].

3. 'Estw fn(x) = n ln(1 +
x

n
), x ≥ 0, n ∈ N. Na apodeiqjeÐ ìti h (fn)n∈N sugklÐnei shmeiak� epÐ

tou [0,+∞), en¸ den sugklÐnei omoiìmorfa.

4. 'Estw fn(x) =
x

n + x
, x ≥ 0, n ∈ N.

(aþ) Na brejeÐ (an up�rqei) to ìrio thc (fn)n∈N epÐ tou [0,+∞).

(bþ) Na apodeiqjeÐ ìti gia k�je a > 0, h (fn)n∈N sugklÐnei omoiìmorfa epÐ tou [0, a].

(gþ) SugklÐnei h (fn)n∈N omoiìmorfa epÐ tou [0,+∞)?

5. 'Estw fn(x) =
nx

1 + n2x2
, x ∈ R, n ∈ N.

(aþ) DeÐxte ìti h (fn)n∈N sugklÐnei shmeiak� epÐ tou R.

(bþ) An a > 0, sugklÐnei h (fn)n∈N omoiìmorfa epÐ tou [a,+∞)? An a = 0?

6. 'Estw (fn)n∈N, (gn)n∈N dÔo akoloujÐec sunart sewn epÐ tou A oi opoÐec sugklÐnoun omoiìmorfa
epÐ tou A stic sunart seic f kai g, antÐstoiqa. Na apodeÐxete ìti h (fn + gn)n∈N sugklÐnei
omoiìmorfa epÐ tou A sthn sun�rthsh f + g.

7. 'Estw fn(x) = Arc tan(nx), x ∈ R, n ∈ N, ìpou Arc tan eÐnai h antÐstrofh sun�rthsh thc
tan : (−π/2, π/2) → R. DeÐxte ìti h (fn)n∈N sugklÐnei shmeiak� epÐ tou R, omoiìmorfa epÐ tou
[a,+∞) gia k�je a > 0, en¸ den sugklÐnei omìiìmorfa epÐ tou [0,+∞).

8. 'Estw fn(x) =
xn

1 + xn
, x ≥ 0, n ∈ N.

(aþ) Na brejeÐ (an up�rqei) to ìrio thc (fn)n∈N epÐ tou [0,+∞).

(bþ) Na deÐxete ìti an a ∈ (0, 1), tìte h (fn)n∈N sugklÐnei omoiìmorfa epÐ tou [0, a].

(gþ) Na apodeiqjeÐ ìti h (fn)n∈N den sugklÐnei omoiìmorfa epÐ tou [0, 1].

9. Na exetastoÔn wc proc thn shmeiak  kai omoiìmorfh sÔgklish oi parak�tw akoloujÐec sunar-
t sewn:

(aþ) fn(x) = cos(nx), x ∈ [0, 2π], n ∈ N.

(bþ) gn(x) =
n2 lnx

xn
, x ∈ [1,∞), n ∈ N.

10. 'Estw fn(x) =
sin(nx)
1 + nx

, x ∈ [0,+∞), n ∈ N. Na apodeÐxete ìti h (fn)n∈N sugklÐnei shmeiak�,

all� ìqi omoiìmorfa, epÐ tou [0,+∞). EpÐshc, na deÐxete ìti h (fn)n∈N sugklÐnei omoiìmorfa
epÐ tou [a,+∞) gia k�je a > 0.
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11. 'Estw fn(x) = n2x2e−nx, x ≥ 0, n ∈ N. Na apodeÐxete ìti h (fn)n∈N sugklÐnei shmeiak�, all�
ìqi omoiìmorfa, epÐ tou [0,+∞). EpÐshc, na deÐxete ìti h (fn)n∈N sugklÐnei omoiìmorfa epÐ tou
[a,+∞) gia k�je a > 0.

12. 'Estw (fn)n∈N h ex c akoloujÐa sunart sewn epÐ tou [0, 1]:

fn(x) =


n2x an x ∈ [0, 1

n ]
−n2(x− 2

n) an x ∈ [ 1
n , 2

n ]
0 an x ∈ [ 2

n , 1]

Na apodeÐxete ìti h (fn)n∈N sugklÐnei shmeiak� epÐ tou [0, 1] sthn f(x) = 0, x ∈ [0, 1], en¸ den
sugklÐnei omoiìmorfa sthn f .

13. Na apodeÐxete ìti

lim
n→∞

∫ π

a

sin(nx)
nx

dx = 0

gia k�je a > 0.

14. 'Estw h akoloujÐa sunart sewn fn(x) =
x

1 + nx2
, x ∈ R, n ∈ N. Na apodeÐxete ìti h (fn)n∈N

sugklÐnei omoiìmorfa epÐ tou R. Na exet�sete an lim
n→∞

f ′n(x) = ( lim
n→∞

fn(x))′ gia k�je x ∈ R.

15. 'Estw oi akoloujÐec sunart sewn:

fn(x) = xn − x2n, x ∈ [0, 1], n ∈ N,

gn(x) =
1

nenx
, x ∈ [0,+∞), n ∈ N.

Na melet sete tic (fn)n∈N, (gn)n∈N, (f ′n)n∈N, (g′n)n∈N wc proc thn shmeiak  kai omoiìmorfh
sÔgklish.

16. 'Estw

fn(x) =
(−1)n

x + n
, x ∈ [0, 1], n ∈ N.

Na brejeÐ (an up�rqei) to ìrio f thc (fn)n∈N sto [0, 1]. Na exetasteÐ an fn
→→ f kai an f ′n → f ′.

17. 'Estw (fn)n∈N mia akoloujÐa sunart sewn epÐ tou A ⊆ R, h opoÐa sugklÐnei omoiìmorfa epÐ tou
A. Na apodeÐxete ìti h (|fn|)n∈N sugklÐnei omoiìmorfa epÐ tou A. IsqÔei to antÐstrofo? Na
dikaiolog sete thn ap�nths  sac.

18. Na apodeÐxete to krit rio Cauchy sta krit ria omoiìmorfhc sÔgklishc akolouji¸n sunart sewn.

19. Na apodeiqjeÐ ìti h akoloujÐa sunart sewn fn(x) = lim
m→∞

[cos(n! · π · x)]2m, x ∈ R, n ∈ N,

sugklÐnei shmeiak� sthn sun�rthsh

f(x) =

{
1 an x ∈ Q
0 an x ∈ R−Q

(H sÔgklish den eÐnai omoiìmorfh diìti oi fn eÐnai oloklhr¸simec sto [0, 1], en¸ h f den eÐnai -
to teleutaÐo to gnwrÐzete apì ton Apeirostikì Logismì I).
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20. 'Estw h akoloujÐa sunart sewn

fn(x) =


−x− 1

2n
an x ∈ [−1,− 1

n ]
n

2
x2 an x ∈ (− 1

n , 1
n)

x− 1
2n

an x ∈ [ 1
n , 1]

Na apodeÐxete ìti (fn) eÐnai mia akoloujÐa paragwgÐsimwn sunart sewn h opoÐa sugklÐnei omoiì-
morfa epÐ tou [−1, 1] sthn f(x) = |x|, x ∈ [−1, 1] (Prosèxte ìti h f den eÐnai paragwgÐsimh).

(Upìdeixh: ApodeÐxte ìti ∀n ∈ N, sup{|fn(x)− f(x)| : x ∈ [−1, 1]} ≤ 3
2n

).

21. Apì thn JewrÐa Sunìlwn eÐnai gnwstì ìti to sÔnolo Q twn rht¸n arijm¸n mporeÐ na grafeÐ
sthn morf  Q = {qn : n ∈ N}. JewroÔme thn ex c akoloujÐa sunart sewn epÐ tou [0, 1]:

∀n ∈ N, fn(x) =

{
1 an x ∈ {q1, q2, . . . , qn}
0 an x ∈ [0, 1]− {q1, q2, . . . , qn}

Na apodeÐxete ìti h (fn) sugklÐnei shmeiak�, kai ìqi omoiìmorfa, sthn sun�rthsh

f(x) =

{
1 an x ∈ [0, 1] ∩Q
0 an x ∈ [0, 1]−Q

22. 'Estw (fn)n∈N mia akoloujÐa pragmatik¸n sunart sewn epÐ tou A ⊆ R. 'Estw ìti ∀n ∈ N, h fn

eÐnai suneq c sto shmeÐo a ∈ A. Na apodeÐxete ìti gia k�je akoloujÐa (an)n∈N shmeÐwn tou A
tètoia ¸ste lim

n→∞
an = a, isqÔei ìti lim

n→∞
fn(an) = f(a). Na efarmìsete kat�llhla to teleutaÐo

apotèlesma se k�poia apì tic prohgoÔmenec ask seic gia na deÐxete ìti den èqete omoiìmorfh
sÔgklish.
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