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Πρώτο Θέμα

΄Εστω ο πίνακας

A =

 1 0 0
0.6 0.4 0
0 0.6 0.4


Να υπολογίσετε τους πίνακες etA και An. Μπορείτε να εξηγήσετε γιατί, εν γένει, είναι
προτιμότερο να χρησιμοποιούμε το ελάχιστο πολυώνυμο αντί του χαρακτηριστικού για τον
υπολογισμό της νιοστής δύναμης ενός πίνακα ή για τον υπολογισμό του etA; Μπορείτε να
υπολογίσετε το ελάχιστο πολυώνυμο χωρίς να υπολογίσετε το χαρακτηριστικό πολυώνυμο;

Δεύτερο Θέμα

΄Εστω οι ακολουθίες y1(n), y2(n), y3(n) οι οποίες ικανοποιούν τις παρακάτω εξισώσεις

y1(n+ 1) = y1(n)

y2(n+ 1) = 0.6y1(n) + 0.4y2(n)

y3(n+ 1) = 0.6y2(n) + 0.4y3(n)

καθώς και τις αρχικές συνθήκες y1(0) = 1, y2(0) = −1, y3(0) = 0. Να υπολογισθούν οι
ακολουθίες y1(n), y2(n), y3(n).

Τρίτο Θέμα
Υπολογίστε την ακολουθία y(n) η οποία ικανοποιεί τα παρακάτω

y(n+ 3) + 5y(n+ 2) + 3y(n+ 1)− 9y(n) = 0

y(0) = 1, y(1) = 2, y(2) = −1

Τέταρτο Θέμα
΄Εστω p, q > 0 και τέτοια ώστε p+ q = 1. Θεωρείστε την παρακάτω εξίσωση διαϕορών

hi = phi+1 + qhi−1, i = 1, 2, · · ·

όπου hi μια ακολουθία αριθμών. Δείξτε ότι η γενική λύση (δηλαδή χωρίς αρχικές συνθήκες)

της εξίσωσης διαϕορών όταν p ̸= q είναι η hi = A + B
(
q
p

)i
, για i = 0, 1, 2, · · · . Ενώ όταν

p = q η γενική λύση είναι η hi = A + Bi, για i = 0, 1, 2, · · · , όπου A,B ∈ R αυθαίρετες
σταθερές. (Υπόδειξη: Η παραπάνω εξίσωση διαϕορών γράϕεται ισοδύναμα ως εξής

hi+2 −
1

p
hi+1 +

q

p
hi = 0, i = 0, 1, 2, · · ·

Το χαρακτηριστικό πολυώνυμο αυτής της εξίσωσης διαϕορών, όταν p ̸= q, έχει τις λ1 = 1
και λ2 =

q
p ως ρίζες. Στην περίπτωση p = q έχει την λ = 1 ως ρίζα πολλαπλότητας δυο).
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