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Στην πολυμεταβλητή περίπτωση ( ) 1
1, ,T d

dϑ ϑ ϑ ×= ∈Θ ⊆  , το μοντέλο 

δειγματοληψίας ανήκει στην EF όταν μπορεί να τεθεί στην μορφή: 

 

( ) ( ) ( ) ( ){ }| exp T
i i ix h x c t xπ ϑ ϑ∝ , 

 

όπου ( ) ( ) ( )( )1 , ,T
dc c cϑ ϑ ϑ=   το διάνυσμα των φυσικών παραμέτρων, 

( ) ( ) ( )( )1 , ,T
i i d it x t x t x=   με ( ) ( ) ( ) ( )

1

d
T

i j j i
j

c t x c t xϑ ϑ
=

=∑  και σταθερά 

κανονικοποίησης ( )g ϑ , που δίνεται από τη σχέση: 

 

( ) ( ) ( ) ( )( )
1

exp T
i i ig h x c t x dxϑ ϑ

−
 

=  
 
∫


, 

 

ενώ ο χώρος καταστάσεων της τυχαίας μεταβλητής ix , δηλαδή ο χώρος 

δειγματοληψίας, δεν θα πρέπει να εξαρτάται από την παράμετρο ϑ . 

 

Θέτοντας ( ) ( ) ( ) ( )log exp T
i i iA h x c t x dxϑ ϑ =  ∫



 έχουμε την ισοδύναμη 

αναπαράσταση 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )| exp T
i i ix h x c t x Aπ ϑ ϑ ϑ = −  . 

 

Η πιθανοφάνεια για δειγματοληπτική κατανομή που είναι μέλος της EF είναι: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
| exp nn T

ii
x h x g c t xπ ϑ ϑ ϑ

=
 = ⋅ ∑ ( ) ( ) ( ) ( )1

exp nn T
ii

h x g c t xϑ ϑ
=

 = ⋅ ∑  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )exp expn T n Th x g c t x g c t xϑϑ ϑ ϑ ϑ   = ⋅ ⋅   ∝ , 



 
Σ. Ι. Χατζησπύρος Σημειώσεις Bayesian Statistics (ΠΜΣ) 

2 

 

Όπου 

 

( ) ( ) ( ) ( )( )1
1 1

, ,
n n

T T
i i d i

i i
t x t x t x t x

= =

= =∑ ∑   

( ) ( ) ( ) ( )( )1 1
1 1

, , , ,
n n

i d i d
i i

t x t x t x t x
= =

 
= = 
 
∑ ∑  , 

 

η d -διάστατη επαρκής στατιστική και ( ) ( )
1

n

i
i

h x h x
=

=∏ . 

 

Υποθέτοντας ότι ( ) ( ) ( )1 rg g gϑ ϑ ϑ=   θέτουμε σαν NCP 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1

1| , expr T
NCP rb g g c bδ δπ ϑ π ϑ δ ϑ ϑ ϑ = ∝ ⋅  , 

 

όπου ( )1, ,T
rδ δ δ=   και ( )1, ,T

db b b=   υπερπαράμετροι. Η posterior τότε 

παίρνει την συζυγή μορφή: 

 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ){ }1

1| | , exprn n T
rx n b t x g g c b t xδ δπ ϑ π ϑ δ ϑ ϑ ϑ+ += + + ∝ ⋅ +e , 

 

όπου ( )1, ,1T
e = . 

 

Για normal μοντέλο δειγματοληψίας με άγνωστα location 1ϑ  και precision 2ϑ , 

δηλαδή ( ) ( )1 2, ,ϑ ϑ ϑ µ τ= = , έχουμε: 

( ) ( ) ( )21| , | , ex p
2 2i i ix N x xτ τπ µ τ µ τ µ
π

−  = = − − 
 

 

( )2 2exp 2
2 2 i ix xτ τ µ µ
π

 = − + + 
 
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2
2exp exp

2 2 2i ix xτ µ τ τµτ
π

   = − −   
  

 

2

2exp exp ,
2 2 2

i

i

x
x

τ µ τ τµτ
π

      = − − ⋅     
      

. 

 

Με EF παραμέτρους: 

 

( ) 1
2ih x
π

= , ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

1/2
1 2 1 2, , , , , , , exp

2
g g g g g µ τµ τ µ τ µ τ µ τ τ µ τ

 
= = = − 

 
, 

( ), ,
2

Tc τµ τ µτ = − 
 

, ( ) ( )2,T
i i it x x x= . 

 

Η πιθανοφάνεια είναι 

 

( )
2

/2
2

1

,| , exp exp ,
2 2

n
in

i i

xnx
x

µ τ µ τ τπ µ τ τ µτ
=

∝
     − − ⋅     

      
∑  

2
1/2

2
1

exp exp ,
2 2

n
iin

n
ii

xn

x

µ τ ττ µτ =

=

       = − − ⋅          

∑
∑

, 

με ( )1 1

n
ii

t x x
=

=∑  και ( ) 2
2 1

n
ii

t x x
=

=∑ . 

 

Παρατηρείστε ότι: ισοδύναμα, την πιθανοφάνεια μπορούμε να τη φέρουμε εξ’ 

αρχής στην μορφή 

 

( ) ( ) ( ) ( )( )2 2/2 /2 2

1

,| , exp exp 1
2 2

n
n n

i
i

x x n S n xµ τ τ τπ µ τ τ µ τ µ
=

∝
   − − = − − + −     

∑ . 

Πράγματι θέτοντας ( ) ( )22

1
1

n

i
i

n S x x
=

− = −∑  έχουμε 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )22 22

1 1
1

n n

i i
i i

x x x x n S n xµ µ µ
= =

− = − − − = − + −∑ ∑ . 
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Ενώ είναι εύκολο να διαπιστώσουμε ότι η στατιστική 2S , είναι συνάρτηση των 

επαρκών στατιστικών ( )1t x  και ( )2t x . 

 

Η συζυγείς a-priori κατανομή με υπερπαραμέτρους ( )1 2,Tδ δ δ=  και ( )1 2,Tb b b=  

θα είναι: 

 

( ) 1

2
1/2 2

2

, exp exp ,
2 2NCP

b
b

δ δ τµ τπ µ τ τ τµ
      ∝ − −     
      

 

1

2
/2 2 2

1exp exp
2 2

bbδ δ τµ ττ µτ
   = − −   

  
 

1

2
/2 2 2

1exp exp
2 2

b bδ τ δ τµτ µτ
  = − − +  

   
 

( )1
1/2/2 1/2 22 2 1

2
2

, exp exp 2
2 2

b bδµ τ τ δ ττ τ δ τ µ µ
δ

−
∝

   − − −         
 

2
1 1 1

2
2 2 2

, 11 1| , | ,
2 2

b bN Ga bµ τ δµ τ
δ τδ δ∝

    +
−         

. 

 

Παρατηρώντας ότι το παρακάτω σύστημα ως προς 0 0 0, ,α β µ  και 0κ  

1
0

2
1

0 2
2

1
0

2

0 2

1
2

1
2

bb

b

δα

β
δ

µ
δ

κ δ

+ = 
 

  = −  
  

 
 =
 
 = 

 

έχει μοναδική λύση 

1 0

2 0

1 0 0
2

2 0 0 0

2 1

2

b
b

δ α
δ κ

κ µ

β κ µ

= − 
 = 
 = 
 = + 

, απλοποιούμε τον NCP – prior στη μορφή  
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( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1
0 0 0 0, | | , | ,NCP NCP NCP N Gaπ µ τ π µ τ π τ µ µ κ τ τ α β−= = . 

 

Ορισμός: Λέμε ότι η από κοινού συνεχής κατανομή ( ) ( )0 0 0 0, ~ , , ,x y Ng µ κ α β  είναι 

Normal – Gamma, όταν: 

 

( ) ( )( ) ( )1
0 0 0 0 0 0 0 0, | , , , | , | ,Ng x y N x y Ga yµ κ α β µ κ α β−= ,  

0 0 0 00, 0, , 0α β µ κ> > −∞ < < ∞ > . 

 

Είναι εμφανές τώρα ότι η συζυγής posterior θα πρέπει να έχει τη μορφή: 

 

( ) ( ) ( )( ) ( )1, | , | , , , | , | ,n n n n n n n nx Ng N Gaπ µ τ µ τ µ κ α β µ µ κ τ τ α β−= = . 

( ) ( ) ( )2 21 1/21/2, exp exp exp 2
2 2

n nn
n n n n n

α αµ τ κ τ ττ µ µ τ β τ τ β κ µ µ− −
∝

    − − − = − + −      
 

 

Από την άλλη μεριά έχουμε για την posterior ότι 

 

( ) ( )( ) ( )1
0 0 0 0, | | , | ,x N Gaπ µ τ µ µ κ τ τ α β−∝  

( ) ( )( )2/2 2exp 1
2

n n S n xττ µ × − − + − 
 

 

( ) ( ) ( ) ( )( )0
2 211/2 /2 20

0 0exp exp exp 1
2 2

n n S n xακ τ ττ µ µ τ β τ τ µ−   ∝ − − − × − − + −  
  

 

( ) ( ) ( )0
1

2 222
0 0 0exp 2 1

2

n

n S n x
α ττ β κ µ µ µ

−
+   = − + − + − + −   

 

 

Συγκρίνοντας τις δύο αναπαραστάσεις για την posterior, έχουμε ότι 0 2n
nα α= +  

και ότι τα πολυώνυμα ως προς µ  στα εκθετικά, πρέπει να είναι εκ ταυτότητας 

ίσα, δηλαδή 
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( ) ( ) ( ) ( )2 2 22
0 0 02 2 1n n n n S n xβ κ µ µ β κ µ µ µ+ − + − + − + −  

ή ότι 

 

( ) ( ) ( )2 2 2
0 0 02 2 2n n n n n n n nxκ µ κ µ µ β κ µ κ µ κ µ µ− + + + − +  

( )( )2 2 2
0 0 02 1nx n Sβ κ µ+ + + + − , 

 

από όπου και παίρνουμε: 

 

( ) ( )
( )

0

0 0
0 0

0
2

0 02 2 2 2 2
0 0 0 0

0

12 2 1 .
2 2

n

n n n

n n n n

n
nxnx
n

n xnnx n S S
n

κ κ
κ µκ µ κ µ µ
κ

κ µ
β κ µ β κ µ β β

κ

= +
+

= + ⇒ =
+

−−
+ = + + + − ⇒ = + +

+

 

 

Συγκεντρωτικά λοιπόν τα αποτελέσματα μας είναι: 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

0 0 0 0 0 0 0
0

2/2 2

2

0 02 0 0
0 0 0

0 0

0 0

0 0

,

1, , | , , , | , | ,

| , exp 1
2

1, | , | , , ,
2 2 2

1| ,

n

prior Ng N Ga

likelihood x n s n x

n x nxn nposterior x Ng s n
n n

nxN
n

µ τ

π µ τ µ τ µ κ α β µ µ τ α β
κ τ

τπ µ τ τ µ

κ µ µ κπ µ τ µ τ α β κ
κ κ

µ κµ
κ κ

 
= =  

 
  − − + −   

 − +− = + + + +
 + +
 

+
=

+ +

∝

( )
( )
( )

2

0 02
0 0

0

1| ,
2 2 2

n xn nGa s
n n

κ µ
τ α β

τ κ

 −  − + + +    +   
 

Posterior marginals

( ), | xπ µ τ

: Είναι φανερό ότι εάν ολοκληρώσουμε την posterior 

 ως προς µ  παίρνουμε  

 

( ) ( ) ( )| , | | ,n nx x d Gaπ τ π µ τ µ τ α β
+

= =∫

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από όπου και 

( )
( )
( )

0

2
2 0 0

0
0

2|
1

2 2

n

n

n

x
n xn S

n

αατ
β κ µ

β
κ

+
= =

−−
+ +

+

 . 

Ολοκληρώνοντας την posterior ( ), | xπ µ τ  ως προς τ  παίρνουμε την µ –

περιθώρια posterior 

 

( ) ( ) ( )
0 0

1| , | | , | ,n n n
n

x x d N Ga d
τ τ

π µ π µ τ τ µ µ τ α β τ
κ τ> >

 
= =  

 
∫ ∫ . 

 

Γνωρίζουμε όμως από το characterization 1 της κατανομής student ότι: 

 

( ) ( ) ( )2 1 2

0

| , | , | , ,
2 2
v vu N u Ga d St u v

ϕ

π µ σ ϕ ϕ ϕ µ σ−

>

 = = 
 ∫  

 

θέτοντας sϕ τ=  στο ολοκλήρωμα για τη ( )| xπ µ  παίρνουμε 

 

( )
1

0

| | , | ,n n
n nx N Ga d

s sϕ

κ βπ µ µ µ ϕ ϕ α ϕ
−

>

    =          
∫ , 

 

και θέτοντας την σταθερά n

n

s β
α

=  το ( )| xπ µ  γίνεται 

 

( ) ( )
1 1

1

0

| | , | , | , , 2n n
n n n n n n n

n n

x N Ga d St
ϕ

α απ µ µ µ κ ϕ ϕ α α ϕ µ µ κ α
β β

− −

−

>

      
   = =            

∫  

 

από όπου έχουμε  
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( ) 0 0

0

| n
nxx
n

κ µµ µ
κ

+
= =

+
 , 

( ) ( )

( )
( )

( )

2
2 0 0

0
0

0 0

1
2 22|

2 2 1 1
2

n n n

n n n n n

n xn S
n

x
nn

κ µ
β

κβ α βµ
α κ α κ α κ α

−−
+ +

+  
= = =  − −     + + − 

 

  

( )( )( ) ( )
( ) ( )

22
0 0 0 0

2
0 0

2 1

2 2

n S n n x

n n

β κ κ µ

κ α

+ − + + −
=

+ + −
. 

 

Θυμίζουμε ότι η κατανομή student με ν  βαθμούς ελευθερίας μέσο µ  και 

διασπορά 
( )

2

2
νσ
ν −

 έχει πυκνότητα: 

( )
1

2 2
2

2

1
1 12| , , 1

2

vv
xSt x

v vv
µµ σ ν

σπσ

+
−

+ Γ   −   = +       Γ 
 

, 

ή ισοδύναμα, παραμετρικοποιώντας ως προς το precision 

( ) ( )
11/2

221

1
2| , , 1

2

vv

St x v x
v v v

λ λµ λ µ
π

+
−

−

+ Γ      = + −       Γ 
 

. 

 

Prior predictive ( ) ( )1| , ~ ,x Nµ τ µ τ −: Για μια παρατήρηση  και prior 

( ) ( )0 0 0 0, ~ , , ,Ngµ τ µ κ α β  έχουμε 
 

( ) ( ) ( )1
0 0 0 0

0

| , , | , , ,x N x Ng d d
µ τ

π µ τ µ τ µ κ α β τ µ−

>

= ∫ ∫  

( ) ( )( ) ( )11
0 0 0 0

0

| , | , | ,N x N x d Ga d
τ µ

µ τ µ κ τ µ τ α β τ−−

>

 
=   

 
∫ ∫  

( )( ) ( )11
0 0 0 0

0

| , | ,N x Ga d
τ

µ τ κ τ τ α β τ−−

>

= +∫  
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( )( ) ( )1 1
0 0 0 0

0

| , 1 | ,N x Ga d
τ

µ κ τ τ α β τ− −

>

= +∫ . 

Θέτοντας sϕ τ=  με 0

0

s β
α

=  παίρνουμε 

( ) ( ) ( )1 10
0 0 0 0

00

| , 1 | ,x N x Ga d
ϕ

βπ µ κ ϕ ϕ α α ϕ
α

− −

>

 
= + 

 
∫  

( )10
0 0 0

0

| , 1 , 2St x βµ κ α
α

− 
= + 

 
 

 

 

 

 

Λέμε ότι το ζεύγος τ.μ. ( ) ( )2 0 1, ~ , ,x y Pa a b b  ακολουθεί την Bilateral Pareto, 

όταν: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
2 0 1 0 1, | , , 1 1aPa x y a b b y x x b y b− +∝ − < >  με 0a > , 0 1b b< . 

 

Η σταθερά κανονικοποίησης C  είναι  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

2
1

2 21
0 11 1

b
a a

x y b

C y x x b y b dydx y x dydx
∞

− + − +−

=−∞ =

= − < > = −∫∫ ∫ ∫


 

( ) ( ) ( )
( ) ( )( )

0
1 1 0

1 1 0
1 1

1 1

ab
a a

x

b b
b x dx C a a b b

a a a

−
− +

=−∞

−
= − = ⇒ = + −

+ +∫  

 

Οι περιθώριες πυκνότητες είναι: 

 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
1 0 0 11 1 1a a

y

x a a b b y x x b y b dyπ
∞

− +

=−∞

= + − − < >∫  
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( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

2 1
1 0 0 1 0 1 01 1 1a a a a

y b

a a b b x b y x d ya b b b x x b
∞

− + − +

=

= + − < − = − − <∫  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
1 0 1 1 1 0 1 1 01 | ,a aa b b b x b x b b Pa b x a b b− += − − − > − = − −  

 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
1 0 0 11 1 1a a

x

y a a b b y x x b y b dxπ
∞

− +

=−∞

= + − − < >∫  

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

2 1
1 0 1 1 0 0 11 1 1

b
a a a a

x

a a b b y b y x d xa b b y b y b− + − +

=−∞

= + − > − = − − >∫  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
1 0 0 0 1 0 0 1 01 | ,a aa b b y b y b b b Pa y b a b b− += − − − > − = − − . 

 

Εάν το μοντέλο δειγματοληψίας είναι  
 
[ ] ( )1 2 1 2 1 2| , | , , 1 ,~i

iidx i nϑ ϑ ϑ ϑ ϑ ϑ⋅ ≤ ≤ < , 
 
με ( ) ( ){ }2

1 2 1 2 1 2, , :ϑ ϑ ϑ ϑ ϑ ϑ ϑ= ∈Θ = ∈ < , τότε η δειγματοληπτική κατανομή δεν 

ανήκει στη EF, εφόσον ο χώρος καταστάσεων της τ.μ. [ ]1 2| ,ix ϑ ϑ  εξαρτάται από 
της άγνωστες παραμέτρους 1ϑ  και 2ϑ . 
 
Η πιθανοφάνεια θα είναι 
 
( ) ( ) ( )1

1 2 2 1 1 21
| , 1n

ii
x xπ ϑ ϑ ϑ ϑ ϑ ϑ−

=
= − ≤ ≤∏  

( ) ( ) ( )( )2 1 1 211n
nx xϑ ϑ ϑ ϑ−= − ≤ < < ≤  

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )2 1 1 2 2 1 21 1
1 2,1 1 , | 2, ,n

n nx x Pa n x xϑ ϑϑ ϑ ϑ ϑ ϑ ϑ−
∝= − ≤ ≥ −  

 
Από όπου ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 2 1, ,Suff nt x t x t x x x= = . 

 
Για τους MLE έχουμε: 
 

( )
( )

( )
( ) ( )( ) ( )( )

2
1 2 1 2

1 2

2 1 1 21
, ,
sup | sup 1 1n

nx x x
ϑ ϑ ϑ ϑ

ϑ ϑ

π ϑ ϑ ϑ ϑ ϑ−

∈Θ ∈
<

= − ≤ ≥


 

( ) ( )( ( ) )
( )

( ) ( )( ( ) )
( )

1 2 11 2 1

2 1 2 1
, , ,, , ,

sup inf
nn

n
n

x xx x ϑ ϑϑ ϑ

ϑ ϑ ϑ ϑ
−

−

 ∈ −∞ × ∞ ∈ −∞ × ∞   

 
= − = − 

 
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( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 1| ,
n

n nx x x x xπ
−

= − = . 

 
Οπότε ( ) ( ) ( )( )1 2 1

ˆ ˆ ˆ, ,MLE nMLE
x xϑ ϑ ϑ= =   

 

Εμφανώς η συζυγής prior είναι Bilateral Pareto, δηλαδή: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 2
1 2 2 1 2 0 00 10 2 1 1 00 2 10, , | , , 1 1a

NCP Pa a b b b bπ ϑ ϑ ϑ ϑ ϑ ϑ ϑ ϑ− += ∝ − < > , 

 

με υπερπαραμέτρους 0 00 10, ,a b b . Η posterior τότε είναι 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )0 2
1 2 2 1 1 00 2 10 2 1 1 21, | 1 1 1 1a n

nx b b x xπ ϑ ϑ ϑ ϑ ϑ ϑ ϑ ϑ ϑ ϑ− + −∝ − < > × − < >  

( ) ( )
( ){ }( ) ( ){ }( )0 2

2 1 1 00 2 1011 min , 1 max ,a n
nb x b xϑ ϑ ϑ ϑ− + += − < >  

( ){ } ( ){ }
0 1

2 1 2 0 00 101, | ,min , ,max ,
n

n n

n

a b b

Pa a n b x b xϑ ϑ
 
 = + 
 
 



 

. 

 

Για τις marginal posterior έχουμε: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
1 1 1 1 0 1 0 1 1 1 1 1 0| | , 1n na a

n n n n n n n n n n nx Pa b a b b a b b b b b bπ ϑ ϑ ϑ ϑ− += − − = − − − > −  

( ) ( ) ( ) ( )1
1 0 1 1 1 01n na a

n n n n na b b b bϑ ϑ− += − − < , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
2 2 0 1 0 1 0 2 0 2 1| | , 1n na a

n n n n n n n n nx Pa b a b b a b b b bπ ϑ ϑ ϑ ϑ− += − − = − − > . 

 

Εύρεση των εκτιμητών κατά Bayes, ως προς τετραγωνική συνάρτηση απώλειας. 

Για τη ( )1 | xϑ  έχουμε: 

 

( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1| |n nb x b x dϑ ϑ π ϑ ϑ− = −∫


  
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( ) ( )( ) ( ) ( )1
1 0 1 1 1 1 1 0 11n na a

n n n n n na b b b b b dϑ ϑ ϑ ϑ− += − − − <∫


 

( ) ( ) ( )0

1

1 0
1 0 1 1 1 1

n
n n

b
a a n n n

n n n n
n

a b b
a b b b d

aϑ

ϑ ϑ−

=−∞

−
= − − =

−∫ , 

 

ή ότι 

 

( ) ( ) ( )1 0 0 1
1 1 1| |

1 1
n n n n n n

n
n n

a b b a b bb x x
a a

ϑ ϑ
− −

− = ⇔ =
− −

  . 

 

Για τη ( )2 | xϑ  έχουμε: 

 

( ) ( ) ( )2 0 2 0 2 2| |n nb x b x dϑ ϑ π ϑ ϑ− = −∫


  

( ) ( )( ) ( ) ( )1
1 0 2 0 2 0 2 1 21n na a

n n n n n na b b b b b dϑ ϑ ϑ ϑ− += − − − >∫


 

( ) ( ) ( )
2 1

1 0
1 0 2 0 2 1

n n

n

a a n n n
n n n n

nb

a b b
a b b b d

aϑ

ϑ ϑ
∞

−

=

−
= − − =

−∫ , 

 

ή ότι 

 

( ) ( ) ( )1 0 1 0
2 0 1| |

1 1
n n n n n n

n
n n

a b b a b bx b x
a a

ϑ ϑ
− −

− = ⇔ =
− −

  . 

 

Για gamma μοντέλο δειγματοληψίας με άγνωστα shape 1ϑ  και rate 2ϑ , δηλαδή 

( ) ( )1 2, ,ϑ ϑ ϑ α β= = , έχουμε: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1| , | , exp 1 logix
i i i i ix Ga x x e x x

α α
βαβ βπ α β α β α β

α α
−−= = = − −

Γ Γ
 

( ) ( ) ( )log
exp 1, i

i

x
x

αβ α β
α

   = − − ⋅  Γ    
, 
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με EF παραμέτρους 

 

( ) 1ih x = , ( ) ( ) ( )1 2, , ,g g gα β α β α β= , 

( ) ( ) ( )1 2
1, , ,g gαα β β α β
α

= =
Γ

 

( ) ( ), 1,Tc α β α β= − − , ( ) ( )( )log ,T
i i it x x x= . 

 

Η πιθανοφάνεια είναι 

 

( )
( )

( ) ( )
( )

1

2

| , exp 1,
n

n

t x
x

t x

αβπ α β α β
α

   = − − ⋅  
Γ    

, 

 

με ( ) ( )1 1
logn

ii
t x x

=
=∑  και ( )2 1

n
ii

t x x
=

=∑ . 

 

Η συζυγείς a-priori κατανομή με υπερπαραμέτρους ( )1 2,Tδ δ δ=  και ( )1 2,Tb b b=  

θα είναι: 

 

( ) ( )
( )

( )
1

2

1

2

, , | , exp 1,NCP NCP

b
b

b

αδ

δ

βπ α β π α β δ α β
α

   = ∝ − − ⋅  
Γ    

 

( )
( ){ }

( )
{ }

1 1

2 21 2 1 2exp 1 expb b b b
αδ αδ

δ δ

β βα β α β
α α

= − − ∝ −
Γ Γ

 

 

Παρατηρούμε ότι τα full conditionals της prior δίνονται από τις  

 

( ) { } ( )1
2 1 2| exp | 1,NCP b Ga bαδπ β α β β β αδ∝ − ∝ +  

( )
( )

( ){ }
( )

1
1 1

2 21| exp 1 ,b
NCP b e

αδ α
α δ

δ δ

β ρπ α β α ρ β
α α

∝ − = =
Γ Γ

 (nonstandard κατανομή), 
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ενώ η α −περιθώρια της ( ),NCPπ α β  πυκνότητας είναι 

 

( )
( ) ( )

( )1 1
1 2

2 2 1

1
1

20

1b b
b

NCP
e ee d

b

α α
αδ β

δ δ αδ
β

αδ
π α β β

α α
−

+
>

Γ +
∝ =
Γ Γ∫  

( )
( ) ( )

( )
1

2 21

1 1

2

1 1be
b

αα

δ δαδ

αδ ξ αδ

α α

Γ + Γ +
∝ =
Γ Γ

, όπου 
1

1
2

be
bδξ = . 

 

Για την posterior έχουμε 

 

( )
( )

( )
( )

( ) ( )
( )

1

2

11

22

, | exp 1, exp 1,
n

n

t xb
x

t xb

αδ α

δ

β βπ α β α β α β
α α

       ∝ − − ⋅ × − − ⋅     
Γ Γ        

 

( )

( )
( ) ( )

( ) ( )( ) ( )
1

2

1 1

2 2

exp 1, , | , , 1,1
n

T
NCPn

b t x
n b t x

b t x

α δ

δ

β α β π α β δ
α

+

+

  + = − − ⋅ ∝ + +  +Γ    
e e =  

 

 

 

 


