
ΚΕΦΑΛΑΙΟ 0 
 

Ασκήσεις προθέρµανσης 
 

Επιτόκια και παρούσα αξία. 
 
 (οι παρακάτω ασκήσεις είναι από το βιβλίο του Sheldon Ross: An elementary 
introduction to mathematical finance, 2nd ed.) 
 

1. Ποιο είναι το πραγµατικό επιτόκιο όταν το ονοµαστικό επιτόκιο 10% 
a. ανατοκίζεται εξαµηνιαία 
b. ανατοκίζεται κάθε τρίµηνο 
c. ανατοκίζεται συνεχώς 

2. Εστω ότι καταθέτετε τα χρήµατα σας σε µια Τράπεζα η οποία πληρώνει 
ονοµαστικό επιτόκιο 10% το χρόνο. Σε πόσο χρονικό διάστηµα θα έχετε 
διπλασιάσει τα χρήµατα σας εάν έχετε συνεχή ανατοκισµό? 

3.  Βρείτε έναν τύπο που να υπολογίζει τα χρόνια που χρειάζονται ώστε να 
τριπλασιάσετε το κεφάλαιο σας εάν το επιτόκιο που λαµβάνετε είναι r% 
ετήσια ανατοκιζόµενο 

4. Τι ποσό πρέπει να επενδύετε στην αρχή κάθε µήνα τους επόµενους 60 µήνες 
ώστε να έχετε 1.000.000 στο τέλος της 5-ετίας, δεδοµένου ότι το ετήσιο 
ονοµαστικό επιτόκιο θα είναι σταθερό στο 6% και θα ανατοκίζεται µηνιαία? 

5. Οι ετήσιες χρηµατοροές µιάς επένδυσης είναι  -1.000,  -1.200,  800,  900,  
800. Εάν κάποιος µπορεί είτε να δανεισθεί είτε να αποταµιεύσει χρήµατα µε 
ετήσιο επιτόκιο 6%, αξίζει να κάνει την επένδυση ή όχι? 

6. Ένα πενταετές οµόλογο ονοµαστικής αξίας 10.000 ευρώ µε κουπόνι 10% 
κοστίζει 10.000 ευρώ και πληρώνει στον κάτοχο του 500 ευρώ κάθε έξι µήνες 
για πέντε χρόνια, µε µια επιπρόσθετη τελική πληρωµή 10.000 ευρώ στο τέλος 
της πενταετίας. Βρείτε την παρούσα αξία του οµολόγου εάν τα επιτόκια είναι 
(i) 6%, (ii) 10%, (iii) 12% και υποθέτοντας µηνιαίο ανατοκισµό. 

7. Έχετε τη δυνατότητα να εξοφλήσετε ένα δάνειο που είχατε πάρει, είτε 
πληρώνοντας 16.000 ευρώ σήµερα είτε πληρώνοντας 10.000 ευρώ σήµερα και 
10.000 ευρώ µετά από 10 χρόνια. Ποιός τρόπος αποπληρωµής είναι 
προτιµότερος εάν το ονοµαστικό συνεχώς ανατοκιζόµενο επιτόκιο είναι (i) 
2%,  (ii) 5%,  (iii) 10%? 

8. Εξηγείστε γιατί είναι λογικό να υποθέσουµε ότι (1+0,05/n)n είναι αύξουσα 
συνάρτηση του n για n=1,2,3,… 

9. Μια τράπεζα πληρώνει ονοµαστικό επιτόκιο 6%, συνεχώς ανατοκιζόµενο. 
Εάν καταθέσουµε 100 ευρώ, πόσος τόκος θα έχει συσσωρευθεί µετά από (i) 
30 ηµέρες, (ii) 60 ηµέρες, (iii) 120 ηµέρες? 

10. Ας υποθέσουµε συνεχώς ανατοκιζόµενο επιτόκιο r. Σχεδιάζετε να δανεισθείτε 
1.000 ευρώ σήµερα, 2.000 ευρώ ένα χρόνο από σήµερα, 3.000 ευρώ δύο 
χρόνια από σήµερα και στη συνέχεια να αποπληρώσετε και τα τρία δάνεια σε 
τρία χρόνια από σήµερα. Τι ποσό θα πρέπει να πληρώσετε? 

11. Το ονοµαστικό επιτόκιο είναι 5% ετήσια ανατοκιζόµενο. Τι ποσό πρέπει να 
πληρώσετε σήµερα ώστε να έχετε τις ακόλουθες ετήσιες χρηµατοροές: 3, 5, -
6, 5 (η χρηµατοροή -6 στην παραπάνω σειρά σηµαίνει ότι θα πρέπει να 
πληρώσετε 6 σε τρία χρόνια από σήµερα) 



12. Έστω r το ετήσια ανατοκιζόµενο ονοµαστικό επιτόκιο. Για ποιες τιµές του r  
είναι οι ετήσιες χρηµατοροές 20, 10 προτιµότερες από τις ετήσιες 
χρηµατοροές 0, 34? 

13. Βρείτε το απαραίτητο χρονικό διάστηµα ώστε µια κατάθεση 1.000 ευρώ να 
αυξηθεί σε 1.500 ευρώ εάν το ονοµαστικό συνεχώς ανατοκιζόµενο επιτόκιο 
είναι 6% 

14. Υποθέτοντας συνεχή ανατοκισµό µε επιτόκιο r να βρεθεί ποια είναι η 
παρούσα αξία µιας σειράς από χρηµατοροές οι οποίες πληρώνουν το ποσό Α 
σε κάθε µια από τις χρονικές στιγµές s, s+t, s+2t, …? 

15. Έστω D(t) το ποσό που θα έχετε στον καταθετικό σας λογαριασµό τη χρονική 
στιγµή t εάν καταθέσετε το ποσό D τη χρονική στιγµή 0 και το επιτόκιο είναι r 
συνεχώς ανατοκιζόµενο. 

a. Επιχειρηµατολογείστε γιατί για µικρό h ισχύει ότι D(t+h)≈D(t)+rhD(t) 
b. Χρησιµοποιείστε το a. για να εξηγήσετε γιατί  D’(t) =rD(t) 
c. Χρησιµοποιείστε το b. για να συνάγετε ότι D(t)=Dert 

16. Είναι δυνατό να πούµε ποια από τις παρακάτω σειρές ετήσιων χρηµατοροών 
είναι προτιµότερη εάν δεν γνωρίζουµε το επιτόκιο? 

a. 100, 140, 131 
b. 90, 160, 120 

17. Για µια  αρχική επένδυση 20 ευρώ θα εισπράξετε µετά από κάποια χρονική 
περίοδο, είτε το ποσό 10 µε πιθανότητα 0,3 είτε το ποσό 40 µε πιθανότητα 
0,7. Ποια είναι η µέση τιµή (αναµενόµενη τιµή) της απόδοσοης αυτής της 
επένδυσης? 

18. Ένα οµόλογο µηδενικού κουπονιού µε ονοµαστική αξία F πληρώνει στον 
κάτοχο του το ποσό F στη λήξη του. Υποθέτοντας συνεχώς ανατοκιζόµενο 
επιτόκιο 8%, βρείτε την παρούσα αξία ενός οµολόγου µηδενικού κουπονιού 
µε ονοµαστική αξία F=1.000 το οποίο λήγει (ωριµάζει) σε 10 χρόνια 

19. Βρείτε την απόδοση µιας διετούς επένδυσης η οποία για µια αρχική 
τοποθέτηση 1.000 ευρώ πληρώνει 500 ευρώ σε ένα χρόνο από σήµερα ενώ σε 
δύο χρόνια από σήµερα πληρώνει (i) 300 (ii) 500 (iii) 700? 

20. Επαναλάβετε την προηγούµενη άσκηση αντιστρέφοντας τη σειρά που 
λαµβάνονται οι πληρωµές 

21. Θεωρείστε µια σειρά από χρηµατοροές c0, c1,…,cn , όπου ci<0, i<n και cn>0. 

∆είξτε ότι εάν 
0

( ) (1 )
n

i
i

i
P r c r −

=

= +∑ , τότε για r>-1 

a. Υπάρχει µοναδική λύση της εξίσωσης  P(r)=0 
b. P(r) δεν είναι κατ’ ανάγκη µονότονη συνάρτηση του r 

22. Έστω ότι µορείτε να δανεισθείτε χρήµατα µε ετήσιο επιτόκιο 8% αλλά να 
καταθέσετε (αποταµιεύσετε) χρήµατα µε ετήσιο επιτόκιο µόνο 5%. Εάν 
ξεκινήσετε µε µηδενικό κεφάλαιο και οι ετήσιες χρηµατοροές µιας επένδυσης 
που κάνετε είναι -1.000, 900, 800, -1.200, 700, θα πρέπει να επενδύσετε ή 
όχι? 
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Χρηµατοοικονοµικές Αγορές και Επενδύσεις 
 
Κάποιες στοιχειώδεις βασικές έννοιες 
 
Οι χρηµατοοικονοµικές αγορές είναι το σύνολο των θεσµικών διακανονισµών που 
διευκολύνουν τη µεταφορά κεφαλαίων µεταξύ των επενδυτών. 
 
Τα είδη των χρηµατοοικονοµικών επενδύσεων: 

1. Μετοχές (Equities) 
a. Κοινές µετοχές (common stock) 

i. Αντιπροσωπεύουν κεφάλαια που έχουν δοθεί στην εταιρεία και 
για τα οποία δεν υπάρχει νοµική δέσµευση επιστροφής τους 

ii. Αντιπροσωπεύουν δικαιώµατα ιδιοκτησίας της εταιρείας 
iii. Οι κάτοχοι των µετοχών λέγονται µέτοχοι και είναι οι 

ιδοκτήτες της εταιρείας 
iv. ∆ιαπραγµατεύονται στην κεφαλαιαγορά 

b. Προνοµιούχες µετοχές (preferred stock) 
i. Έχουν απαιτήσεις στα κέρδη της εταιρείας και στα 

περιουσιακά στοιχεία της εταιρείας µε προτεραιότητα έναντι 
των κατόχων κοινών µετοχών 

ii. Ενίοτε οι κάτοχοι προνοµιούχων µετοχών έχουν το δικαίωµα 
να λαµβάνουν µόνο κάποιο συγκεκριµένο ποσοστό από τα 
κέρδη  

iii. ∆ιαπραγµατεύονται στην κεφαλαιαγορά 
c. Εγγυήσεις (warrants) 

i. Είναι αξιόγραφα που εκδίδονται από την εταιρεία και δίνουν 
στον κάτοχο τους το δικαίωµα να αποκτήσει µετοχές της 
εταιρείας (ή και κάποιας άλλης εταιρείας) σε µια 
προκαθορισµένη τιµή και εντός ενός προκαθορισµένου 
χρονικού διαστήµατος 

ii. Τα δικαιώµατα (rights) είναι βραχυπρόθεσµες εγγυήσεις που 
µοιράζονται στους µετόχους αντί για µέρισµα. Ο στόχος τους 
είναι να υποχρεωθού οι µέτοχοι να ασκήσουν τα δικαιώµατα 
τους ώστε η εταιρεία να συγκεντρώσει κεφάλαια. 

iii. ∆ιαπραγµατεύονται στην κεφαλαιαγορά 
2. Αξιόγραφα σταθερού εισοδήµατος (Fixed income securities) 

i. Είναι αξιόγραφα που υπόσχονται στον κάτοχο τους 
συγκεκριµένες πληρωµές σε συγκεκριµένες χρονικές στιγµές. 

b. Κάποιες προνοµιούχες µετοχές 
c. Χρεόγραφα 

i. Οµόλογα 
1. Είναι ένα αξιόγραφο που αποτελεί απόδειξη χρέους του 

εκδότη του οµολόγου προς τον κάτοχο του οµολόγου 
2. ∆ιαπραγµατεύονται στην κεφαλαιαγορά 

ii. Εργαλεία της χρηµαταγοράς 
1. Είναι χρεόγραφα µε αρχική διάρκεια ωρίµανσης 

µικρότερη από ένα έτος 



2. ∆ιαπραγµατεύονται στην κεφαλαιαγορά 
3. Παράγωγα (Derivatives) 

i. Ένα παράγωγο έιναι ένα συµβόλαιο που καθορίζει τις 
συνθήκες κάτω από τις οποίες, οι αντισυµβαλλόµενοι 
ανταλλάσσουν περιουσιακά στοιχεία (συµπεριλαµβανοµένων 
και χρηµάτων) κατά τη διάρκεια της ζωής του συµβολαίου 

ii. Αν και τα παράγωγα συµβόλαια καθορίζουν τον τρόπο που  θα 
ανταλλαγούν διάφορες ποσότητες, το ύψος κάποιων από αυτές 
τις ποσότητες δεν είναι γνωστό εκ των προτέρων. 

b. ∆ικαιώµατα (Options) 
i. Ένα δικαίωµα είναι ένα συµβόλαιο το οποίο δίνει στον κάτοχο 

του έναντι µιάς αµοιβής το δικαίωµα να πράξει µε κάποιο 
τρόπο εφόσον αυτό είναι προς το συµφέρον του 

c. Συµβόλαια µελλοντικής εκπλήρωσης (Futures) 
i. Είναι τυποποιηµένα συµβόλαια σύµφωνα µε τα οποία ο 

πωλητής του συµβολαίου αναλαµβάνει την υποχρέωση να 
παραδώσει στον αγοραστή του συµβολαίου κάποια 
προκαθορισµένη ποσότητα ενός περιουσικού στοιχείου έναντι 
προκαθορισµένου χρηµατικού ποσού σε προκαθορισµένη 
µελλοντική στιγµή και ο αγοραστής του συµβολαίου 
αναλαµβάνει να παραλάβει το περιουσιακό στοιχείο και να 
πληρώσει στον πωλητή του συµβολαίου το προκαθορισµένο 
χρηµατικό ποσό.    

d. Προθεσµιακά συµβόλαια (Forwards) 
e. Ανταλλαγές (Swaps) 

i. Είναι συµβόλαια σύµφωνα µε τα οποία οι δύο 
αντισυµβαλλόµενοι συµφωνούν να ανταλλάσσουν πληρωµές 
κάποιου είδους σε περιοδική βάση για κάποιο προκαθορισµένο 
χρονικό διάστηµα. 

f. Εγγυήσεις (Warrants) 
4. Χρήµα (Money) 

i. Είναι οτιδήποτε χρησιµοποιείται ως µέσο συναλλαγής 
b. Νοµίσµατα και χαρτονοµίσµατα 
c. Καταθέσεις και τραπεζογραµµάτια 
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Παράγωγα 
 
2.1 Εισαγωγή 
 
Ένα παράγωγο συµβόλαιο είναι ένα αξιόγραφο η αξία του οποίου εξαρτάται από τις 
αξίες άλλων «πιο βασικών» υποκείµενων µεταβλητών. 
Τα παράγωγα συµβόλαια είναι επίσης γνωστά και µε τον όρο «ενδεχόµενες (ή υπό 
όρους) απαιτήσεις» ή και «συγκυριακά συµβόλαια». 
 
Σε κάθε παράγωγο συµβόλαιο υπάρχουν δύο αντισυµβαλλόµενοι, ο «αγοραστής» του 
συµβολαίου και ο «πωλητής» του συµβολαίου. Αντίστοιχα δηµιουργούνται δύο 
αντίθετες θέσεις στο συµβόλαιο, η “long” θέση και η “short” θέση.  
 
Συνήθως οι υποκείµενες µεταβλητές των παραγώγων συµβολαίων είναι οι τιµές 
εµπορεύσιµων αξιόγραφων, π.χ. ένα δικαίωµα επί µιας µετοχής είναι ένα αξιόγραφο 
που η αξία του εξαρτάται από την τιµή της υποκείµενης µετοχής. 
Όµως τα παράγωγα συµβόλαια µπορούν να έχουν ως υποκείµενη µεταβλητή σχεδόν 
οτιδήποτε, από την τιµή του χρυσού έως το ύψος του χιονιού σε ένα χιονοδροµικό 
κέντρο έως την ποσότητα των αιωρουµένων σωµατιδίων στο κέντρο της πόλης, έως 
την τιµή άλλων παραγώγων κλπ. 
 



2.2. Βασικά είδη παραγώγων συµβολαίων 
 
2.2.1 Προθεσµιακά συµβόλαια 
 
Ένα προθεσµιακό συµβόλαιο (forward contract) είναι ένα συµβόλαιο σύµφωνα µε 
το οποίο οι δύο αντισυµβαλλόµενοι συµφωνούν έτσι ώστε ο αγοραστής υποχρεούται 
να αγοράσει από τον πωλητή (και ο πωλητής υποχρεούται να πουλήσει στον 
αγοραστή) ένα περιουσιακό στοιχείο σε µια προσυµφωνηµένη µελλοντική στιγµή και 
σε µια προσυµφωνηµένη τιµή.  
 
Λέµε ότι ο αγοραστής του συµβολαίου έχει µια long θέση στο συµβόλαιο ενώ ο 
πωλητής έχει µια short θέση στο συµβόλαιο. 
 
Η προσυµφωνηµένη τιµή στο προθεσµιακό συµβόλαιο για αυτή την µελλοντική 
αγοραπωλησία ονοµάζεται τιµή παράδοσης (delivery price). 
 
Η προσυµφωνηµένη χρονική στιγµή στο προθεσµιακό συµβόλαιο κατά την οποία θα 
λάβει χώρα αυτή η µελλοντική αγοραπωλησία ονοµάζεται χρόνος ωρίµανσης (time 
of maturity) του συµβολαίου. 
 
Μια βασική µεταβλητή που επηρεάζει την αξία του συµβολαίου είναι η τρέχουσα 
τιµή του υποκείµενου περιουσιακού στοιχείου στο οποίο αναφέρεται το συµβόλαιο. 
Κατά τη στιγµή της συµφωνίας η τιµή παράδοσης του προθεσµιακού συµβολαίου 
επιλέγεται έτσι ώστε το συµβόλαιο να έχει µηδενική αξία τόσο για τον αγοραστή όσο 
και για τον πωλητή του συµβολαίου. Μετά από τη στιγµή της συµφωνίας η αξία του 
συµβολαίου αρχίζει και µεταβάλλεται (οπότε γίνεται θετική για τον ένα 
αντισυµβαλλόµενο και αρνητική για τον άλλο).  
 
Η προθεσµιακή τιµή (forward price) ενός προθεσµιακού συµβολαίου ορίζεται ως η 
τιµή παράδοσης που θα έκανε το συµβόλαιο να έχει µηδενική αξία. 
 
Για παράδειγµα ο Α συφωνεί να πουλήσει στον Β (και ο Β συµφωνεί να αγοράσει 
από τον Α) 100.000 λίτρα πετρελαίου σε 1 έτος από σήµερα προς 0,68$ το λίτρο. Ας 
υποθέσουµε ότι η σηµερινή τιµή του ενός λίτρου πετρελαίου είναι 0,65$. Η τιµή 
0,68$ ανά λίτρο είναι η τιµή παράδοσης του πετρελαίου σε ένα έτος από σήµερα. 
∆ηλαδή σε ένα έτος από σήµερα ο αγοραστής θα πληρώσει 68.000$ στον πωλητή και 
θα παραλάβει 100.000 λίτρα πετρέλαιο. Εάν σε ένα έτος από σήµερα η τιµή του 
πετρελαίου έχει ανέβει στο 1$ ανά λίτρο, ο αγοραστής θα είναι κερδισµένος (και ο 
πωλητής ζηµιωµένος) κατά  32.000$. Αντίθετα εάν σε ένα έτος από σήµερα η τιµή 
του πετρελαίου είναι 0,50$ ανά λίτρο τότε ο αγοραστής θα είναι ζηµιωµένος (και ο 
πωλητής κερδισµένος) κατά 18.000$.  
Ας υποθέσουµε τώρα ότι την επόµενη ηµέρα της συµφωνίας η τιµή του πετρελαίου 
ανέβηκε από τα 0,65$ ανά λίτρο στο 1$ ανά λίτρο. Εάν οι δύο αντισυµβαλλόµενοι 
είχαν κάνει τη συµφωνία τους την επόµενη µέρα τότε δεν θα είχαν συµφωνήσει σε 
τιµή παράδοσης 0,68$ αλλά σε µια άλλη τιµή, ας πούµε 1,05$ ανά λίτρο. Τώρα το 
προθεσµιακό συµβόλαιο της προηγούµενης ηµέρας έχει ήδη θετική αξία για τον 
αγοραστή και αρνητική αξία για τον πωλητή. 
∆ηλαδή την επόµενη ηµέρα η προθεσµιακή τιµή του συµβολαίου είναι 1,05$ ανά 
λίτρο. ∆ηλαδή τα προθεσµιακά συµβόλαια που συµφωνούνται αυτή την ηµέρα έχουν 
τιµή παράδοσης 1,05$ ανά λίτρο. Ο Α που αγόρασε το συµβόλαιο την προηγούµενη 



ηµέρα είναι σαφώς κερδισµένος (αυτή τη συγκεκριµένη ηµέρα (για αργότερα δεν 
ξέρουµε τι θα συµβεί)). 
 
Αξία των forward  συµβολαίων τη στιγµή της ωρίµανσης τους (= τη στιγµή της 
λήξης του συµβολαίου) 
Έστω Κ η τιµή παράδοσης  ενός forward και Τ η ηµεροµηνία ωρίµανσης του 
συµβολαίου. Έστω επίσης ST η τιµή του υποκείµενου στοιχείου τη στιγµή Τ. 
Ας δούµε ποια είναι η αξία κάθε µιας από τις δύο δυνατές θέσεις στο forward κατά τη 
χρονική στιγµή ωρίµανσης του forward συµβολαίου. 
Αξία στη λήξη: 
Θέση Long: ST – K 
Θέση Short: K - ST
 
Τα επόµενα διαγράµµατα δείχνουν την τελική αξία αυτών των θέσεων ως συνάρτηση 
της τιµής ST του υποκείµενου στοιχείου. 

Αξία προθεσµιακού συµβολαίου τη στιγµή της ωρίµανσης (θέση LONG)
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Αξία προθεσµιακού συµβολαίου τη στιγµή της ωρίµανσης (θέση SHORT)
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Κ= τιµή παράδοσης 

 



2.2.2 ∆ικαιώµατα προαίρεσης (Options) 
 
Τα δικαιώµατα προαίρεσης επί µετοχών διαπραγµατεύθηκαν για πρώτη φορά σε 
οργανωµένα χρηµατιστήρια το 1973. Τα υποκείµενα στοιχεία µπορεί να είναι 
µετοχές, χρηµατιστηριακοί δείκτες, συνάλλαγµα, εργαλεία χρέους, πρώτες ύλες, άλλα 
παράγωγα κλπ. 
 
∆ύο βασικά είδη: 
∆ικαίωµα προαίρεσης αγοράς (call option) 
Ένα call option (Ευρωπαϊκού τύπου) επί ενός υποκείµενου στοιχείου Α, µε τιµή 
εξάσκησης Κ και ηµεροµηνία λήξης Τ, παρέχει στον κάτοχο του το δικαίωµα να 
αγοράσει το υποκείµενο στοιχείο Α στην τιµή Κ τη χρονική στιγµή Τ. 
  
Ένα call option (Αµερικάνικου τύπου) επί ενός υποκείµενου στοιχείου Α, µε τιµή 
εξάσκησης Κ και ηµεροµηνία λήξης Τ, παρέχει στον κάτοχο του το δικαίωµα να 
αγοράσει το υποκείµενο στοιχείο Α στην τιµή Κ µέχρι τη χρονική στιγµή Τ. 
 
∆ικαίωµα προαίρεσης πώλησης (put option) 
Ένα put option (Ευρωπαϊκού τύπου) επί ενός υποκείµενου στοιχείου Α, µε τιµή 
εξάσκησης Κ και ηµεροµηνία λήξης Τ, παρέχει στον κάτοχο του το δικαίωµα να 
πουλήσει το υποκείµενο στοιχείο Α στην τιµή Κ τη χρονική στιγµή Τ. 
  
Ένα put option (Αµερικάνικου τύπου) επί ενός υποκείµενου στοιχείου Α, µε τιµή 
εξάσκησης Κ και ηµεροµηνία λήξης Τ, παρέχει στον κάτοχο του το δικαίωµα να 
πουλήσει το υποκείµενο στοιχείο Α στην τιµή Κ µέχρι τη χρονική στιγµή Τ. 
 
 
Ένα option έχει δύο αντισυµβαλλόµενους, τον αγοραστή και τον πωλητή. 
Ο αγοραστής του δικαιώµατος πληρώνει ένα ποσό (premium, ασφάλιστρο) στον 
πωλητή του δικαιώµατος και αποκτά τη δυνατότητα να εξασκήσει το δικαίωµα (χωρίς 
όµως να είναι υποχρεωµένος) κατά το χρόνο εξάσκησης. 
Ο αγοραστής του δικαιώµατος λέµε ότι έχει µια θέση long στο δικαίωµα. 
 
Ο πωλητής του δικαιώµατος εισπράττει το premium προκαταβολικά και αναλαµβάνει 
την υποχρέωση να ικανοποιήσει τον αγοραστή σύµφωνα µε τους όρους του 
δικαιώµατος όταν και εφόσον ο αγοραστής αποφασίσει να εξασκήσει το δικαίωµα.  
Ο πωλητής του δικαιώµατος λέµε ότι έχει µια θέση short στο δικαίωµα. 
 
Άρα παρατηρούµε τέσσερις δυνατές θέσεις στα βασικά είδη δικαιωµάτων: 

1. long call 
2. short call 
3. long put 
4. short put 

 
Από εδώ και στο εξής όταν λέµε option (ή δικαίωµα) θα εννοείται ότι αναφερόµαστε 
σε option Ευρωπαϊκού τύπου, εκτός εάν ρητά αναφέρεται το αντίθετο. 
 
Αξία των δικαιωµάτων στη λήξη 
Έστω Κ η τιµή εξάσκησης ενός option και Τ η ηµεροµηνία λήξης. Έστω επίσης ST η 
τιµή του υποκείµενου στοιχείου τη στιγµή Τ. 



Ας δούµε ποια είναι η αξία κάθε µιας από τις τέσσερις δυνατές θέσεις σε δικαιώµατα 
κατά την ηµεροµηνία λήξης του δικαιώµατος. 
Long call: max (ST – K, 0) 
Short call: - max (ST – K, 0) = min (K - ST, 0) 
Long put: max (K - ST, 0) 
Short put: - max (K - ST, 0) = min (ST – K, 0) 
 
Τα επόµενα διαγράµµατα δείχνουν την τελική αξία αυτών των θέσεων ως συνάρτηση 
της τιµής ST του υποκείµενου στοιχείου. 
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Κέρδος (ζηµία)  των δικαιωµάτων στη λήξη 
Ένας επενδυτής που αγοράζει ένα δικαίωµα πληρώνει ένα p
δικαιώµατος (έστω p). Τότε το κέρδος ή η ζηµία στη λήξη 
µε τη θέση που έχει ο αντισυµβαλλόµενος δίνεται από τ
απεικονίζεται στα διαγράµµατα που ακολουθούν. 
 
Long call: max (ST – K, 0) - p 
Short call: p - max (ST – K, 0) = p + min (K - ST, 0) 
Long put: max (K - ST, 0) - p 
Short put: p - max (K - ST, 0) = p + min (ST – K, 0) 
 
    
ST = αξία του 
υποκείµενου 
στοιχείου στη 
λήξη 
 
Κ= τιµή 
εξάσκησης 
 

ST = αξία του 
υποκείµενου 
στοιχείου στη 
λήξη 
 
Κ= τιµή 
εξάσκησης 
 

remium στον πωλητή του 
του δικαιώµατος ανάλογα 
ις παρακάτω σχέσεις και 
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2.3. Ερωτήσεις 
 
1) Σε τι διαφέρουν µια long θέση σε ένα forward συµβόλαιο µε forward τιµή 100 

και σε µια long θέση σε ένα call option µε τιµή εξάσκησης 100? 
 
2) Η τρέχουσα τιµή µιας µετοχής είναι $29 και ένα call option επί αυτής της 

µετοχής µε λήξη σε τρείς µήνες και τιµή εξάσκησης $30 κοστίζει $2,90. Έχετε 
$5.800 στη διάθεση σας και πιστεύετε ότι η τιµή της µετοχής θα ανέβει µέσα 
στο επόµενο τρίµηνο. Προτείνετε δύο εναλλακτικές στρατηγικές 
κερδοσκοπίας, η µια να αφορά τοποθέτηση στη µετοχή και η άλλη να αφορά 
τοποθέτηση στο option. Ποιες είναι οι δυνητικές ζηµίες και ποιά τα δυνητικά 
κέρδη κάθε µιάς από αυτές τις στρατηγικές? 

 
3) Περιγράψτε την αξία στη λήξη του επόµενου χαρτοφυλακίου: µία long θέση 

σε ένα forward συµβόλαιο επί ενός υποκείµενου στοιχείου και µία long θέση 
σε ένα put option (Ευρωπαϊκού τύπου) επί του ίδιου υποκείµενου στοιχείου, 
µε την ίδια ηµεροµηνία ωρίµανσης µε το forward και µε τιµή εξάσκησης ίση 
µε την forward τιµή τη στιγµή δηµιουργίας του χαρτοφυλακίου. 

 
4) «Μια long θέση σε ένα forward είναι ισοδύναµη µε ένα χαρτοφυλάκιο που 

αποτελείται από µια long θέση σε ένα call option Ευρωπαϊκού τύπου και µια 
short θέση σε ένα put option Ευρωπαϊκού τύπου». Εξηγείστε αναλυτικά αυτή 
την πρόταση.  

 
 
 
 
 
 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 
 
 
Ο νόµος της µιας τιµής, η έννοια του arbitrage, βασικές ιδιότητες παραγώγων 

 
3.1. Ο νόµος της µιας τιµής  
 
3.1.1. Πρόταση (Ο νόµος της µιας τιµής) 
Θεωρείστε δύο επενδύσεις που σήµερα κοστίζουν C1 και C2 αντίστοιχα. Εάν η 
(παρούσα) αξία των µελλοντικών χρηµατοροών της πρώτης επένδυσης ισούται πάντα 
µε την (παρούσα) αξία των µελλοντικών χρηµατοροών της δεύτερης επένδυσης τότε  
προκειµένου να µην υπάρχει ευκαιρία για arbitrage θα πρέπει να ισχύει C1=C2. 
(Ειδικά στην περίπτωση που κάποια επένδυση έχει βέβαιες µελλοντικές χρηµατοροές, 
τότε, για να µην υπάρχουν ευκαιρίες για arbitrage, θα πρέπει το σηµερινό της κόστος 
να ισούται µε την παρούσα αξία αυτών των µελλοντικών χρηµατοροών) 
 
Στις επόµενες προτάσεις που αφορούν προθεσµιακά συµβόλαια (forwards) θεωρούµε 
τον παρακάτω συµβολισµό: 
 
Τ: χρονική στιγµή ωρίµανσης (λήξης) του Forward συµβολαίου (σε έτη) 
t:  τρέχουσα χρονική στιγµή (σε έτη) 
S:  τιµή του υποκείµενου στοιχείου τη στιγµή t 
ST:  τιµή του υποκείµενου στοιχείου τη στιγµή Τ (άγνωστη κατά τη στιγµή t) 
Κ:  τιµή παράδοσης του Forward συµβολαίου 
f:  αξία µιας long θέσης σε Forward συµβόλαιο κατά τη στιγµή t 
F:  η Forward τιµή κατά τη χρονική στιγµή t 
r:  ετήσιο επιτόκιο συνεχώς ανατοκιζόµενο, όπως ισχύει τη στιγµή t για µια 

επένδυση που ωριµάζει τη στιγµή Τ. 
 
 
3.1.2. Εφαρµογή (η αξία της long θέσης σε ένα forward συµβόλαιο)  

( )( ) r T tf F K e− −= −  
Απόδειξη 
Ας θεωρήσουµε ένα forward συµβόλαιο µε τιµή παράδοσης F (πανοµοιότυπο κατά τα 
άλλα µε το συµβόλαιο µε τιµή παράδοσης Κ). Η αξία αυτού του συµβολαίου τη 
χρονική στιγµή t είναι εξ ορισµού µηδενική, ενώ τη χρονική στιγµή Τ η αξία µιας 
short θέσης σε αυτό το συµβόλαιο θα είναι F-ST.  
Η αξία µιας long θέσης στο forward συµβόλαιο µε τιµή παράδοσης Κ τη χρονική 
στιγµή t είναι f, ενώ τη χρονική στιγµή Τ η αξία µιας long θέσης σε αυτό το 
συµβόλαιο θα είναι ST-K. 
Αν θεωρήσουµε ένα χαρτοφυλάκιο αποτελούµενο από µια long θέση στο forward µε 
τιµή παράδοσης K και από µια short θέση στο forward µε τιµή παράδοσης F, τότε η 
αξία αυτού του χαρτοφυλακίου τη στιγµή Τ είναι προφανώς F-K, ενώ τη χρονική 
στιγµή t η αξία του ίδιου χαρτοφυλακίου είναι προφανώς f-0=f. Για να µην υπάρχει 
ευκαιρία για arbitrage θα πρέπει, βάσει του νόµου της µιας τιµής, η σηµερινή αξία 
αυτού του χαρτοφυλακίου να ισούται µε την παρούσα αξία της µελλοντικής του 
χρηµατοροής, δηλαδή να ισχύει ότι ( )( ) r T tf F K e− −= −  
 
 



 
3.1.3. Εφαρµογή (Forward τιµή ενός Forward συµβολαίου επί αξιόγραφου που δεν 

παρέχει έσοδο) 
 Για να µην υπάρχει δυνατότητα arbitrage πρέπει να ισχύει η σχέση 

( )r T tF Se −=  
 
Απόδειξη 1 
Ας θεωρήσουµε τα εξής δύο χαρτοφυλάκια 
 
Χαρτοφυλάκιο Α: αποτελείται από µια long θέση στο forward συµβόλαιο και από ένα 
χρηµατικό ποσό ύψους (το οποίο επενδύεται µε επιτόκιο r για διάστηµα T-t) (r T tKe − )

 
Χαρτοφυλάκιο Β: αποτελείται από µια µονάδα του αξιογράφου. 
 
Τη χρονική στιγµή Τ, το χρηµατικό ποσό του χαρτοφυλακίου Α θα αξίζει ακριβώς Κ 
και εποµένως µπορεί να χρησιµοποιηθεί για την αγορά µιας µονάδας του αξιογράφου 
βάσει των όρων του forward. ∆ηλαδή και τα δύο χαρτοφυλάκια θα αποτελούνται από 
µια  µονάδα του αξιογράφου τη χρονική στιγµή Τ, άρα θα έχουν την ίδια αξία αυτή τη 
χρονική στιγµή.  
Τότε όµως, βάσει του νόµου της µιάς τιµής αυτά τα δύο χαρτοφυλάκια θα πρέπει να 
έχουν την ίδια αξία και τη χρονική στιγµή t προκειµένου να µην υπάρχει η 
δυνατότητα διεξαγωγής arbitrage.  
Άρα, ( )r T tf Ke S− −+ =  ή ισοδύναµα ( )r T tf S Ke− −= −  
 
(Σηµείωση: Όταν ξεκινά ένα forward συµβόλαιο, η forward τιµή επιλέγεται να είναι 
εκείνη η τιµή παράδοσης η οποία να καθιστά την αξία του συµβολαίου f ίση µε το 
µηδέν. Άρα σύµφωνα µε την τελευτάια εξίσωση  ( )r T tF Se −= ) 
 
 
Απόδειξη 2 
Έστω .  ( )r T tF Se −>
Τότε, τη χρονική στιγµή t ένας επενδυτής δανείζεται το ποσό S για χρονικό διάστηµα 
Τ-t, αγοράζει το αξιόγραφο στην τιµή S και πουλάει το forward συµβόλαιο (δηλ. 
λαµβάνει µια short θέση στο forward).  
Τη χρονική στιγµή Τ, πουλάει το αξιόγραφο βάσει των όρων του forward συµβολαίου 
στην τιµή F και από αυτά χρησιµοποιεί ( )r T tSe − για να αποπληρώσει το δανεισµό του. 
‘Ετσι, τη χρονική στιγµή Τ, πραγµατοποιεί ένα ακίνδυνο κέρδος >0. 
∆ηλαδή, έχει κάνει arbitrage. 

( )r T tF Se −−

 
Αντίθετα, έστω .  ( )r T tF Se −<
Τότε, τη χρονική στιγµή t ένας επενδυτής πουλάει short το υποκείµενο αξιόγραφο 
(δηλ. το δανείζεται και το πουλάει) ειπράττοντας το ποσό S το οποίο επενδύει µε 
επιτόκιο r για διάστηµα T-t. Ταυτόχρονα αγοράζει το forward συµβόλαιο (δηλ. 
λαµβάνει µια long θέση στο forward).  
Τη χρονική στιγµή Τ,  εισπράττει ( )r T tSe − από την επένδυση του, αγοράζει το 
αξιόγραφο βάσει των όρων του forward στην τιµή F και κλείνει τη short θέση στο 
αξιόγραφο (επιστρέφοντας το σε αυτόν από τον οποίο το είχε δανεισθεί). 
 Έτσι τη χρονική στιγµή Τ, πραγµατοποιεί ένα ακίνδυνο κέρδος >0. 
∆ηλαδή, έχει κάνει arbitrage. 

( )r T tSe F− −



 
Άρα, η µοναδική τιµή που δεν επιτρέπει arbitrage είναι ( )r T tF Se −=  
 
 
3.1.4. Εφαρµογή (Forward συναλλαγµατική  ισοτιµία - Θεώρηµα ισοδυναµίας 

επιτοκίων – Arbitrage καλυµµένου επιτοκίου) 
Ας θεωρήσουµε δύο νοµίσµατα, το εγχώριο νόµισµα d και το ξένο νόµισµα f. Ας 
θεωρήσουµε επίσης τους εξής συµβολισµούς: 
r(d) = επιτόκιο στο εγχώριο νόµισµα  για χρόνο T. 
r(f) = επιτόκιο στο ξένο νόµισµα για χρόνο Τ. 
S = spot ισοτιµία (δηλ. πόσες µονάδες του εγχώριου νοµίσµατος αξίζει σήµερα µια 
µονάδα του ξένου νοµίσµατος) 
F = προθεσµιακή ισοτιµία για παράδοση τη στιγµή T (δηλ. πόσες µονάδες του 
εγχώριου νοµίσµατος συµφωνούµε (σήµερα), να ανταλλάξουµε τη χρονική στιγµή Τ 
µε µια µονάδα του ξένου νοµίσµατος ) 
Για να µην υπάρχει ευκαιρία arbitrage θα πρέπει να ισχύει η σχέση: 
 
F=Se[r(d)-r(f)]T

Απόδειξη 
Ας θεωρήσουµε την εξής στρατηγική: 

1. ∆ανειζόµαστε από µία ξένη Τράπεζα µια µονάδα του ξένου νοµίσµατος για 
χρόνο T. Τη στιγµή Τ, θα πρέπει να πληρώσουµε στην ξένη Τράπεζα er(f)T 

µονάδες του ξένου νοµίσµατος. 
2. Ανταλλάσσουµε τη µονάδα του ξένου νοµίσµατος που δανεισθήκαµε, µε 

εγχώριο νόµισµα. Εποµένως εισπράττουµε S µονάδες εγχώριου νοµίσµατος. 
3. Καταθέτουµε σε µια εγχώρια Τράπεζα τις S µονάδες του εγχώριου 

νοµίσµατος, για χρόνο Τ. Τη στιγµή Τ θα λάβουµε από την εγχώρια Τράπεζα 
Ser(d)T µονάδες του εγχώριου νοµίσµατος. 

4. Αγοράζουµε ένα forward συµβόλαιο σύµφωνα µε το οποίο θα αγοράσουµε τη 
χρονική στιγµή Τ ξένο νόµισµα (πουλώντας εγχώριο νόµισµα) σε µια 
προσυµφωνηµένη ισοτιµία F. 

Τη στιγµή T, εισπράττουµε από την εγχώρια Τράπεζα τις Ser(d)T µονάδες του 
εγχώριου νοµίσµατος και τις ανταλλάσσουµε µε ξένο νόµισµα, χρησιµοποιώντας την 
προσυµφωνηµένη ισοτιµία F του προθεσµιακού συµβολαίου. Εποµένως, λαµβάνουµε  
Ser(d)T/ F µονάδες του ξένου νοµίσµατος. 
Αυτή η στρατηγική δεν θα είναι κερδοφόρα τη στιγµή Τ, εάν και µόνο εάν, οι 
µονάδες του ξένου νοµίσµατος που λάβουµε είναι ακριβώς όσες πρέπει να 
πληρώσουµε στην ξένη Τράπεζα από την οποία δανεισθήκαµε στην αρχή. Άρα 
προκειµένου να µη δηµιουργηθεί ευκαιρία για arbitrage θα πρέπει να ισχύει η σχέση: 
Ser(d)T/ F = er(f)T

Λύνοντας ως προς F, λαµβάνουµε τον εξής τύπο που εκφράζει το θεώρηµα 
ισοδυναµίας επιτοκίων: F=Se[r(d)-r(f)]T

Εάν η προθεσµιακή ισοτιµία F δεν είναι σύµφωνη µε την προηγούµενη σχέση, τότε 
υπάρχει δυνατότητα arbitrage.  
 
 
 
 
 



3.1.5. Εφαρµογή (Forward συµβόλαια επί αξιογράφων που παρέχουν ως εισόδηµα, 
κάποια συγκεκριµένα χρηµατικά ποσά) 

Έστω Ι η παρούσα αξία (βάσει του επιτοκίου r) των ποσών που θα παρέχει το 
αξιόγραφο κατά τη διάρκεια της ζωής του forward. Για να µην υπάρχει δυνατότητα 
διεξαγωγής arbitrage θα πρέπει να ισχύει 

( )( ) r T tF S I e −= −  
Απόδειξη: (άσκηση) 
 
3.1.6. Πρόταση (ισοδυναµία call και put) 
Έστω C η τιµή ενός call option (επί ενός υποκείµενου στοιχείου) µε τιµή εξάσκησης  
Κ και ηµεροµηνία λήξης Τ. 
Έστω P η τιµή ενός put option Ευρωπαϊκού τύπου (επί του ίδιου υποκείµενου 
στοιχείου) µε την ίδια τιµή εξάσκησης Κ και την ίδια ηµεροµηνία λήξης Τ. 
Έστω S η τιµή του υποκείµενου στοιχείου τη χρονική στιγµή 0.  
Έστω ότι έχουµε σταθερό επιτόκιο r συνεχώς ανατοκιζόµενο. 
Τότε προκειµένου να µην υπάρχει ευκαιρία για arbitrage θα πρέπει να ισχύει η σχέση: 
S + P = C+ K e-rΤ

Απόδειξη 1 
Ας θεωρήσουµε τα εξής δύο χαρτοφυλάκια τη χρονική στιγµή 0 
Α: αποτελείται από µια µετοχή και από ένα put option. 
Β: αποτελείται από ένα call option και από µια κατάθεση στην Τράπεζα ποσού Ke-rΤ

Άρα η αξία αυτών των χαρτοφυλακίων τη χρονική στιγµή 0 είναι αντίστοιχα: 
Α0 = S+P 
B0 = C+ K e-rΤ

Ας δούµε τώρα την αξία αυτών των χαρτοφυλακίων τη χρονική στιγµή Τ 
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    K, εάν ST<Κ 
ΑΤ= ST + max(K - ST , 0) =    = max(S  T  - K , 0) + K = BΤ
    ST, εάν Κ≤ ST

} { 
ποµένως τα χαρτοφυλάκια Α και Β έχουν πάντα την ίδια αξία τη χρονική στιγµή Τ 
αι εποµένως, σύµφωνα µε το νόµο της µιας τιµής, για να µην υπάρχουν ευκαιρίες 
rbitrage θα πρέπει να έχουν και την ίδια αρχική αξία, δηλαδή S+P = C+ K e-rΤ

πόδειξη 2 
στω ότι  S + P < C+ K e-rΤ

ότε τη χρονική στιγµή 0, πουλάω ένα call option στην τιµή C και δανείζοµαι το 
οσό K e-rΤ µε επιτόκιο r για χρονικό διάστηµα Τ. Με αυτά τα χρήµατα αγοράζω µια 
ετοχή προς S και ένα put option επί αυτής της µετοχής προς P. Μου περισσεύει ένα 
ετικό ποσό (C+ K e-rΤ)– (S + P) (που το κάνω ότι µου αρέσει!).  
ς δούµε τώρα τι µπορεί να µου συµβεί τη χρονική στιγµή Τ και εάν διατρέχω 
άποιο κίνδυνο οικονοµικής ζηµίας.  
η χρονική στιγµή Τ λοιπόν, χρωστάω το ποσό Κ (από το δάνειο που είχα πάρει). 
αρατηρώ την τιµή της µετοχής ST και διακρίνω δύο περιπτώσεις: είτε ST≥K είτε 

T<K.  
την πρώτη περίπτωση το call option έχει αξία και εξασκείται οπότε πουλάω τη 
ετοχή  που έχω στον κάτοχο του call option προς Κ. Με το ποσό Κ που εισπράττω 
επληρώνω το χρέος του δανεισµού µου και δεν έχω καµία άλλη υποχρέωση.  



Στη δεύτερη περίπτωση το call option δεν έχει αξία και άρα δεν εξασκείται. Τώρα 
όµως το put option έχει αξία και το εξασκώ πουλώντας τη µετοχή µου στην τιµή Κ. 
Με το ποσό Κ που εισπράττω ξεπληρώνω το χρέος του δανεισµού µου και δεν έχω 
καµία άλλη υποχρέωση. 
 
Έστω τώρα ότι  S + P > C+ K e-rΤ

Τότε τη χρονική στιγµή 0 πουλάω short µια µετοχή στην τρέχουσα τιµή S (δηλ. 
δανείζοµαι τη µετοχή και την πουλάω µε την υπόσχεση να την επιστρέψω τη χρονική 
στιγµή Τ) και επίσης πουλάω ένα put option στην τρέχουσα τιµή P. Με τα χρήµατα 
που εισπράττω αγοράζω ένα call option στην τρέχουσα τιµή C και τοποθετώ στην 
τράπεζα το ποσό K e-rΤ για χρονικό διάστηµα Τ. Μου περισσεύει ένα θετικό ποσό 
(S+P)-(C+ K e-rΤ)(που το κάνω ότι µου αρέσει!).  
Ας δούµε τώρα τι µπορεί να µου συµβεί τη χρονική στιγµή Τ και εάν διατρέχω 
κάποιο κίνδυνο οικονοµικής ζηµίας.  
Τη χρονική στιγµή Τ λοιπόν εισπράττω από την Τράπεζα το ποσό Κ (από την 
κατάθεση που είχα κάνει). Παρατηρώ την τιµή της µετοχής ST και διακρίνω δύο 
περιπτώσεις: είτε ST≥K είτε ST<K.  
Στην πρώτη περίπτωση το call option έχει αξία και το εξασκώ αγοράζοντας τη µετοχή 
προς Κ (χρησιµοποιώντας τα χρήµατα που εισέπραξα από την κατάθεση µου στην 
Τράπεζα) και την επιστρέφω σε αυτόν που µου τη δάνεισε (κλείνοντας έτσι τη short 
θέση που είχα στη µετοχή). Το put option δεν έχει αξία και δεν εξασκείται, οπότε δεν 
έχω καµία άλλη υποχρέωση.  
Στη δεύτερη περίπτωση, το put  option έχει αξία και εξασκείται οπότε αγοράζω τη 
µετοχή από τον κάτοχο του put option στην τιµή Κ (χρησιµοποιώντας τα χρήµατα που 
εισέπραξα από την κατάθεση µου στην Τράπεζα) και την επιστρέφω σε αυτόν που 
µου τη δάνεισε (κλείνοντας έτσι τη short θέση που είχα στη µετοχή) και δεν έχω 
καµία άλλη υποχρέωση. 
 
Άρα για να µη δηµιουργηθεί ευκαιρία ακίνδυνου κέρδους (arbitrage) θα πρέπει να 
ισχύει η σχέση S + P = C+ K e-rΤ

 
 
3.1.7 Πρόταση (γενικευµένος νόµος της µιας τιµής) 
Θεωρείστε δύο επενδύσεις που σήµερα κοστίζουν C1 και C2 αντίστοιχα. Εάν C1<C2 
και η (παρούσα) αξία των µελλοντικών χρηµατοροών της πρώτης επένδυσης είναι  
πάντα µεγαλύτερη ή ίση από την (παρούσα) αξία των µελλοντικών χρηµατοροών της 
δεύτερης επένδυσης τότε υπάρχει ευκαιρία για arbitrage. 
Απόδειξη 
Προφανώς τo arbitrage επιτυγχάνεται πουλώντας τη δεύτερη επένδυση και 
ταυτόχρονα αγοράζοντας την πρώτη επένδυση 
 



3.2 Ασκήσεις 
 

1) Ας υποθέσουµε ότι γνωρίζετε ότι η αξία κάποιου αξιόγραφου µετά από µια 
περίοδο (δηλ. τη χρονική στιγµή 1) θα πάρει κάποια από τις τιµές s1, s2, …,sn. 
Ποιά θα πρέπει να είναι, τη χρονική στιγµή 0, η τιµή ενός δικαιώµατος αγοράς 
αυτού του αξιόγραφου µε τιµή εξάσκησης Κ όταν το Κ είναι µικρότερο από 
το min(s1, s2, …,sn)? 

 
2) *Έστω C η τιµή ενός call option ευρωπαϊκού τύπου µε τιµή εξάσκησης Κ επί 

ενός αξιόγραφου (που δεν παρέχει εισόδηµα) που η τρέχουσα τιµή του είναι 
S. Έστω ότι ο χρόνος έως τη λήξη του call option είναι Τ και τα επιτόκια είναι 
r συνεχώς ανατοκιζόµενα. ∆είξτε ότι: max (S-Ke-rT, 0)<C≤S.  

 
3) *Έστω P η τιµή ενός put option ευρωπαϊκού τύπου µε τιµή εξάσκησης Κ επί 

ενός αξιόγραφου (που δεν παρέχει εισόδηµα) που η τρέχουσα τιµή του είναι 
S. Έστω ότι ο χρόνος έως τη λήξη του put option είναι Τ και τα επιτόκια είναι 
r συνεχώς ανατοκιζόµενα. ∆είξτε ότι: max(Ke-rT –S, 0)< P ≤ Ke-rT. 

 
4)  Ένας επενδυτής αγοράζει ένα call µε τιµή εξάσκησης Κ και πουλάει ένα put 

µε την ίδια τιµή εξάσκησης. Περιγράψτε τη θέση του επενδυτή 
 
5) Έστω ότι C1, C2, C3 είναι οι τιµές call options (ευρωπαϊκού τύπου) µε την ίδια 

ηµεροµηνία λήξης, µε τιµές εξάσκησης Κ1, Κ2, Κ3 αντίστοιχα, όπου 
Κ3>Κ2>Κ1 και Κ3-Κ2=Κ2-Κ1. ∆είξτε ότι C2≤0,5(C1+C3) 

 
6) Ένα call και ένα put option ευρωπαϊκού τύπου επί του ίδιου αξιόγραφου 

λήγουν και τα δύο σε τρεις µήνες, έχουν και τα δύο τιµή εξάσκησης 20 και η 
τρέχουσα τιµή τους είναι 3 και για τα δύο. Εάν το συνεχώς ανατοκιζόµενο 
επιτόκιο είναι 10% και η τρέχουσα τιµή του αξιόγραφου είναι 25 κάντε 
arbitrage. 

 
7) Έστω ότι ταυτόχρονα αγοράζετε ένα call option µε τιµή εξάσκησης 100 και 

πουλάτε ένα call option µε τιµή εξάσκησης 105 επί του ίδιου αξιόγραφου και 
µε την ίδια ηµεροµηνία λήξης. Είναι το αρχικό σας κόστος θετικό ή αρνητικό? 
Σχεδιάστε το κέρδος (ζηµία) στη λήξη σαν συνάρτηση της τιµής του 
αξιόγραφου στη λήξη. 

 



3.3 Υποδείξεις-απαντήσεις- σχόλια επί των ασκήσεων 
 
1) Η τιµή του δικαιώµατος τη χρονική στιγµή 0 θα πρέπει να ισούται µε S0-Ke-rT, 
όπου S0 είναι η τιµή του αξιογράφου τη χρονική στιγµή 0. ∆ιαφορετικά µπορεί να 
διεξαχθεί arbitrage. 
 
2) Θα δείξω ότι εάν δεν ισχύει η ανισότητα τότε µπορώ να διεξάγω arbitrage. 
Πράγµατι, εάν C>S, τότε τη χρονική στιγµή 0 πουλάω ένα call εισπράττω C>S 
και αγοράζω ένα αξιόγραφο προς S. Μου περισσεύουν C-S που τα  κάνω ότι 
θέλω. Το χειρότερο που µπορεί να µου συµβεί τη χρονική στιγµή Τ είναι να 
ασκηθεί το call οπότε πουλάω το αξιόγραφο (που το έχω από τη χρονική στιγµή 
0) στον κάτοχο του option και εισπράττω Κ.Άρα σε αυτή την περίπτωση έχουµε 
arbitrage, οπότε πρέπει να ισχύει πάντα C<S. 
Έστω τώρα ότι C≤max (S-Ke-rT, 0). Ας παρατηρήσουµε αρχικά ότι δεν έχει νόηµα 
να έχω C µη θετικό (γιατί?). Άρα χωρίς βλάβη της γενικότητας µπορώ να 
υποθέσω ότι 0<C≤S-Ke-rT . Σε αυτή την περίπτωση τη χρονική στιγµή 0 πουλάω 
short ένα αξιόγραφο και εισπράττω S. Από αυτά καταθέτω Ke-rT στην Τράπεζα 
για διάστηµα Τ µε επιτόκιο r. Μου περισσεύουν S-Ke-rT από τα οποία αγοράζω 
ένα call και ξοδεύω C. Μου περισσεύουν (S-Ke-rT)-C που τα κάνω ότι θέλω. Τη 
χρονική στιγµή Τ, εισπράττω Κ από την Τράπεζα, αγοράζω το αξιόγραφο (είτε 
από την αγορά, είτε εξασκώντας το call) πληρώνοντας το πολύ Κ και επιστρέφω 
το αξιόγραφο κλείνοντας τη θέση short που είχα σε αυτό. Άρα και σε αυτή την 
περίπτωση έχουµε arbitrage, οπότε πρέπει να ισχύει ότι max (S-Ke-rT, 0)<C. 
(Προσοχή: εξηγείστε προσεκτικά στον εαυτό σας γιατί δεν µπορεί να ισχύει η 
ισότητα max (S-Ke-rT, 0)=C. Σκεφτείτε επίσης και συγκρίνετε γιατί στην 
προηγούµενη άσκηση ίσχυε η ισότητα. Ποιο µη ρεαλιστικό στοιχείο στην 
προηγούµενη άσκηση µας ανάγκασε να δώσουµε ως απάντηση τη σχέση 
ισότητας?) 
 
3) Παρόµοια µε την προηγούµενη άσκηση 
 
4) Η θέση του επενδυτή είναι ίδια µε αυτή µιας long θέσης σε ένα forward µε 
τιµή παράδοσης Κ. 
 
5) Θεωρείστε ένα χαρτοφυλάκιο που να αποτελείται από 2 calls µε τιµή 

εξάσκησης Κ2 και ένα χαρτοφυλάκιο το οποίο να αποτελείται από ένα call µε 
τιµή εξάσκησης Κ1 και ένα call µε τιµή εξάσκησης Κ3. Στη συνέχεια δείξτε 
ότι η αξία στη λήξη του πρώτου χαρτοφυλακίου είναι πάντα µικρότερη από τη 
αξία στη λήξη του δεύτερου χαρτοφυλακίου (διακρίνοντας τρείς περιπτώσεις 
σχετικά µε την αξία του υποκείµενου αξιόγραφου τη στιγµή που λήγουν τα 
options). Τέλος εφαρµόστε τον γενικευµένο νόµο της µιας τιµής ή 
εναλλακτικά δείξτε πως θα κάνατε arbitrage εάν δεν ίσχυε η ζητούµενη 
σχέση) 

 
6) Εφαρµόστε την ισοδυναµία put και call προκειµένου να διαπιστώσετε πως θα 

κάνετε το arbitrage. 
 
7) Μεγαλύτερη τιµή εξάσκησης σηµαίνει ότι έχω το δικαίωµα να αγοράσω το 

υποκείµενο αξιόγραφο σε υψηλότερη τιµή. Προφανώς δεν είµαι διατεθειµένος 
να πληρώσω για ένα τέτοιο option τόσα χρήµατα όσα θα πλήρωνα για ένα 



option που θα µου έδινε τη δυνατότητα να αγοράσω το υποκείµενο αξιόγραφο 
σε χαµηλότερη τιµή. Άρα … 
Για να κάνετε το διάγραµµα, απλά σχεδιάστε προσεκτικά τις δύο θέσεις στο 
ίδιο διάγραµµα και στη συνέχεια να τις «προσθέσετε».  
 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4 
 

Εισαγωγή στο διωνυµικό µοντέλο1

 
4.1. Το διωνυµικό µοντέλο µιάς περιόδου 
 
4.1.1. Η Αγορά 
Στην προσπάθεια µας να µελετήσουµε τις τιµές των παραγώγων θα ξεκινήσουµε µε 
ένα µοντέλο αγοράς, όσο πιο απλό γίνεται.  
 
Ο χρόνος αντιπροσωπεύεται από δύο µόνο χρονικές στιγµές, το «τώρα» ( ) και το 
«λίγο αργότερα» ( ) που καθορίζουν µια χρονική περίοδο (

0t

1t 1 0t t t∆ = − ) 
 
Η αξία του χρήµατος για τη χρονική περίοδο από  έως , αντιπροσωπεύεται από 
ένα Τραπεζικό λογαριασµό 

0t 1t
B  ο οποίος κερδίζει σταθερό επιτόκιο  συνεχώς 

ανατοκιζόµενο. Έτσι εάν την  «αγοράσουµε» έναν Τραπεζικό λογαριασµό αξίας 
r

0t

0B  (δηλαδή καταθέσουµε ένα ποσό 0B στην Τράπεζα), την  η αξία αυτού του 
λογαριασµού θα είναι 

1t

0
r tB e ⋅∆⋅  (δηλ. θα εισπράξουµε  0

r tB e ⋅∆⋅  από την Τράπεζα). 
Αντίστοιχα, εάν την  «πουλήσουµε» έναν Τραπεζικό λογαριασµό αξίας 0t 0B  
(δηλαδή δανεισθούµε ένα ποσό 0B  από την Τράπεζα), την  η αξία αυτού του 
λογαριασµού θα είναι 

1t

0
r tB e ⋅∆⋅  (δηλ. θα χρωστάµε  0

r tB e ⋅∆⋅  στην Τράπεζα).   
 
Η αβεβαιότητα για το µέλλον σε αυτή την αγορά αντιπροσωπεύεται από ένα 
αξιόγραφο A  το οποίο έχει αβέβαιη (µη προβλέψιµη) µελλοντική αξία (στο νου µας 
έχουµε µια µετοχή που δεν πληρώνει µέρισµα). Έστω λοιπόν ότι την  η αξία του 0t
A έχει την τιµή  ενώ την  δεν γνωρίζουµε τι τιµή θα έχει η αξία του 0S 1t A .  
Ας υποθέσουµε όµως ότι η αγορά µας διαθέτει ακόµα µια πληροφορία σχετικά µε την 
µελλοντική τιµή της αξίας του A , συγκεκριµένα ότι την  η αξία του 1t A  θα λάβει µια 
από δύο µόνο τιµές, είτε την τιµή  (µε θετική πιθανότητα p) είτε την τιµή  (µε 
πιθανότητα 1 ), όπου < . 

uS dS
p− dS uS

(έτσι η αβεβαιότητα για την µελλοντική κατάσταση της αγοράς συµπυκνώνεται σε 
αυτές τις δύο τιµές και στο µέτρο πιθανότητας που τις συνοδεύει) 
 
Σχηµατικά µπορούµε να απεικονίσουµε αυτή την αγορά στο παρακάτω διάγραµµα: 
 
 
 
 

                                                 
1 Το διωνυµικό µοντέλο τιµολόγησης παραγώγων προτάθηκε αρχικά από τον Sharpe (1978) [Sharpe W.F. 
, 1978, “Investments”, Prentice Hall, Englewood Cliffs, New Jersey] και στη συνέχεια αναπτύχθηκε λεπτοµερώς από 
τους Cox, Ross και Rubinstein (CRR, 1979) [Cox J.C., Ross S.A. & Rubinstein M., 1979, “Option Pricing: A 
Simplified Approach”, Journal of Financial Economics, 7, 229-263] 
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Έτσι η αγορά µας αποτελείται από δύο στοιχεία, τα αξιόγραφα A  και B , στα οποία 
οι συµµετέχοντες στην αγορά (ας τους ονοµάζουµε επενδυτές για συντοµία) µπορούν 
να συναλλαγούν.  
Συγκεκριµένα τη χρονική στιγµή  οι επενδυτές έχουν τις εξής δυνατότητες 
συναλλαγών 

0t

Να αγοράσουν  µονάδες του αξιόγραφου x A  στην τιµή  (ανά µονάδα του 0S A ), 
καταβάλλοντας το ποσό  0x S⋅  στους πωλητές του αξιόγραφου 
Να πουλήσουν short  µονάδες του x A  στην τιµή  (ανά µονάδα του 0S A ), 
εισπράττοντας το ποσό 0x S⋅  από τους αγοραστές του αξιόγραφου. (Πουλάω short το 
A  σηµαίνει ότι δανείζοµαι το A  και το πουλάω µε την υποχρέωση να το επιστρέψω 
αργότερα) 
Να καταθέσουν χρήµατα στην Τράπεζα για τo χρονικό διάστηµα t∆  µε επιτόκιο . r
Να δανεισθούν χρήµατα από την Τράπεζα για τo χρονικό διάστηµα  µε επιτόκιο 

. 
t∆

r
Αντίστοιχα, τη χρονική στιγµή , οι επενδυτές κλείνουν όλες τις θέσεις που είχαν 
ανοίξει τη χρονική στιγµή  και µένουν µόνο µε χρήµατα τα οποία καταναλώνουν. 
Συγκεκριµένα την  , οι επενδυτές µπορούν να κάνουν τα εξής: 

1t

0t

1t
Να πουλήσουν το αξιόγραφα που είχαν αγοράσει την . Οι τιµή στην οποία θα τα 
πουλήσουν θα είναι αυτή  η τιµή από τις  ή  που θα επικρατεί την . 

0t

1S 2S 1t
Να αγοράσουν τα αξιόγραφα που είχαν πουλήσει short και να τα επιστρέψουν. 
Να εισπράξουν το προϊόν της κατάθεσης τους από την Τράπεζα. 
Να εξοφλήσουν το δανεισµό τους στην Τράπεζα. 
 
 
4.1.1.1 Παρατήρηση 
Για να µην υπάρχουν ευκαιρίες arbitrage σε αυτή την αγορά θα πρέπει να ισχύει ότι: 

0
r t

d uS S e S⋅∆< ⋅ <  
Απόδειξη 
Είναι άµεση συνέπεια του νόµου της µιας τιµής, αλλά ας το δούµε εδώ αναλυτικά. 
Έστω ότι ≥  dS 0

r tS e ⋅∆⋅
Εκτελώ την εξής στρατηγική arbitrage: 



Την  δανείζοµαι ποσό  από την Τράπεζα και αγοράζω µια µονάδα του 
αξιόγραφου 

0t 0S
A  πληρώνοντας . Την  πουλάω το αξιόγραφο και από τα χρήµατα 

που εισπράττω επιστρέφω τα 
0S 1t

0
r tS e ⋅∆⋅   που οφείλω στην Τράπεζα. Άρα µου 

περισσεύουν είτε  -  >0 (µε θετική πιθανότητα p) είτε  - ≥0 (µε 
πιθανότητα 1-p). Άρα, µε µηδενικό κόστος έχω θετική πιθανότητα για ακίνδυνο 
κέρδος και έχω κάνει arbitrage. 

uS 0
r tS e ⋅∆⋅ dS 0

r tS e ⋅∆⋅

Ανάλογα, εάν   0
r tS e ⋅∆⋅ ≥ , πουλάω short την  ένα αξιόγραφο, εισπράττω  και 

τα καταθέτω στην Τράπεζα. Τη χρονική στιγµή  εισπράττω  από την 
Τράπεζα και κλείνω τη short θέση αγοράζοντας το αξιόγραφο στην τρέχουσα τιµή 
του η οποία όµως από την υπόθεση µου δεν είναι µεγαλύτερη από  που 
εισέπραξα από την Τράπεζα. Αρα και πάλι, µε µηδενικό κόστος έχω θετική 
πιθανότητα για ακίνδυνο κέρδος και έχω κάνει arbitrage. 

uS 0t 0S

1t 0
r tS e ⋅∆⋅

0
r tS e ⋅∆⋅

 
 
4.1.2. Το Συµβόλαιο 
 
Ας υποθέσουµε τώρα, ότι υπάρχει ένα συµβόλαιο  η αξία του οποίου τη χρονική 
στιγµή  εξαρτάται από την αξία που θα έχει τότε το αξιόγραφο 

C
1t A . Συγκεκριµένα, 

ας υποθέσουµε ότι την , η αξία του  θα είναι  εάν η αξία του 1t C uC A  είναι  ενώ 
θα είναι  εάν η αξία του 

uS

dC A   είναι . Αυτή η εξάρτηση της τελικής αξίας του  
από την τελική αξία του 

dS C
A  µας κάνει να αναρωτιόµαστε αν µπορούµε να 

προδιορίσουµε την αξία  του συµβολαίου  τη χρονική στιγµή .  0C C 0t
Συγκεκριµένα, αναρωτιόµαστε σε ποια τιµή  θα πρέπει να αγοράζεται και να 
πουλιέται το συµβόλαιο τη χρονική στιγµή  ώστε να µη δηµιουργούνται ευκαιρίες 
arbitrage σε αυτήν την αγορά? 

0C

0t

 

 
 

t0 ∆t t1

B0er∆tB0

Sup 
Cu

S0

C0=? 1-p 

Sd

Cd

 
Το γεγονός ότι έχουµε τη δυνατότητα συναλλαγών στο αξιόγραφο A  και στον 
Τραπεζικό λογαριασµό B  µε κάνει να σκεφτώ ως εξής: Αν καταφέρω να 



προσδιορίσω τη χρονική στιγµή  ένα συνδυασµό (χαρτοφυλάκιο) αποτελούµενο 
από τα 

0t
A  και B  µε τέτοιο τρόπο ώστε τη χρονική στιγµή  αυτός ο συνδυασµός να 

αξίζει σε κάθε περίπτωση όσο αξίζει και το συµβόλαιο , τότε βάσει του νόµου της 
µιάς τιµής θα πρέπει και τη χρονική στιγµή  η αξία αυτού του συνδυασµού να είναι 
ίση µε την αξία  του συµβολαίου (αν δεν είναι θα µπορώ να κάνω arbitrage). 

1t
C

0t

0C
 
Έστω λοιπόν ότι την  έχω ένα χαρτοφυλάκιο 0t Π  που αποτελείται από φ  µονάδες 
του αξιόγραφου A  και ψ  µονάδες του Τραπεζικού λογαριασµού Β. Εποµένως η αξία 
αυτού του χαρτοφυλακίου τη χρονική στιγµή  είναι 0t 0 0Sφ ψΠ = +  
Τη χρονική στιγµή  το χαρτοφυλάκιο 1t Π  θα έχει αξία 

r t
u uS eφ ψ ⋅∆Π = ⋅ + ⋅ , εάν το αξιόγραφο αξίζει  uS

ή 
r t

d dS eφ ψ ⋅∆Π = ⋅ + ⋅ , εάν το αξιόγραφο αξίζει  dS
Λύνοντας ως προς φ , ψ  το σύστηµα 

r t
u uC S eφ ψ ⋅∆= ⋅ + ⋅  

r t
d dC S eφ ψ ⋅∆= ⋅ + ⋅  

θα προσδιορίσουµε ποια πρέπει να είναι η σύνθεση του χαρτοφυλακίου  ώστε την 
 να αξίζει σε κάθε περίπτωση όσο και το συµβόλαιο, οπότε στη συνέχεια θα 

υπολογίσουµε την αρχική αξία  του χαρτοφυλακίου και αυτή θα πρέπει να είναι η 
αξία  του συµβολαίου ώστε να µην έχουµε arbitrage.  
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0Π
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t0 ∆t t1

B0er∆tB0

Su

Cu=Πu

Λύνοντας το σύστηµα βρίσκουµε 
u d
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C C
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−
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S C S Ce
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C0=Π0

Cd=Πd

Π0=φS0+ψ  
Πu=φSu+ψ er∆t

Πd=φSd+ψ er∆t



Οπότε η αξία του συµβολαίου την  που δεν επιτρέπει arbitrage είναι 0t

0 0 0C Sφ ψ= Π = + ⇒  

0 0
r tu d u d d

u d u d

C C S C S CC S e
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φ ψ

− ∆− −
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− −
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Το χαρτοφυλάκιο Π που κατασκευάσαµε θα το ονοµάζουµε «το χαρτοφυλάκιο που 
είναι ισοδύναµο µε το συµβόλαιο» ή απλά «το ισοδύναµο χαρτοφυλάκιο» (όταν δεν 
υπάρχει αµφιβολία σε ποιό συµβόλαιο αναφερόµαστε).  
Εποµένως στη µικρή µας αγορά, έχουµε δύο ξεχωριστές οντότητες, το συµβόλαιο 
και το ισοδύναµο χαρτοφυλάκιο Π που πρέπει να έχουν πάντα την ίδια αξία 

προκειµένου να µην υπάρχουν ευκαιρίες arbitrage. Αυτό σηµαίνει ότι εάν 
παρατηρήσουµε ότι η τιµή του συµβολαίου τη χρονική στιγµή  διαφέρει από την 
αξία του ισοδύναµου χαρτοφυλακίου, τότε µπορούµε να εκτελέσουµε µια στρατηγική 
arbitrage και να αποκοµίσουµε ακίνδυνο κέρδος. 

C

0t

 
4.1.2.1. Παράδειγµα 
Έστω ότι την  η τιµή µιας µετοχής (που δεν πληρώνει µέρισµα) είναι =100 και 
την  η τιµή αυτής της µετοχής µπορεί να πάρει είτε την τιµή =120 είτε την τιµή 

=80. Έστω επίσης ότι το επιτόκιο δανεισµού είναι ίσο µε 

0t 0S

1t uS

dS 0r = . Να υπολογισθεί η 
αξία  (την ) ενός call option επί της µετοχής, µε ηµεροµηνία λήξης την  και 
τιµή εξάσκησης Κ=100. 

0C 0t 1t

 
Απάντηση 
Η αξία ενός call option στη λήξη , είναι ίση µε 1t 1

max( ,0)tS K− , όπου  η αξία του 
υποκείµενου στοιχείου τη στιγµή  και 

1t
S

1t K  η τιµή εξάσκησης. Στο παράδειγµα µας  
προφανώς η αξία του call option τη στιγµή  θα είναι είτε =20 είτε =0. 1t uC dC

20 0 1
120 80 2

φ −
= =

−
 και 120 0 80 20 40

120 80
ψ ⋅ − ⋅

= = −
−

 

Άρα 0
1 100 ( 40) 10
2

C = ⋅ + − =  

 
4.1.2.2. Παράδειγµα (συνέχεια του παραδείγµατος 4.1.2.1.) 
Έστω ότι µε τις υποθέσεις του προηγούµενου παραδείγµατος υπάρχει κάποιος 
επενδυτής Υ που εκδηλώνει ενδιαφέρον να πουλήσει το call option στην τιµή 8. 
Κάντε arbitrage. 
 
Απάντηση 
Αφού η θεωρητική τιµή του call option είναι 10 και ο επενδυτής προσφέρεται να το 
πουλήσει χαµηλότερα από τη θεωρητική τιµή θα αγοράσω (φθηνά) το call option από 
τον Υ και θα πουλήσω ταυτόχρονα το ισοδύναµο µε το call option χαρτοφυλάκιο. 
Αυτό θα µου αποφέρει την  ακίνδυνο κέρδος ίσο µε 10-8=2. Ας το δούµε 
αναλυτικά: την  λοιπόν πουλάω το χαρτοφυλάκιο 

0t

0t ( , )φ ψ  που κατασκεύασα στο 
προηγούµενο παράδειγµα (προφανώς στην τιµή 10), δηλαδή πουλάω short φ =1/2 
µετοχές προς 100 εισπράττοντας ½*100 = 50 και από αυτά τοποθετώ 40 στην 



Τράπεζα. Ταυτόχρονα αγοράζω ένα call option από τον Υ στην τιµή 8. Άρα µου 
περισσεύουν 2 τα οποία µπορώ να τα κάνω ότι θέλω. Ας επαληθεύσουµε τώρα ότι 
την  δεν θα αντιµετωπίσω κανένα ενδεχόµενο ζηµίας.  1t
Πράγµατι, εάν την  η µετοχή πάει στο 120, θα εξασκήσω το call option και θα 
εισπράξω την αξία του, δηλαδή 20. Με αυτά και µε τα 40 που µου χρωστάει η 
Τράπεζα θα αγοράσω ½ µετοχή ξοδεύοντας ½*120=60. Έτσι έχω τώρα 1 µετοχή µε 
την οποία µπορώ να κλείσω τη short θέση µου. ∆εν έχω άλλες εκκρεµµότητες. 

1t

Εάν την  η µετοχή πάει στο 80, το call option θα έχει µηδενική αξία οπότε δεν θα το 
εξασκήσω. Εισπράττω όµως τα 40 που µου χρωστάει η Τράπεζα και αγοράζω ½ 
µετοχή ξοδεύοντας ½*80=40. Έτσι έχω τώρα 1 µετοχή µε την οποία µπορώ να 
κλείσω τη short θέση µου. ∆εν έχω άλλες εκκρεµµότητες. 

1t

 
4.1.2.3. Παράδειγµα (συνέχεια του παραδείγµατος 4.1.2.1.) 
Έστω ότι µε τις υποθέσεις του προηγούµενου παραδείγµατος υπάρχει κάποιος 
επενδυτής Υ που εκδηλώνει το ενδιαφέρον του να αγοράσει το call option στην τιµή 
12. Κάντε arbitrage. 
 
Απάντηση 
Αφού η θεωρητική τιµή του call option είναι 10 και ο επενδυτής προσφέρεται να το 
αγοράσει υψηλότερα από τη θεωρητική τιµή θα πουλήσω (ακριβά) το call option 
στον Υ και θα αγοράσω ταυτόχρονα το ισοδύναµο µε το call option χαρτοφυλάκιο. 
Αυτό θα µου αποφέρει την  ακίνδυνο κέρδος ίσο µε 12-10=2. Ας το δούµε 
αναλυτικά: την  λοιπόν πουλάω ένα call option στον Υ στην τιµή 12. Ταυτόχρονα, 
αγοράζω το χαρτοφυλάκιο 

0t

0t
( , )φ ψ που κατασκεύασα στο  παράδειγµα 1 (προφανώς 

στην τιµή 10), δηλαδή δανείζοµαι 40 από την Τράπεζα και αγοράζω φ =1/2 µετοχές 
προς 100 που µουστοιχίζουν ½*100 = 50. Άρα µου περισσεύουν 12-10=2 τα οποία 
µπορώ να τα κάνω ότι θέλω. Ας επαληθεύσουµε τώρα ότι την  δεν θα αντιµετωπίσω 
κανένα ενδεχόµενο ζηµίας.  

1t

Πράγµατι, εάν την  η µετοχή πάει στο 120, θα πουλήσω την ½ µετοχή και θα 
εισπράξω ½*120=60. Από αυτά θα ξεχρεώσω τα 40 που χρωστάω στην Τράπεζα και 
µε τα υπόλοιπα 20 θα αποζηµιώσω τον Υ που θα εξασκήσει το call option και θα 
εισπράξω την αξία του. ∆εν έχω άλλες εκκρεµµότητες. 

1t

Εάν την  η µετοχή πάει στο 80, το call option θα έχει µηδενική αξία οπότε ο Υ δεν 
θα το εξασκήσει. Επίσης θα πουλήσω την ½ µετοχή και θα εισπράξω ½*80=40 µε τα 
οποία θα ξεχρεώσω τα 40 που χρωστάω στην Τράπεζα. ∆εν έχω άλλες 
εκκρεµµότητες. 

1t

 
 
 
4.1.3. Από το ισοδύναµο χαρτοφυλάκιο στις Risk neutral πιθανότητες 
 
Είδαµε προηγουµένως ότι στο διωνυµικό µοντέλο µιας περιόδου η αξία του 
παραγώγου συµβολαίου που δεν επιτρέπει arbitrage δίνεται από τη σχέση  
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Εκτελώντας απλές αλγεβρικές πράξεις µπορούµε να µετασχηµατίσουµε αυτή τη 
σχέση στην εξής ενδιαφέρουσα µορφή: 
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Μέση τιµή κάτω από το µέτρο πιθανότητας Q
της τελικής αξίας του συµβολαίου
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Οι ποσότητες µέσα στις παρενθέσεις είναι ανάµεσα στο 0 και στο 1 (βλέπε 
παρατήρηση 1) και αθροίζονται στη µονάδα, άρα συνιστούν κάποιο µέτρο 
πιθανοτήτων που τις ονοµάζουµε Arrow-Debreu πιθανότητες ή risk neutral 
πιθανότητες ή πιθανότητες ουδέτερες ως προς τον κίνδυνο ή ισοδύναµες 
martingale πιθανότητες. 
 
Έτσι, µπορούµε να διατυπώσουµε την εξής πρόταση: 
Η (non arbitrage) αξία του παραγώγου συµβολαίου την  είναι η παρούσα αξία 
της αναµενόµενης  τιµής (ως προς το µέτρο Arrow-Debreu) της αξίας του στη 
λήξη.  

0t

 
4.1.3.1. Παράδειγµα (  ίδια δεδοµένα µε αυτά του 4.1.2.1) 
Έστω ότι την  η τιµή µιας µετοχής (που δεν πληρώνει µέρισµα) είναι =100 και 
την  η τιµή αυτής της µετοχής µπορεί να πάρει είτε την τιµή =120 είτε την τιµή 

=80. Έστω επίσης ότι το επιτόκιο δανεισµού είναι ίσο µε 

0t 0S

1t uS

dS 0r = . Να υπολογισθούν 
οι risk neutral πιθανότητες και στη συνέχεια να χρησιµοποιηθούν για να υπολογίσετε 
την αξία  (την ) ενός call option επί της µετοχής, µε ηµεροµηνία λήξης την  
και τιµή εξάσκησης Κ=100. 

0C 0t 1t

 
Απάντηση 
Η αξία ενός call option στη λήξη , είναι ίση µε 1t 1

max( ,0)tS K− , όπου  η αξία του 
υποκείµενου στοιχείου τη στιγµή  και 

1t
S

1t K  η τιµή εξάσκησης. Στο παράδειγµα µας  
προφανώς η αξία του call option τη στιγµή  θα είναι είτε =20 είτε =0. 1t uC dC
Οι risk neutral πιθανότητες είναι: 
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4.1.3.2. Παράδειγµα (υπολογισµός της προθεσµιακής τιµής ενός forward συµβολαίου ) 



Έστω ότι την  η τιµή µιας µετοχής (που δεν πληρώνει µέρισµα) είναι  και την , 
η τιµή αυτής της µετοχής µπορεί να πάρει είτε την τιµή  είτε την τιµή . Έστω 
επίσης ότι το επιτόκιο δανεισµού είναι ίσο µε . Να υπολογισθεί η  προθεσµιακή 
τιµή  ενός προθεσµιακού συµβολαίου επί της µετοχής που ωριµάζει την . 

0t 0S 1t

uS dS
r

0F 1t
Απάντηση 
Υπενθυµίζουµε ότι τη χρονική στιγµή η προθεσµιακή τιµή  ενός προθεσµιακού 
συµβολαίου είναι εκείνη η τιµή παράδοσης που κάνει το συµβόλαιο να έχει µηδενική 
αξία (την ). Έστω f

0t 0F

0t 0 η αξία του προθεσµιακού συµβολαίου τη χρονική στιγµή . 
Έστω f

0t
u η αξία του προθεσµιακού συµβολαίου την  εάν η τιµή της µετοχής είναι S1t u  

και fd η αξία του προθεσµιακού συµβολαίου την  εάν η τιµή της µετοχής είναι S1t d. 
∆ηλαδή έχουµε την εξής κατάσταση: 

 
Οι risk neutral πιθανότητες είναι κατά τα γνωστά 
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Για να µην υπάρχει arbitrage θα πρέπει να ισχύει 
[ ]0 (1 )r t

u df e q f q f− ⋅∆= ⋅ ⋅ + − ⋅  
που συνεπάγεται ότι 
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Οπότε λύνοντας την εξίσωση ως προς  βρίσκουµε ότι 0F

0 0
r tF S e ⋅∆= ⋅  όπως αναµενόταν 

 
4.1.3.3. Παράδειγµα (προθεσµιακή τιµή forward αριθµητικό παράδειγµα ) 
Έστω ότι την  η τιµή µιας µετοχής (που δεν πληρώνει µέρισµα) είναι =100 και 
την , η τιµή αυτής της µετοχής µπορεί να πάρει είτε την τιµή =120 είτε 
την τιµή =80. Έστω επίσης ότι το επιτόκιο δανεισµού είναι ίσο µε . Να 

0t 0S

1 6 µήνεςt = uS

dS 10%r =



υπολογισθεί η  προθεσµιακή τιµή  ενός προθεσµιακού συµβολαίου επί της µετοχής 
που ωριµάζει την . 

0F

1t
 
Απάντηση 
Υπενθυµίζουµε ότι τη χρονική στιγµή η προθεσµιακή τιµή  ενός προθεσµιακού 
συµβολαίου είναι εκείνη η τιµή παράδοσης που κάνει το συµβόλαιο να έχει µηδενική 
αξία (την ). Έστω f

0t 0F

0t 0 η αξία του προθεσµιακού συµβολαίου τη χρονική στιγµή . 
Έστω f

0t
u η αξία του προθεσµιακού συµβολαίου την  εάν η τιµή της µετοχής είναι S1t u  

και fd η αξία του προθεσµιακού συµβολαίου την  εάν η τιµή της µετοχής είναι S1t d. 
∆ηλαδή έχουµε την εξής κατάσταση: 

 
Οι risk neutral πιθανότητες είναι κατά τα γνωστά 

S0=100 

Su=120 

Sd=80 

q 

1-q 

B0 B0e0,1·0,5

fu=120-F0 

fd=80-F0 

f0=0 

t0=0 t1=1/2 ∆t 

10% 0,5
0 100 80πιθανότητα ανόδου 0,6282

120 80
πιθανότητα καθόδου 1 0,3718

r t
d

u d

S e S eq
S S

q

⋅∆ ⋅⋅ − ⋅ −
= = = =

− −
= − =

 

Για να µην υπάρχει arbitrage θα πρέπει να ισχύει 
[ ]0 (1 )r t

u df e q f q f− ⋅∆= ⋅ ⋅ + − ⋅  
που συνεπάγεται ότι 

[ ]10% 0,5
0 00 0,6282 (120 ) 0,3718 (80 )e F− ⋅= ⋅ ⋅ − + ⋅ − F  

Οπότε λύνοντας την εξίσωση ως προς  βρίσκουµε ότι 0F

0 105,1271F =  
(προφανώς στην πράξη θα χρησιµοποιούσαµε απευθείας τον τύπο  

10% 0,5
0 0 100r tF S e e⋅∆ ⋅= ⋅ = ⋅  που είναι πολύ πιο απλός (εδώ απλά κάναµε ένα 

παράδειγµα για να δούεµ την εφαρµογή της µεθόδου risk neutral αποτίµησης.) 
 
 
 
4.1.3.4. Παρατηρήσεις 

 
1) Παρατηρείστε ότι οι Arrow-Debreu πιθανότητες εξαρτώνται αποκλειστικά 

από τις  διάφορες τιµές του αξιόγραφου A  και από το επιτόκιο r. 



2) Αν ο τύπος που βγάλαµε είναι συνεπής τότε θα πρέπει να τιµολογεί σωστά και 
το αξιόγραφο A . Πράγµατι, προσέξτε ότι αν αντικαταστήσουµε στον 
προηγούµενο τύπο το C µε το S το αποτέλεσµα θα είναι . ∆ηλαδή οι 
Arrow-Debreu πιθανότητες είναι τέτοιες ώστε η παρούσα αξία της 
αναµενόµενης τιµής των µελλοντικων τιµών του αξιόγραφου 

0S

A  είναι ίση µε 
τη σηµερινή του τιµή.  

3) Όπως και στην προηγούµενη παρατήρηση µπορούµε να δούµε ότι και ο 
Τραπεζικός λογαριασµός B τιµολογείται σωστά. Πράγµατι, αν θέσει κανείς 

 (δηλαδή αν υποθέσουµε ότι το παράγωγο είναι τέτοιο που να 
δίνει στη λήξη 1 µε βεβαιότητα (δηλ. είναι ουσιαστικά ένας Τραπεζικός 
λογαριασµός)), τότε ο παραπάνω τύπος θα δώσει 

1u dC C= =

0
r tC e− ∆= , δηλαδή το ποσό 

που θα έπρεπε να τοποθετήσουµε στην Τράπεζα για να εισπράξουµε 1 µετά 
από χρόνο ∆t. ∆ηλαδή οι Arrow-Debreu πιθανότητες είναι τέτοιες ώστε η 
παρούσα αξία της αναµενόµενης τιµής των µελλοντικων τιµών του 
αξιόγραφου Β είναι ίση µε τη σηµερινή του τιµή (βέβαια αυτό θα συνέβαινε 
για το αξιόγραφο Β ότι πιθανότητες και να χρησιµοποιούσαµε!) 

4) Παρατηρείστε ότι οι πραγµατικές πιθανότητες p και 1-p που είχαµε θεωρήσει 
στο πρώτο διάγραµµα αυτού του κεφαλαίου δεν µπήκαν ποτέ στη συζήτηση. 
Εποµένως δεν είχαν καµία σηµασία για τον υπολογισµό της αξίας του 
συµβολαίου. 

5) Οι Arrow Debreu πιθανότητες που κατασκευάσαµε παραπάνω δεν έχουν 
καµµία σχέση µε τις «πραγµατικές» πιθανότητες (πραγµατικές µε την έννοια 
της συχνότητας παρατηρήσεων).  

6) Οι Arrow Debreu πιθανότητες είναι εκείνες οι πιθανότητες που καθιστούν 
martingale τη διαδικασία της παρούσας αξίας των τιµών του αξιόγραφου A  
(το κάνουν και για το Β µε τετριµµένο όµως τρόπο). Με άλλα λόγια όλα τα 
παιχνίδια που παίζονται σε αυτό το δέντρο κάτω από αυτές τις πιθανότητες 
είναι δίκαια αν λάβει κανείς υπόψη του και τον παράγοντα της αξίας του 
χρόνου. 

 
 
4.1.4. Συνοψίζοντας 
Τα βασικά σηµεία από όλα τα παραπάνω συγκεντρώνονται περιληπτικά στον 
επόµενο πίνακα:  



 
 

t0 ∆t t1

B0er∆tB0

Su

Cu=Πu

 
 
 
 
 

 

S0

Sd

C0=Π0

Cd=Πd

0
r t

u

u d

S e Sq
S S

∆⋅ −
=

−
 

u d

u d

C C
S S

φ −
=

−
 

0 [ (1 )r t
u dC e q C q C− ⋅∆= ⋅ ⋅ + − ⋅ ] Π0=φS0+ψ  

Πu=φSu+ψ er∆t

Πd=φSd+ψ er∆t



4.2. Το ∆ιωνυµικό Μοντέλο Πολλών Περιόδων 
 
4.2.1. Η Αγορά 

Ας προσπαθήσουµε να κάνουµε τώρα το µοντέλο µας λίγο πιο ρεαλιστικό. Θα 
πυκνώσουµε το µοντέλο µας εισάγοντας περισσότερες χρονικές στιγµές και 
επιτρέποντας περισσότερες τιµές στη λήξη. Ουσιαστικά θα «κολλήσουµε» µεταξύ 
τους πολλά µοντέλα µιας µιας περιόδου για να φτιάξουµε ένα µοντέλο πολλών 
περιόδων.  

 
Ο χρόνος αντιπροσωπεύεται από n+1 χρονικές στιγµές, , , …, t0t 1t n που καθορίζουν 
n χρονικές περιόδους διάρκειας ∆t η κάθε µια. 
 
Η αξία του χρήµατος για κάθε χρονική περίοδο, αντιπροσωπεύεται από ένα 
Τραπεζικό λογαριασµό Β ο οποίος κερδίζει σταθερό επιτόκιο r συνεχώς 
ανατοκιζόµενο. Έτσι εάν την  «αγοράσουµε» έναν Τραπεζικό λογαριασµό αξίας it iB  
(δηλαδή καταθέσουµε ένα ποσό iB στην Τράπεζα), την 1it +  η αξία αυτού του 
λογαριασµού θα είναι r t

iB e ⋅∆⋅  (δηλ. θα εισπράξουµε  r t
iB e ⋅∆⋅  από την Τράπεζα). 

Αντίστοιχα, εάν την  «πουλήσουµε» έναν Τραπεζικό λογαριασµό αξίας it iB  (δηλαδή 
δανεισθούµε ένα ποσό iB  από την Τράπεζα), την 1it +  η αξία αυτού του λογαριασµού 
θα είναι r t

iB e ⋅∆⋅  (δηλ. θα χρωστάµε  r t
iB e ⋅∆⋅  στην Τράπεζα).   

 
Η αβεβαιότητα για το µέλλον σε αυτή την αγορά αντιπροσωπεύεται από ένα 
αξιόγραφο A  το οποίο έχει αβέβαιη (µη προβλέψιµη) µελλοντική αξία (στο νου µας 
έχουµε µια µετοχή που δεν πληρώνει µέρισµα) που η εξέλιξη της τιµής του 
απεικονίζεται στο παρακάτω διάγραµµα, όπου έχουµε απεικονίσει επίσης την εξέλιξη 
της αξίας του Τραπεζικού λογαριασµού Β. Παρατηρούµε και πάλι σχετικά µε το 
αξιόγραφο A  ότι σε οποιαδήποτε χρονική στιγµή και όποια και αν είναι η τιµή του 
A  εκείνη τη στιγµή δεν µπορούµε να προβλέψουµε την τιµή του για την επόµενη 
χρονική στιγµή, όµως γνωρίζουµε ότι θα πάρει τη µια από δύο µόνο τιµές.  
 
 



 
Παρατηρείστε ότι στο µοντέλο της µιας περιόδου η πληροφορία που είχαµε τη 
χρονική στιγµή  σχετικά µε την αξία του 0t A  στη λήξη ήταν ότι µπορεί να πάρει τη 
µια από δύο µόνο τιµές. Εδώ, στο µοντέλο των n περιόδων η πληροφορία που έχουµε 
τη χρονική στιγµή  σχετικά µε  την αξία του 0t A  στη λήξη είναι ότι µπορεί να πάρει 
τη µια από 2n τιµές. ∆ηλαδή τώρα έχω µεγαλύτερη αβεβαιότητα την σχετικά µε την 
αξία στη λήξη του αξιογράφου 

0t
A . Βέβαια, καθώς ο χρόνος περνάει και πλησιάζω 

προς τη λήξη αυτή η αβεβαιότητα σχετικά µε την αξία του A  στη λήξη όλο και 
µειώνεται. Για παράδειγµα, όταν φθάσει η χρονική στιγµή tn-1 θα γνωρίζω ότι την 
επόµενη χρονική στιγµή το A  θα µπορεί να πάρει τη µια από δυο µόνο τιµές 
(ανάλογα φυσικά µε την τιµή που θα έχει τη στιγµή tn-1). Η ποιότητα της 
πληροφορίας σχετικά µε την µελλοντική τιµή του αξιογράφου A  είναι ίδια µε αυτή 
στο µοντέλο της µιας περιόδου µόνο όταν βρίσκοµαι σε µια συγκεκριµένη κορυφή 
του δέντρου και κοιτάζω τι θα συµβεί την επόµενη χρονική στιγµή. 

t1t0 ∆t ∆t t2 ∆t t3 tn-1 ∆t tn=T 
. . . . . . . . . . . . . 

B0er∆t B0er2∆t B0er3∆t B0er(n-1)∆t B0er(n∆t)B0 . . . . . . . . . . . . . 

Sn,1Sn-1,1 Sn2S3,1 Sn,3. . . . . . . . . . . . . S2,1 Sn-1,2 . S3,2 Sn,4. . . S1,1 S3,3 . . S2,2 . 
S0 S3,4 . . . . . . . . . . . . . 

 
Έτσι η αγορά µας αποτελείται και πάλι από δύο στοιχεία, τα αξιόγραφα A  και Β, στα 
οποία οι επενδυτές µπορούν να συναλλαγούν µόνο τις χρονικές στιγµές , ,…, . 
Συγκεκριµένα τη χρονική στιγµή  (i≤n) οι επενδυτές έχουν τις εξής δυνατότητες 
συναλλαγών 

0t 1t nt

it

Να αγοράσουν το αξιόγραφο A  στην τιµή που θα ισχύει εκείνη τη στιγµή στην 
αγορά, καταβάλλοντας το αντίστοιχο ποσό στους πωλητές του αξιόγραφου 
Να πουλήσουν το αξιόγραφο A  εφόσον το είχαν αγοράσει σε προηγούµενη χρονική 
στιγµή, εισπράττοντας το αντίστοιχο ποσό από τους αγοραστές του αξιόγραφου. 
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Sn,2k
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Να πουλήσουν short το αξιόγραφο A   (εφόσον δεν το είχαν αγοράσει σε 
προηγούµενη χρονική στιγµή) στην τιµή που θα ισχύει εκείνη τη στιγµή στην αγορά, 
εισπράττοντας το αντίστοιχο ποσό από τους αγοραστές του αξιόγραφου.  
Να καταθέσουν χρήµατα στην Τράπεζα για χρονικό διάστηµα που να µην υπερβαίνει 
το χρόνο που αποµένει έως τη λήξη, µε επιτόκιο r. 
Να δανεισθούν χρήµατα από την Τράπεζα για για χρονικό διάστηµα που να µην 
υπερβαίνει το χρόνο που αποµένει έως τη λήξη, µε επιτόκιο r. 
Τη χρονική στιγµή =T, οι επενδυτές πρέπει να κλείσουν όλες τις θέσεις που έχουν 
ανοικτές και να µείνουν µόνο µε χρήµατα τα οποία καταναλώνουν. 

nt

 
Προφανώς ισχύει και εδώ το ανάλογο της Παρατήρησης 1 που είδαµε στο µοντέλο 
της µιάς περιόδου. 
 
4.2.1.1. Παρατήρηση 
Για να µην υπάρχουν ευκαιρίες arbitrage σε αυτή την αγορά θα πρέπει για όλα τα 
t=1,2,…,n και για όλα τα k=1,2,…,2t να ισχύει ότι: 

,2 1, ,2 1
r t

t k t k t kS S e S⋅∆
− −< ⋅ <  

Απόδειξη 
(άσκηση) 
 
4.2.2. Το συµβόλαιο 
 
Ας υποθέσουµε τώρα, ότι υπάρχει ένα συµβόλαιο C η αξία του οποίου τη χρονική 
στιγµή =T εξαρτάται από την αξία που θα έχει τότε το αξιόγραφο nt A . 
Συγκεκριµένα, ας υποθέσουµε ότι την T, η αξία του C θα είναι  εάν η αξία του ,n kC A  
είναι . Αναρωτιόµαστε αν µπορούµε (µε την προϋπόθεση ότι δεν πρέπει να 
δηµιουργηθούν ευκαιρίες arbitrage) να προδιορίσουµε την αξία του συµβολαίου C σε 
όλες τις προηγούµενες χρονικές στιγµές και σε όλες τις καταστάσεις του κόσµου. 
Ιδιαίτερα, αναρωτιόµαστε σε ποια τιµή  θα πρέπει να αγοράζεται και να πουλιέται 
το συµβόλαιο τη χρονική στιγµή  ώστε να µη δηµιουργούνται ευκαιρίες arbitrage σε 
αυτήν την αγορά? 

,n kS

0C

0t

 
∆ιαγραµµατικά: 
 



 
 

t1t0 ∆t ∆t t2 tn-1 ∆t tn=T 
. . . . . . . . . . . . . 

B0er∆t B0er2∆t B0er(n-1)∆t B0er(n∆t)B0 . . . . . . . . . . . . . 
S ,1nCn,1

S -1,1 S ,2n nCn-1,1=? Cn,2

. . . 
. . . . . . . . . . . . . S ,1 . . . 2C2,1=? 

. . . 
S ,11C1,1=? S ,2

Έχοντας ήδη αναπτύξει το διωνυµικό µοντέλο της µιας περιόδου δεν θα πρέπει να 
αντιµετωπίσουµε ιδιαίτερες δυσκολίες. 
Θα εξετάσουµε το δέντρο µας από το τέλος προς την αρχή, αφού η πληροφορία 
σχετικά µε το συµβόλαιο είναι µαζεµένη στη λήξη του συµβολαίου. Ας δούµε για 
παράδειγµα αν µπορούµε να προσδιορίσουµε την non arbitrage τιµή του συµβολαίου 
στις διάφορες καταστάσεις που ενδέχεται να συµβούν τη χρονική στιγµή . Ας 
υποθέσουµε λοιπόν ότι βρισκόµαστε στην χρονική στιγµή 

1nt −

1nt −  και η τιµή του A  είναι 
. Γνωρίζουµε ότι την επόµενη χρονική στιγµή δύο µόνο πράγµατα µπορεί να 

συµβούν στην τιµή του 
1,n kS −

A . Είτε η τιµή του θα ανέβει στο  ,2 1n kS − , είτε θα πέσει στο 
. Με άλλα λόγια αν βρεθώ στη χρονική στιγµή ,2n kS 1nt −  και η τιµή του A  είναι 
το µόνο που θα έχω να αντιµετωπίσω θα είναι ένα διωνυµικό µοντέλο µιάς 

περιόδου όπως φαίνεται στο επόµενο διάγραµµα 
1,n kS −
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tn-1 ∆t tn

B Ber∆t

Sn,2k-1

Cn,2k-1

Sn-1,k

Cn-1,k=? 
Sn,2k

Cn,2k

Φυσικά, γνωρίζω πολύ καλά όχι µόνο πως να υπολογίσω την non arbitrage τιµή 
του συµβολαίου σε µια τέτοια κατάσταση αλλά και να εκµεταλλευθώ την 

κατάσταση εκτελώντας µια στρατηγική arbitrage στην περίπτωση που η τιµή που 
δίνεται για το συµβόλαιο στην αγορά διαφέρει από την θεωρητική του τιµή.  
Ιδιαίτερα µπορώ να υπολογίσω τις Arrow-Debreu πιθανότητες, αλλά και το 
ισοδύναµο χαρτοφυλάκιο 

1,n kC −
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B Ber∆t
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1, ,2 1 ,2[ (1 )r t
n k n k n kC e q C q C− ⋅∆
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Πn-1,k=φn-1,kSn-1,k+ψn-1,k  
Πn,2k-1=φn-1,kSn,2k-1+ ψn-1,k er∆t

Πn,2k=φn-1,kSn,2k+ ψn-1,k er∆t



Έτσι τη χρονική στιγµή 1nt − , και σε κάθε κορυφή του δέντρου που αντιστοιχεί σε 
αυτή τη χρονική στιγµή, µπορώ να υπολογίσω την τιµή που θα πρέπει υποχρεωτικά 
να λάβει το συµβόλαιο C ώστε να µην παρουσιασθούν ευκαιρίες arbitrage. Έχοντας 
τώρα την αξία του συµβολαίου C για τη χρονική στιγµή 1nt − , µπορώ να ακολουθήσω 
την ανάλογη διαδικασία και να υπολογίσω  την non arbitrage αξία του συµβολαίου 
για τη χρονική στιγµή  και να συνεχίσω µε τον ίδιο τρόπο µέχρι να υπολογίσω το 

.  Ας δούµε όµως ένα ολοκληρωµένο παράδειγµα: 
2nt −

0C
 
4.2.2.1. Παράδειγµα 
 

 
Το call option µε λήξη Τ και µε strike Κ έχει αξία στη λήξη που δίνεται από τη σχέση 

Άρα στο παράδειγµα µας: max( ,0)T TC S K= −

Call option επί του S µε λήξη t2 και strike 105 

t0 ∆t=0,5 t1 ∆t=0,5 t2 r=10% 

S2,1=140 

2,1 max(140 105,0) 35C = − =

=

=

=

 

2,2 max(110 105,0) 5C = −  

2,3 max(90 105,0) 0C = −  

2,4 max(70 105,0) 0C = −  
 
Οι Arrow-Debreu πιθανότητα ανόδου στο δυωνυµικό µοντέλο µιας περιόδου δίνεται 

από τη σχέση  0
r t

u

u d

S e Sq
S S

∆⋅ −
=

−
. Άρα στο δικό µας παράδειγµα υπολογίζουµε: 

S ,11C
=120 

S ,21C
=80 

S2,2=110 

S2,3=90 

S2,4=70 

S0C
=100 

C2,1q1,1=? 

1,1=? 1-q1,1=? 
φ1,1=? q0=? 

C2,2
0=? 

φ0=? 
1-q0=? 

q1,2=? 
C2,3

1,2=? 
φ1,2=? 

1-q1,2=? 
C2,4



10
100 0,5

0

0

100 80 0,6282
120 80

1 0,3718

eq

q

⋅⋅ −
= =

−
− =

 

10
100 0,5

1,1

1,1

120 110 0,5384
140 110

1 0,4616

eq

q

⋅⋅ −
= =

−
− =

 

10
100 0,5

1,2

1,2

120 110 0,7051
140 110

1 0,2949

eq

q

⋅⋅ −
= =

−
− =

 

 
Η non-arbitrage τιµή του call option στο διωνυµικό µοντέλο µιάς περιόδου δίνεται 
από τη σχέση . Άρα στο δικό µας παράδειγµα 
υπολογίζουµε: 

[ (1 )r t
uC e q C q C− ⋅∆= ⋅ ⋅ + − ⋅ ]d

10
100 0,5

1,1 [0,5384 35 0, 4616 5] 20,1209C e− ⋅= ⋅ ⋅ + ⋅ =  
10

100 0,5
1,2 [0,7051 0 0, 2949 0] 0C e− ⋅= ⋅ ⋅ + ⋅ =  

Και στη συνέχεια 
10
100 0,5

0 [0,6282 20,1209 0,3718 0] 12,0231C e− ⋅= ⋅ ⋅ + ⋅ =   
 
Η θέση σε µετοχές στο ισοδύναµο χαρτοφυλάκιο, στο διωνυµικό µοντέλο µιάς 

περιόδου δίνεται από τη σχέση u d

u d

C C
S S

φ −
=

−
. Άρα στο δικό µας παράδειγµα 

υπολογίζουµε: 

1,1
35 5 1

140 110
φ −

= =
−

 

1,2
0 0 0

90 70
φ −

= =
−

 

0
20,1209 0 0,503

120 80
φ −

= =
−

 

 



 
 

t0 ∆t=0,5 t1 ∆t=0,5 t2 r=10% 

S2,1=140 
C2,1=35 

Ένας επενδυτής που πουλάει αυτό το call option τη χρονική στιγµή  στην τιµή 
=12,0231 (και εισπράττει αυτό το ποσό) διατρέχει τον κίνδυνο τη χρονική στιγµή 

 να πρέπει να πληρώσει 35 στον κάτοχο του call option και άρα να υποστεί ζηµία 
35-12,0231. Εχοντας όµως υπολογίσει το ισοδύναµο χαρτοφυλάκιο σε κάθε κορυφή 
του δέντρου, ο επενδυτής µπορεί να ακολουθήσει  την εξής στρατηγική προκειµένου 
να αντισταθµίσει τον κίνδυνο. 

0t

0C

2t

Αφού πούλησε το call option θα αγοράσει το ισοδύναµο χαρτοφυλάκιο. Έτσι την  
αγοράζει 0,503 µετοχές και ξοδεύει 0,503*100=50,3. Από την πώληση του call option 
έχει εισπράξει 12,0231 οπότε του χρειάζονται άλλα 50,3-12,0231=38,2769 τα οποία 
δανείζεται από την Τράπεζα. 

0t

Τα µονοπάτια που µπορεί να ακολουθήσει η τιµή της µετοχής είναι τα εξής: 
(i) 100 120 140 
(ii) 100 120 110 
(iii) 100 80 90 
(iv) 100 80 70 
Θα τα εξετάσουµε ξεχωριστά. 
(i) Την  η µετοχή έχει πάει στο 120. Κοιτάζει ο επενδυτής την ποσότητα µετοχών 
που πρέπει να έχει για να είναι καλυµµένος σε µια τέτοια περίπτωση και διαπιστώνει 
ότι χρειάζεται 1 µετοχή ενώ έχει µόνο 0,503 µετοχή. Αγοράζει λοιπόν 1-0,503=0,497 
µετοχή από την αγορά ξοδεύοντας 0,497*120=59,64 τα οποία δανείζεται από την 
Τράπεζα. Έτσι τώρα ο επενδυτής έχει µια short θέση στο call option, µία µετοχή στα 
χέρια του και ένα χρέος στην Τράπεζα ύψους 38,2769*e

1t

10%*0,5+59,64. Την επόµενη 
χρονική στιγµή η µετοχή θα βρεθεί στο 140. Ο επενδυτής θα χρωστάει 35 από τη 
short θέση στο call option και  
38,2769* e10%*2*0,5+59,64* e10%*0,5=105 στην Τράπεζα, δηλαδή σύνολο 140, τα οποία 
θα ξεπληρώσει πουλώντας τη µετοχή που έχει. Άρα ούτε γάτα ούτε ζηµιά σε αυτή την 
περίπτωση 

S ,11C
=120 

S ,21C
=80 

S2,2=110 

S2,3=90 

S2,4=70 

S0C
=100 C2,2= 5 

C2,3= 0 

C2,4= 0 

1,1=20,1209 

0,5384 

φ1,1=1 0,4616 
0,6282 

0=12,0231 
φ0=0,503 

0,3718 
0,7051 

1,2=0 
φ1,2=0 

0,2949 



(ii) Την  η µετοχή έχει πάει στο 120. Κοιτάζει ο επενδυτής την ποσότητα µετοχών 
που πρέπει να έχει για να είναι καλυµµένος σε µια τέτοια περίπτωση και διαπιστώνει 
ότι χρειάζεται 1 µετοχή ενώ έχει µόνο 0,503 µετοχή. Αγοράζει λοιπόν 1-0,503=0,497 
µετοχή από την αγορά ξοδεύοντας 0,497*120=59,64 τα οποία δανείζεται από την 
Τράπεζα. Έτσι τώρα ο επενδυτής έχει µια short θέση στο call option, µία µετοχή στα 
χέρια του και ένα χρέος στην Τράπεζα ύψους 38,2769*e

1t

10%*0,5+59,64. Την επόµενη 
χρονική στιγµή η µετοχή θα βρεθεί στο 110. Ο επενδυτής θα χρωστάει 5 από τη short 
θέση στο call option και  
38,2769* e10%*2*0,5+59,64* e10%*0,5=105 στην Τράπεζα, δηλαδή σύνολο 110, τα οποία 
θα ξεπληρώσει πουλώντας τη µετοχή που έχει. Άρα ούτε γάτα ούτε ζηµιά σε αυτή την 
περίπτωση 
(iii) Την  η µετοχή έχει πάει στο 80. Κοιτάζει ο επενδυτής την ποσότητα µετοχών 
που πρέπει να έχει για να είναι καλυµµένος σε µια τέτοια περίπτωση και διαπιστώνει 
ότι δεν πρέπει να έχει καµία µετοχή. Πουλάει στην αγορά την 0,503 µετοχή που είχε 
και εισπράττει 0,503*80=40,24 από τα οποία ξεπληρώνει το χρέος του προς την 
Τράπεζα το οποίο τώρα είχε ανέλθει στο 38,2769*e

1t

10%*0,5 = 40,24. Έτσι τώρα ο 
επενδυτής έχει µόνο µια short θέση στο call option. Την επόµενη χρονική στιγµή η 
µετοχή θα βρεθεί στο 90. Το call δεν θα έχει καµµία αξία, άρα ούτε γάτα ούτε ζηµιά 
σε αυτή την περίπτωση. 
(iv) Την  η µετοχή έχει πάει στο 80. Κοιτάζει ο επενδυτής την ποσότητα µετοχών 
που πρέπει να έχει για να είναι καλυµµένος σε µια τέτοια περίπτωση και διαπιστώνει 
ότι δεν πρέπει να έχει καµία µετοχή. Πουλάει στην αγορά την 0,503 µετοχή που είχε 
και εισπράττει 0,503*80=40,24 από τα οποία ξεπληρώνει το χρέος του προς την 
Τράπεζα το οποίο τώρα είχε ανέλθει στο 38,2769*e

1t

10%*0,5 = 40,24. Έτσι τώρα ο 
επενδυτής έχει µόνο µια short θέση στο call option. Την επόµενη χρονική στιγµή η 
µετοχή θα βρεθεί στο 70. Το call δεν θα έχει καµµία αξία, άρα ούτε γάτα ούτε ζηµιά 
σε αυτή την περίπτωση. 
Άρα, ότι µονοπάτι και να ακολουθήσει η µετοχή ο επενδυτής δεν θα διατρέξει κανένα 
κίνδυνο ζηµίας. 
 
4.2.2.2. Παράδειγµα 
 



 
 

Forward συµβόλαιο επί του S µε λήξη t2  
Εξέλιξη της αξίας του 

t0

Με fi,j συµβολίζουµε την αξία που έχει, τη χρονική στιγµή i και όταν η τιµή της 
µετοχής είναι Si,j, ένα forward συµβόλαιο επί της µετοχής S που συµφωνείται την 
χρονική στιγµή t0 και ωριµάζει τη χρονική στιγµή t2. 
 
Οι Arrow-Debreu πιθανότητες υπολογίζονται από: 

0 1,2
0

1,1 1,2

1,1 0
0

1,1 1,2

1

r t

r t

S e S
q

S S

S S e
q

S S

⋅∆

⋅∆

⋅ −
=

−

− ⋅
− =

−

 

1,1 2,2
1,1

2,1 2,2

2,1 1,1
1,1

2,1 2,2

1

r t

r t

S e S
q

S S

S S e
q

S S

⋅∆

⋅∆

⋅ −
=

−

− ⋅
− =

−

 

1,2 2,4
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2,3 2,4
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S1,1

S1,2

S2,1

S2,2

S2,3

S2,4

∆t t1 ∆t t2 Επιτόκιο r 

S0

f2,1=S2,1-F0 q1,1=? 

f1,1=? 1-q1,1=? 
q0=? 

f2,2=S2,2-F0 f0=0 
1-q0=? 

q1,2=? 
f2,3=S2,3-F0 f1,2=? 

1-q1,2=? 
f2,4=S2,4-F0 



Τότε  
 
Η non-arbitrage τιµή του call option στο διωνυµικό µοντέλο µιάς περιόδου δίνεται 
από τη σχέση . Άρα στο δικό µας παράδειγµα 
υπολογίζουµε: 

[ (1 )r t
uC e q C q C− ⋅∆= ⋅ ⋅ + − ⋅ ]d

⇒
1,1 1,1 2,1 1,1 2,2

1,1 1,1 2,1 0 1,1 2,2 0

1,1 1,1 2,1 1,1 2,2 0

1,1 1,1 0

1,1 1,1 0

[ (1 ) ]

[ ( ) (1 ) ( )]

[ (1 ) ]

[ ]

r t
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r t

r t r t

r t

f e q f q f

f e q S F q S F

f e q S q S F

f e S e F

f S e F
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− ⋅∆ ⋅∆

− ⋅∆
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= ⋅ ⋅ − ⇒

= − ⋅

 

Παρόµοια 
1,2 1,2 0

r tf S e F− ⋅∆= − ⋅  
(Και εποµένως 

0 0 1,1 0 1,2

0 1,1 0 0 1,2 0

0 1,1 0 1,2 0

0 0
2

0 0
2

0 0
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όπως αναµενόταν) 
 
4.2.2.2. Παράδειγµα (συνέχεια του προηγούµενου) 
 



 
 

Forward συµβόλαιο επί του S µε λήξη t2  
Εξέλιξη της forward τιµής 

t0 ∆t t1 ∆t t2 Επιτόκιο r 

S2,1

F2,1(t2)

S1,1F1,1(t2) S2,2

F2,2(t2)S0F0(t2)

S2,3

F2,3(t2)S1,2F1,2(t2) 

S2,4

F2,4(t2)

Με Fi,j(t2) συµβολίζουµε την forward τιµή ενός forward συµβολαίου επί της µετοχής 
S που συµφωνείται την χρονική στιγµή i όταν η τιµή της µετοχής είναι Si,j και 
ωριµάζει τη χρονική στιγµή t2. 
Προφανώς 
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 Παρατηρείστε ότι (όπως αναµενόταν) η εξέλιξη των προθεσµιακών τιµών είναι 
συνεπής µε τη διαδικασία της risk neutral τιµολόγησης. 
 



4.3. Συνοψίζοντας 
 
1) Θεωρήσαµε ένα µοντέλο αγοράς διακριτού χρόνου που αποτελείται από δύο 
στοιχεία, ένα αβέβαιο τίτλο Α («µετοχή») και ένα βέβαιο τίτλο Β («τραπεζικός 
λογαριασµός µε επιτόκιο r») και πολλές χρονικές περιόδους.  
2) Υποθέσαµε ότι για κάθε µελλοντική χρονική στιγµή γνωρίζουµε όλες τις 
πιθανές τιµές αυτών των τίτλων (χωρίς όµως να γνωρίζουµε ποια από αυτές τις 
πιθανές τιµές θα πραγµατοποιηθεί)  
3) Υποθέσαµε τις διαδροµές από τις οποίες µπορεί να οδηγηθεί ο αβέβαιος 
τίτλος σε καθεµιά από αυτές τις τιµές ξεκινώντας από κάποια προηγούµενη 
(διωνυµικό δέντρο) 
4) Υποθέσαµε ότι οι επενδυτές µπορούν να κάνουν συναλλαγές σε αυτές τις 
τιµές χωρίς να τις επηρεάζουν. 
5) Υποθέσαµε ότι δεν δηµιουργούνται ευκαιρίες arbitrage 

 
• Συµπεράναµε ότι κάθε παράγωγο συµβόλαιο το οποίο καθορίζεται πλήρως 

από την απαίτηση (που έχει ο κάτοχος του) στη λήξη του συµβολαίου πρέπει 
να έχει συγκεκριµένη µοναδική αξία σε κάθε κορυφή του δέντρου. ∆ηλαδή 
είδαµε ότι, µε τις υποθέσεις που κάναµε, η αξία του παραγώγου πρέπει να 
εξελίσσεται µε µοναδικό τρόπο πάνω στο δέντρο  και αποκαλύψαµε αυτή την 
εξέλιξη της αξίας του παραγώγου. 

 
• Ιδιαίτερα, είδαµε ότι υπάρχει µοναδικό µέτρο πιθανοτήτων (risk neutral 

πιθανότητες) που εξαρτάται µόνο από το σύστηµα τιµών της αγοράς (δηλαδή 
από το αξιόγραφο Α και το επιτόκιο r) και µας επιτρέπει να υπολoγίζουµε την 
αξία κάθε τέτοιου παραγώγου (σε οποιοδήποτε σηµείο του δέντρου) ως την 
παρούσα αξία της αναµενόµενης (κάτω από αυτό το risk neutral µέτρο) 
τελικής του αξίας. Επίσης παρατηρήσαµε (από τον τύπο που βγάλαµε για τις 
risk neutral πιθανότητες), ότι σε δοθέν σύστηµα τιµών οι risk neutral 
πιθανότητες δεν εξαρτώνται απλά από τις δοθείσες τιµές αλλά από τις 
σχετικές αποστάσεις µεταξύ τους, λαµβανοµένης υπόψη και της χρονικής 
αξίας του χρήµατος, 

 
• Επίσης είδαµε ότι το παράγωγο συµβόλαιο είναι ισοδύναµο µε ένα δυναµικά 

αναπροσαρµοζόµενο («αυτοχρηµατοδοτούµενο» και «προβλέψιµο») 
χαρτοφυλάκιο που αποτελείται από (µεταβαλλόµενες κάθε στιγµή) θέσεις φ 
και ψ στα στοιχεία Α και Β αντίστοιχα (δηλαδή στα διαπραγµατεύσιµα 
στοιχεία της αγοράς). Ιδιαίτερα προσδιορίσαµε την διαδικασία εξέλιξης της 
θέσης φ στον αβέβαιο τίτλο Α και της θέσης ψ στον τραπεζικό λογαριασµό Β.  
( Έτσι ένας επενδυτής που πουλάει (αντίστοιχα αγοράζει) το παράγωγο 
συµβόλαιο στην non arbitrage τιµή του και θέλει να αντισταθµίσει τον 
κίνδυνο αυτής της συναλλαγής, θα αγοράσει (αντίστοιχα πουλήσει) το 
ισοδύναµο χαρτοφυλάκιο και θα το αναπροσαρµόζει συνεχώς σύµφωνα µε τα 
εκάστοτε φ και ψ που ισχύουν. Είναι σηµαντικό να τονίσουµε ότι κάθε 
χρονική στιγµή ο επενδυτής έχει τη δυνατότητα να προσδιορίσει τις ποσότητες 
φ και ψ (από τα Α και Β αντίστοιχα) που χρειάζεται να έχει το ισοδύναµο 
χαρτοφυλάκιο, ώστε την αµέσως επόµενη χρονική στιγµή το χαρτοφυλάκιο 
αυτό να έχει πάντα την ίδια αξία µε το παράγωγο)  

 



4.4. Αναδιπλούµενα δέντρα εξέλιξης των τιµών 
 
Συνήθως είναι βολικότερο να δουλεύουµε µε αναδιπλούµενα δέντρα προκειµένου να 
περιγράψουµε την εξέλιξη της τιµής του αβέβαιου τίτλου. Η µόνη διαφορά που έχουν 
από τα δέντρα που παρουσιάσαµε στις προηγούµενες παραγράφους είναι ότι µια 
ανοδική κίνηση ακολουθούµενη από µια καθοδική κίνηση της τιµής του Α, καταλήγει 
στο ίδιο σηµείο που καταλήγει µια καθοδική κίνηση ακολουθούµενη από µια ανοδική 
κίνηση.  Σχηµατικά 
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Ας τυποποιήσουµε τώρα το διωνυµικό µοντέλο κάτω από αυτό το πρίσµα µε κάπως 
πιο ειδικό τρόπο 
 
Ας θεωρήσουµε ένα χρονικό διάστηµα [0, ]Τ  εντός του οποίου θέλουµε να 
αναπαραστήσουµε την εξέλιξη των τιµών στην αγορά. 

Χωρίζουµε το διάστηµα σε  ίσες περιόδους χρονικής διάρκειας [0, ]Τ n t
n
Τ

∆ =  η 

κάθε µια. Έτσι έχουµε τις χρονικές στιγµές 0 1 20,  ,  2 ,...,  nt t t t t t n t= = ∆ = ∆ = ∆ = Τ  
Έστω ότι την  η τιµή του αξιόγραφου Α είναι 0t 0 0( )S t S=  



Έστω επίσης ότι αν τη στιγµή η τιµή του αξιόγραφου είναι ( ) τότε την επόµενη 
χρονική στιγµή  η τιµή του αξιόγραφου θα είναι 
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( )   µε πιθανότητα 
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( )   µε πιθανότητα (1 )
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για κάποια σταθερά u  και . d
Αναφορικά µε το συµβολισµό του προηγούµενου διαγράµµατος θα έχουµε ότι 
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, 0S S u dκ λ λ

κ λ
− − −= ⋅ ⋅

Ας το δούµε αυτό στο επόµενο διάγραµµα   περιόδων. Παρατηρείστε ότι τη χρονική 
στιγµή  το αξιόγραφο Α ενδέχεται να λάβει 

n
nt 1n+  τιµές. Σηµειώνουµε δίπλα σε 

κάθε µια από αυτές τις τιµές ποια είναι η πιθανότητα να παραγµατοποιηθεί (προσοχή: 
η πιθανότητα p στην οποία αναφερόµαστε εδώ δεν έχει σχέση µε τις risk neutral 
πιθανότητες. Εδώ προσπαθούµε να µοντελάρουµε την «πραγµατική εξέλιξη» της 
τιµής του Α). Είναι προφανές ότι διαφορετικές επιλογές των και θα δώσουν 
διαφορετικά µοντέλα για την εξέλιξη της τιµής του Α. Στην επόµενη παράγραφο θα 
δούµε πως µπορούµε να καθορίζουµε τα και έτσι ώστε η εξέλιξη των τιµών του 
αβέβαιου τίτλου Α να προσοµοιάζει στην «πραγµατικότητα». 
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Παρατηρείστε τώρα ότι σε αυτή τη θεώρηση, οποιαδήποτε χρονική στιγµή  και σε 
οποιαδήποτε κορυφή του δέντρου, η risk neutral πιθανότητα είναι 
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Έτσι, αν θέλω τώρα να υπολογίσω την - non arbitrage τιµή  ενός (ευρωπαϊκού 
τυου) παραγώγου που η αξία του στη λήξη λαµβάνει τις τιµές 

0t 0C

nt ,1 ,2 , 1,  ,...,  n n n nC C C + , 
µπορώ να το κάνω άµεσα, δηλαδή 
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4.5. Η δυναµική της εξέλιξης της τιµής του αβέβαιου τίτλου 
 
4.5.1. Η λογαριθµοκανονική κατανοµή των τιµών του αβέβαιου τίτλου. 
 
Μέχρι στιγµής έχουµε υποθέσει σχετικά αυθαίρετη εξέλιξη της τιµής του αβέβαιου 
τίτλου Α. 
Υπογραµµίζουµε εδώ τον αποφασιστικό ρόλο που δείχνει να παίζει η πιθανή εξέλιξη 
των τιµών του Α, που εµείς υποθέσαµε στο µοντέλο µας,για τον προσδιορισµό των 
risk neutral πιθανοτήτων όπως επίσης και για τον προσδιορισµό του ισοδύναµου 
χαρτοφυλακίου και άρα για τον προσδιορισµό της non arbitrage τιµής του 
παραγώγου. Εάν αυτή η υπόθεση για την πιθανή  εξέλιξη των τιµών του Α είναι 
σωστή τότε η non arbitrage τιµή του παραγώγου που εξάγουµε είναι σωστή, το 
ισοδύναµο χαρτοφυλάκιο είναι σωστά υπολογισµένο και η διαδικασία αντιστάθµισης 
θα λειτουργήσει µε ασφάλεια. 
Εποµένως, καλό θα είναι να σκεφτούµε λίγο περισσότερο πάνω σε αυτή την υπόθεση 
και στον τρόπο που µπορούµε να παράγουµε την εξέλιξη των τιµών του αβέβαιο 
τίτλου Α, έτσι ώστε να αισθανόµαστε ότι προσεγγίζει κάπως πιο πειστικά την 
πραγµατικότητα.  
 
 
Η λογαριθµοκανονική κατανοµή των τιµών των µετοχών είναι το κλασσικό µοντέλο 
που χρησιµοποιείται στα χρηµατοοικονοµικά οικονοµικά. Ας προσπαθήσουµε να 
δούµε γιατί µοιάζει αρκετά ικανοποιητικό ένα τέτοιο µοντέλο. Στο επόµενο γράφηµα 
βλέπουµε την εξέλιξη της τιµής µιας µετοχής ανά ηµέρα για κάποιο χρονικό 
διάστηµα. 
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 Η µελλοντική τιµή µιάς µετοχής είναι αβέβαιη και πολύ δύσκολο να προβλεφθεί. 
Για λόγους παρουσίασης έχουµε χωρίσει το χρονικό διάστηµα [0,Τ] σε n ίσες 
περιόδους διάρκειας ∆t η κάθε µια.  Θα επιχειρήσουµε να αντιληφθούµε τη 
διαδικασία εξέλιξης της τιµής της µετοχής σε ολόκληρο το διάστηµα [0,Τ], 



προσπαθώντας να κατανοήσουµε τη διαδικασία εξέλιξης της τιµής σε κάθε επιµέρους 
περίοδο.  
Ας συµβολίσουµε µε την τιµή της µετοχής τη χρονική στιγµή t. Θα αναλύσουµε 
τώρα την (λογαριθµική) απόδοση της µετοχής σε κάθε περίοδο. 

Προφανώς

tS
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1
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k k
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t
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t

S
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S−

−

⎛ ⎞
= ⋅⎜⎜

⎝ ⎠
⎟⎟ . Έστω 

kt
R  η λογαριθµική απόδοση της µετοχής στη 

χρονική περίοδο 2
1[ ,k kt t− ] . Από τον ορισµό του 

kt
R θα έχουµε ότι  

1
exp( )

k k kt t tS S R
−

= ⋅

Προφανώς  
1 20 exp[ ... ]

nT t tS S R R R= ⋅ + + + t

Έστω 
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( ) ln TSR T
S

⎛ ⎞
= ⎜

⎝ ⎠
⎟

t

 η λογαριθµική απόδοση της µετοχής για την περίοδο [0,Τ]. 

Προφανώς 
1 2

( ) ...
nt tR T R R R= + + +  

Θα κάνουµε τώρα τέσσερις «εύλογες» υποθέσεις για τις κατανοµές των αποδόσεων 
των τιµών της µετοχής 
Υ1: Οι αποδόσεις 

it
R είναι ανεξάρτητες µεταξύ τους τυχαίες µεταβλητές 

Σηµαίνει ότι η απόδοση σε µια περίοδο [tk-1, tk] δεν µπορεί να χρησιµεύσει για την πρόβλεψη της 
απόδοσης την επόµενη χρονική περίοδο 
 
Υ2: Οι αποδόσεις 

it
R είναι ισόνοµα κατανεµηµένες τυχαίες µεταβλητές 

Σηµαίνει ότι η απόδοση σε µια περίοδο [tk-1, tk] δεν εξαρτάται από την τιµή που είχε η µετοχή τη χρονική 
στιγµή tk-1. 
Οι υποθέσεις Υ1 και Υ2 σηµαίνουν ότι η τιµή της µετοχής ακολουθεί ένα τυχαίο περίπατο και 
συσχετίζονται µε την «υπόθεση των αποτελεσµατικών αγορών»3

 
Υ3: 

it
E R tµ⎡ ⎤ = ⋅∆⎣ ⎦ , όπου µ  είναι η αναµενόµενη (λογαριθµική) ετήσια απόδοση της 

µετοχής και η οποία είναι ανεξάρτητη από το µέγεθος του ∆t. 
Σηµαίνει ότι η αναµενόµενη  απόδοση σε µια περίοδο [tk-1, tk]ισούται µε µια σταθερά  µ επί τη χρονική 
διάρκεια της περιόδου. ∆ηλαδή είναι ανάλογη της διάρκειας της χρονικής περιόδου. 
 
Y4: , όπου 2

it
Var R tσ⎡ ⎤ = ⋅∆⎣ ⎦

2σ  η διακύµανση της (λογαριθµικής) ετήσιας απόδοσης 
της µετοχής και η οποία είναι ανεξάρτητη από το µέγεθος του ∆t. 
Σηµαίνει ότι η διακύµανση της  απόδοσης σε µια περίοδο [tk-1, tk]ισούται µε µια σταθερά  σ2 επί τη 
χρονική διάρκεια της περιόδου. ∆ηλαδή είναι ανάλογη της διάρκειας της χρονικής περιόδου 
 
 
Με τις παραπάνω υποθέσεις η διακύµανση της (λογαριθµικής) απόδοσης της µετοχής 
για το χρονικό διάστηµα [0,Τ] είναι: 

                                                 

2 Εξ ορισµού έχουµε 
1

ln k

k
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t
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S
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⎝ ⎠
.  

3 Fama, E., 1970, “Efficient Capital Markets: A Review of Theory and Empirical Work”, Journal of 
Finance, 25, 383-417 
 Fama, E., 1991, “Efficient Capital Markets: II ”, Journal of Finance, 46, 1575-1617 
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Επισηµαίνουµε ότι οι υποθέσεις Υ1-Υ4 είναι αρκετά ισχυρές και συνεπάγονται ότι οι 
αποδόσεις 

kt
R ακολουθούν κανονική κατανοµή µε µέσο tµ ⋅∆ και διακύµανση 

. Η απόδειξη βασίζεται στο κεντρικό οριακό θεώρηµα2 tσ ⋅∆ 4. 
 
Συνοψίζοντας: 
∆εδοµένου ενός χρονικού διαστήµατος [0,Τ], το χωρίσαµε σε n περιόδους διάρκειας 
∆t η κάθε µια και εξετάσαµε την κατανοµή των (γεωµετρικών) αποδόσεων της 
µετοχής σε κάθε επιµέρους περίοδο. ∆ιατυπώσαµε υποθέσεις Υ1-Υ4 για τη φύση 
αυτών των αποδόσεων (στη βάση εµπειρικών µελετών). Οι υποθέσεις αυτές 
οδήγησαν στο συµπέρασµα ότι για µικρές χρονικές περιόδους ∆t οι αποδόσεις είναι 
κανονικά κατανεµηµένες τυχαίες µεταβλητές. Αφού το άθροισµα ανεξάρτητων 
κανονικά κατανεµηµένων τυχαίων µεταβλητών είναι επίσης κανονικά κατανεµηµένο, 

συµπεράναµε ότι 
0

ln TS
S

⎛ ⎞
⎜
⎝ ⎠

⎟  ακολουθεί την κανονική κατανοµή µε µέσο Tµ ⋅ και 

διακύµανση . Αυτό είναι ισοδύναµο µε το να πούµε ότι η τιµή της µετοχής  
ακολουθεί τη λογαριθµοκανονική κατανοµή. 

2 Tσ ⋅ TS

Παρατήρηση 1: Εάν  ακολουθεί τη λογαριθµοκανονική κατανοµή, τότε η µέση 
τιµή της  δεδοµένης της σηµερινής τιµής   µπορεί να δειχθεί ότι δίνεται από τη 

σχέση 

TS

TS 0S

[ ] 2
0 0| exp

2TE S S S Tµ σ Τ⎡ ⎤= ⋅ ⋅ + ⋅⎢ ⎥⎣ ⎦
  

Παρατήρηση 2 (συνέχεια της προηγούµενης παρατήρησης) 
Το µέτρο των  risk neutral πιθανοτήτων κατασκευάσθηκε έτσι ώστε κάτω από αυτό 
το µέτρο να ισχύει ότι [ ] [ ]0 0| expQ TE S S S r T= ⋅ ⋅ . Συγκρίνοντας αυτή τη σχέση µε 
αυτή της προηγούµενης παρατήρησης συµπεραίνουµε ότι κάτω από το risk neutral 

µέτρο θα πρέπει να ισχύει 
2

2
r σµ = −  

 
Στην επόµενη παράγραφο αναφερόµαστε στο διωνυµικό ανάλογο ενός µοντέλου που 
επιχειρεί να περιγράψει την εξέλιξη της τιµής του αβέβαιου τίτλου, εάν αυτή έχει 
σταθερή δεδοµένη τάση και σταθερό δεδοµένο θόρυβο. Καθώς η χρονική περίοδος ∆t 
τείνει στο 0 , το διωνυµικό µοντέλο τείνει στη λογαριθµοκανονική κατανοµή για την 
τιµή του αβέβαιου τίτλου. 
 
4.5.2.  Μοντέλο µε σταθερή τάση και θόρυβο 
 
4.5.2.1. Περιγραφή του µοντέλου 
 

                                                 
4 Cox D.R. and Miller H.D., 1990, The Theory of Stochastic Processes. London: Chapman and Hall 



Κάθε χρονική περίοδος είναι διάρκειας ∆t. 
Θεωρούµε τρείς καθορισµένες και σταθερές παραµέτρους 
µ=τάση 
σ=θόρυβος 
r=επιτόκιο 
όλα µετρηµένα σε ετήσια βάση. 
Η αξία tB  του τραπεζικού λογαριασµού B  τη χρονική στιγµή t  δίνεται από τη σχέση 

0
r t

tB B e ⋅= ⋅ . 
Η διαδικασία που θα ακολουθεί η τιµή του αξιόγραφου A , δίνεται από τη σχέση: 

,  µε πιθανότητα 1/2

,  µε πιθανότητα 1/2

t t
t

t t t t
t

S e
S

S e

µ σ

µ σ

⋅∆ + ∆

+∆ ⋅∆ − ∆

⎧ ⋅⎪= ⎨
⋅⎪⎩

 

 
(Οι πιθανότητες ½ που αναφέρονται παραπάνω θεωρούµε ότι είναι οι πραγµατικές 
πιθανότητες ανόδου και καθόδου σε κάθε σηµείο.) 
 
Σχόλιο 1 
Οι επόµενοι τρείς πίνακες δείχνουν τα δέντρα τιµών του αβέβαιου τίτλου Α που 
παράγει το µοντέλο όταν ο χρονικός ορίζοντας είναι Τ=60 ηµέρες, η αρχική τιµή του 
αβέβαιου τίτλου Α είναι S0=100, η τάση είναι 50% ετησίως (που σηµαίνει ότι σε ένα έτος η 
αναµενόµενη απόδοση του τίτλου είναι 50%) και η παραλλακτικότητα (volatility) είναι 30% ετησίως 
(που σηµαίνει ότι η τυπική απόκλιση της κατανοµής της ετήσιας απόδοσης του τίτλου είναι 30%). 
 
S0 100
µ 50% ανά έτος
σ 30% ανά έτος
∆t 0,082192 30 ηµέρες
r 4%

128,94     
113,55   

100,00   108,57     
95,61     

91,41       

 
 
 
 



S0 100
µ 50% ανά έτος
σ 30% ανά έτος
∆t 0,027397 10 ηµέρες
r 4%

146,25   
1  37,27 

128,84 132,42   
120,93 24,29 

13,51 116,66 119,90   
106,54   109,50 12,54 

100,00   02,78 105,63 8,57 
96,47 99,15  01,90 

93,06       95,65 8,30 
89,77    92,27 

86,60     9,01 
83,54     

80,59 

  
   1  

1      
   1  

1      10  
       1  

    9    
     

8    

    
S0 100
µ 50% ανά έτος
σ 30% ανά έτος
∆t 0,013699 5 ηµέρες
r 4% 165,46   

158,66   
152,14   154,24   

145,89   147,90   
139,89   141,82   143,78   

134,14   135,99   137,87   
128,63   130,40   132,20   134,03   

123,34   125,05   126,77   128,52   
118,28   119,91   121,56   123,24   124,94   

113,42   114,98   116,57   118,17   119,80   
108,75     110,25   111,78   113,32   114,88   116,46   

104,29   105,72   107,18   108,66   110,16   111,68   
100,00   101,38     102,78   104,20   105,63   107,09   108,57   

97,21     98,55     99,91     101,29   102,69   104,11   
94,50       95,81     97,13     98,47     99,83     101,20   

91,87     93,14     94,42     95,72     97,05     
89,31     90,54     91,79     93,06     94,34     

86,82     88,02     89,23     90,46     
84,40     85,57     86,75     87,94     

82,05     83,18     84,33     
79,76     80,86     81,98     

77,54     78,61     
75,38     76,42     

73,28     
71,24      

 
 
Το επόµενο διάγραµµα δείχνει ένα από τα µονοπάτια που θα µπορούσε να 
ακολουθήσει η τιµή της µετοχής στη διάρκεια ενός έτους στο αντίστοιχο δέντρο µε 
∆t=1 ηµέρα.  



Προσοµοίωση του µοντέλου για ένα έτος µε ∆t=1 ηµέρα 
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Σχόλιο 2 (ο αβέβαιος τίτλος κάτω από το πραγµατικό µέτρο)  
 
Για κάθε χρονική στιγµή t στο δέντρο, το πλήθος των περιόδων ∆t µέχρι εκείνη τη 

χρονική στιγµή είναι tn
t

=
∆

 και η τιµή της µετοχής θα είναι 
2[ ]

0

nX nt t
n

tS S e
µ σ

⋅ −⎛ ⎞
+ ⋅⎜ ⎟

⎝ ⎠= ⋅ , 

όπου nX  είναι το πλήθος των ανοδικών κινήσεων από τη στιγµή t0 έως τη στιγµή t5

 Η τυχαία µεταβλητή nX ακολουθεί τη διωνυµική κατανοµή µε µέσο 
2
n  και 

διακύµανση 
4
n , οπότε η 2 nX n

n
⋅ −⎛

⎜
⎝ ⎠

⎞
⎟

t

έχει µέσο 0 και διακύµανση 1. Από το κεντρικό 

οριακό θεώρηµα αυτή η κατανοµή συγκλίνει σε µια κανονική κατανοµή µε µέσο 0 
και διακύµανση 1. Έτσι, καθώς το ∆t τείνει στο 0 και το n µεγαλώνει, η κατανοµή 
του τείνει στη λογαριθµοκανονική κατανοµή, αφού το  τείνει στην κανονική 
κατανοµή µε µέσο 

tS ln tS

0ln S µ+ ⋅  και διακύµανση 2 tσ ⋅ . 
  
 
 
 
 
 
 

                                                 
5 πραγµατικά, σε tn

t
=
∆

 βήµατα ο συντελεστής του µ θα είναι tn t t t
t

⋅ ∆ = ⋅ ∆ =
∆

,  

ενώ ο συντελεστής του σ θα είναι 
(πλήθος  α νοδ ικώ ν  κ ινήσ εω ν  - πλήθος  κα θοδ ικώ ν  κ ινήσ εω ν )
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t

X ntt n X n t
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∆ ⋅
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Σχόλια 3 (ο αβέβαιος τίτλος κάτω από το Risk Neutral µέτρο) 
Σύµφωνα µε τον τύπο µας για τις risk neutral πιθανότητες, µπορούµε να δούµε ότι η 

risk neutral πιθανότητα ανόδου είναι περίπου ίση µε 
21

21 [1 ( )]
2

rq t µ σ
σ

+ −
= − ∆ 6

Άρα, κάτω από το risk neutral µέτρο, η nX  εξακολουθεί να έχει τη διωνυµική 
κατανοµή, όµως τώρα έχει µέσο  και διακύµανση nq (1 )nq q− . 

Άρα, η 2 nX n
n

⋅ −⎛
⎜
⎝ ⎠

⎞
⎟  έχει µέσο 

21
2( rt µ σ
σ

)+ −
−  και διακύµανση ασυµπτωτικά ίση 

µε 1. Εποµένως, από το κεντρικό οριακό θεώρηµα συγκλίνει σε µια κανονική 
κατανοµή µε τον ίδιο µέσο και διακύµανση ίση µε 1. Η αντίστοιχη  τείνει στη 
λογαριθµοκανονική κατανοµή, αφού   τείνει στην κανονική κατανοµή µε µέσο 

tS
ln tS

21
0 2ln ( )S r σ+ − ⋅ t  και διακύµανση 2 tσ ⋅ . Αυτό µπορεί να γραφεί ως  

( )21
0 2exptS S r t t Zσ σ⎡ ⎤

⎦= ⋅ − + ⋅⎣ ~ (0,1)Z N όπου  κάτω από το risk neutral µέτρο.  

 
Σχόλιο 4 (Το µοντέλο Cox-Ross-Rubinstein (CRR) για την τιµολόγηση παραγώγων) 
Προσέξτε ότι η πραγµατική µέση απόδοση µ  του αβέβαιου τίτλου, έχει εξαφανιστεί 
από τον τύπο της κατανοµής του  κάτω από το risk neutral µέτρο. tS
∆ηλαδή µε όποιο µ και να είχα ξεκινήσει (π.χ. µ=0) θα κατέληγα στην ίδια σχέση 

( )21
0 2exptS S r t t Zσ σ⎡= ⋅ − + ⋅⎣

⎤
⎦  για την κατανοµή του St. Αυτό µας κάνει να 

σκεφθούµε ότι για την την τιµολόγηση των παραγώγων, δεν έχει σηµασία ποια είναι 
η αναµενόµενη απόδοση µ  του αβέβαιου τίτλου Α, και ότι αυτό που πραγµατικά 
παίζει ρόλο είναι η volatility σ. Άρα για λόγους τιµολόγησης παραγώγων θα 
µπορούσα να κατασκευάσω το διωνυµικό µου µοντέλο από τη σχέση 

t
t

t t t
t

S e
S

S e

σ

σ

∆

+∆ − ∆

⎧ ⋅⎪= ⎨
⋅⎪⎩

 

Αυτό το τελευταίο µοντέλο ονοµάζεται µοντέλο Cox, Ross, Rubinstein (CRR) για την 
τιµολόγηση παραγώγων 
  
 

                                                 
6 Σύµφωνα µε τον τύπο για την risk neutral πιθανότητα ανόδου έχουµε ότι 

r t t t
t t

t t t
t t

S e S eq
S e S e

µ σ

µ σ µ σ

⋅∆ ⋅∆ − ∆

⋅∆ + ∆ ⋅∆ − ∆

⋅ − ⋅
=

⋅ − ⋅ t
. Εάν αντικαταστήσουµε τις δυνάµεις του e  σε αυτόν τον τύπο 

µε το αντίστοιχο ανάπτυγµα Taylor γύρω από το 0 και στο αποτέλεσµα θεωρήσουµε 0 όλες τις 
δυνάµεις του µε εκθέτη µεγαλύτερο από τη µονάδα θα έχουµε αυτή την προσέγγιση. Προσέξτε ότι 
όσο µικρότερο είναι το τόσο πιο καλή είναι η προσέγγιση. 

t∆

t∆



4.6. Τα (συνήθη) δέντρα τιµολόγησης παραγώγων πρακτικά 
Σύµφωνα µε όσα έχουµε πει µέχρι στιγµής, σε µια αγορά που δεν επιτρέπει arbitrage 
κάθε παράγωγο µπορεί να τιµολογηθεί µε την υπόθεση ότι η αγορά είναι risk neutral. 
Αυτό σηµαίνει ότι για την αποτίµηση των παραγώγων µπορούµε να υποθέσουµε τα 
εξής: 

1. Η αναµενόµενη απόδοση όλων των αξιόγραφων ισούται µε το τραπεζικό 
επιτόκιο 

2. Οι µελλοντικές χρηµατοροές µπορούν να τιµολογηθούν βρίσκοντας την 
παρούσα αξία της αναµενόµενης τελικής τους αξίας. 

 
Στο επόµενο µοντέλο θέλουµε να προσδιορίσουµε τους παράγοντες  και  και τις 
risk neutral πιθανότητες και 

u d
q 1 q−  ώστε το δέντρο που θα προκύψει να είναι 

συνεπές µε τα παραπάνω και µε την περιγραφή της τιµής µιας µετοχής που η 
απόδοση της έχει volatility σ. 
  

 
 

0S u⋅

t1t0 ∆t ∆t t2 ∆t t3 tn=T   . . . . . . . 

Ισχύουν τα εξής 
(1) S e  (από risk neutrality) (1 )r t

t t tq S u q S d⋅∆⋅ = ⋅ ⋅ + − ⋅ ⋅
2

1t E S E Sσ + +∆ = −

d

(2) S  (από volatility) 2 2
1( ) ( )t Q t Q t

 
Οι παραπάνω εξισώσεις ισοδυναµούν µε τις 
(1’)   (1 )r te q u q⋅∆ = ⋅ + − ⋅

(2’) [ ]22 2 2(1 ) (1 )t q u q d q u q dσ ⋅∆ = ⋅ + − ⋅ − ⋅ + − ⋅  
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Εάν υποθέσουµε µαζί µε τις (1’) και (2’) την  
(3α)  1u d⋅ =
Καταλήγουµε στο µοντέλο 
(Α) ( )expu tσ= ⋅ ∆  

 ( )expd σ= − ⋅ ∆t   (CRR model) 

 
r te dq
u d

⋅∆ −
=

−
 

 
(3β)  Αν θέσουµε q=1/2 και λύσουµε το σύστηµα των (1’) και (2’) και αγνοώντας 
τις δυνάµεις του  µε εκθέτη µεγαλύτερο από τη µονάδα, καταλήγουµε στο µοντέλο t∆
 

(Β) 
2

exp
2

u r tσ σ
⎡ ⎤⎛ ⎞

= − ⋅∆ + ⋅⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎣ ⎦

t∆  

 
2

exp
2

d r tσ σ
⎡ ⎤⎛ ⎞

= − ⋅∆ − ⋅⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎣ ⎦

t∆  

  
(σκεφτείτε το µοντέλο (Β) σε σχέση µε την παρατήρηση 2 της παραγράφου 4.5.1) 



4.7. Ασκήσεις 
 
1) Η αναµενόµενη τιµή της λογαριθµικής απόδοσης µιας µετοχής είναι 12% ανά έτος 
και η volatility είναι 30% ανά έτος 

(α) Ποια είναι η αναµενόµενη τιµή και η volatility για περίοδο ενός µηνός? 
(β) Ποια είναι η αναµενόµενη τιµή και η volatility για περίοδο δύο µηνών? 
(γ) Ποια είναι η αναµενόµενη τιµή και η volatility για περίοδο τριών µηνών? 
(δ) Ποια είναι η αναµενόµενη τιµή και η volatility για περίοδο έξι µηνών? 

 
2) Θεωρείστε το επόµενο διωνυµικό µοντέλο για µια µετοχή: 
 

 

t1t0 t2

S2,1=121 
0,75 

S1,1=110 
0,75 

0,25 
S0=100 S2,2=99 

0,25 0,75 

S1,2=90 

S2,3=81 0,25 

(α) Ποια είναι η πιθανότητα 2 121S = ? 
(β) Ποια είναι η πιθανότητα 2 99S = ? 
(γ) Ποια είναι η πιθανότητα 2 81S = ? 
(δ) Ποια είναι η αναµενόµενη τιµή της µετοχής την t1? 
(ε) Ποια είναι η διακύµανση της τιµής της µετοχής την t1? Την t2? Είναι η 
διακύµανση της τιµής της µετοχής αύξουσα, φθίνουσα ή σταθερή ως προς το 
χρόνο? 

 
3) Θεωρείστε µια λογαριθµοκανονική κατανοµή µε µέση ετήσια απόδοση µ=0,05 και 
τυπική απόκλιση της ετήσιας απόδοσης ίση µε σ=0,2 

(α) Εκφράστε τους παράγοντες u και d για την διωνυµική προσέγγιση σε αυτή 
την λογαριθµοκανονική κατανοµή συναρτήσει του χρονικού βήµατος ∆t 
(β) Υπολογίστε τις τιµές στο (α) για ∆t=1, 1/2, 1/4, 1/8. Τι συµβαίνει στα u 
και d καθώς το ∆t µειώνεται? 
(γ) Χρησιµοποιώντας ∆t=1 κατασκευάστε το διωνυµικό δέντρο για 2 
περιόδους. Θεωρείστε ότι η αρχική τιµή της µετοχής είναι ίση µε 100. 

 
4) Η αναµενόµενη τιµή της λογαριθµικής απόδοσης είναι 12% το χρόνο και η 
volatility είναι 30% το χρόνο. Η τρέχουσα τιµή της µετοχής είναι 100. 



(α) Εάν το διάστηµα ∆t επιλεγεί να είναι ίσο µε µία ηµέρα (δηλαδή ∆t=1/365) 

χρησιµοποιείστε τη σχέση 
,  µε πιθανότητα 1/2

,  µε πιθανότητα 1/2

t t
t

t t t t
t

S e
S

S e

µ σ

µ σ

⋅∆ + ∆

+∆ ⋅∆ − ∆

⎧ ⋅⎪= ⎨
⋅⎪⎩

 για να 

υπολογίσετε την διωνυµική κατανοµή της τιµής της µετοχής σε αυτό το 
διάστηµα. 

(β) Υπολογίστε την αναµενόµενη τιµή του 1

0

tS
S

 

(γ) Υπολογίστε την τυπική απόκλιση του 1

0

tS
S

. Τι σχέση έχει η τιµή που 

βρήκατε µε την τιµή του tσ ⋅ ∆ ? 
 
 5) Η αναµενόµενη τιµή της λογαριθµικής απόδοσης µιας µετοχής είναι 15% το χρόνο 
και η volatility της είναι 30% το χρόνο. Η τρέχουσα τιµή της µετοχής είναι ίση µε 
100. 

(α) Εάν το διάστηµα ∆t επιλεγεί να είναι ίσο µε µία εβδοµάδα (δηλαδή 

∆t=7/365) χρησιµοποιείστε τη σχέση 
,  µε πιθανότητα 1/2

,  µε πιθανότητα 1/2

t t
t

t t t t
t

S e
S

S e

µ σ

µ σ

⋅∆ + ∆

+∆ ⋅∆ − ∆

⎧ ⋅⎪= ⎨
⋅⎪⎩

 

για να υπολογίσετε ένα διωνυµικό δέντρο για την τιµή της µετοχής µε χρονικό 
ορίζοντα τριών εβδοµάδων 
(β) Υπολογίστε την αναµενόµενη τιµή της µετοχής στο τέλος της πρώτης 
εβδοµάδας. 
(γ) Υπολογίστε την αναµενόµενη τιµή της µετοχής στο τέλος της δεύτερης 
εβδοµάδας. 
(δ) Υπολογίστε την αναµενόµενη τιµή της µετοχής στο τέλος της τρίτης 
εβδοµάδας. 
(ε) Συγκρίνετε την απάντηση σας στο (δ) µε την τιµή που θα υπολογίζατε αν 

είχατε χρησιµοποιήσει τη σχέση [ ] 2
0 0| exp

2TE S S S Tµ σ Τ⎡ ⎤= ⋅ ⋅ + ⋅⎢ ⎥⎣ ⎦
 

6) Ένα call option ευρωπαϊκού τύπου µε τιµή εξάσκησης 50 έχει ηµεροµηνία λήξης 
σε ένα έτος. Η τρέχουσα τιµή της υποκείµενης µετοχής είναι 40. Το επιτόκιο είναι 5% 
και η volatility της µετοχής 30% το χρόνο. Χωρίστε το έτος σε δύο εξάµηνα και 
χρησιµοποιώντας τα µοντέλα της παραγράφου 4.6. σχεδιάστε τα αντίστοιχα δέντρα 
και τιµολογείστε µε τη µέθοδο των risk neutral πιθανοτήτων το call option σε καθένα 
από αυτά τα δέντρα. Επίσης σε κάθε κορυφή των δέντρων σηµειώστε ποιο είναι το 
ισοδύναµο χαρτοφυλάκιο σε µετοχές και σε δανεισµό. 
 
7) Ένα προθεσµιακό συµβόλαιο (forward) επί µιας µετοχής ABC ωριµάζει σε 106 
ηµέρες. Χωρίστε το διάστηµα των 106 ηµερών σε 2 ίσες περιόδους. Το επιτόκιο είναι 
4,35% και η volatility της απόδοσης της µετοχής είναι 25% το χρόνο. Η τρέχουσα 
τιµή της µετοχής είναι 60. 
Χρησιµοποιώντας τα µοντέλα της παραγράφου 4.6. σχεδιάστε τα αντίστοιχα δέντρα, 
σηµειώστε τις risk neutral πιθανότητες και χρησιµοποιώντας τις risk neutral 
πιθανότητες βρείτε σε κάθε κορυφή του δέντρου την αντίστοιχη προθεσµιακή τιµή 
(forward τιµή). 
 



8) Ένα προθεσµιακό (forward) συµβόλαιο επί µιας µετοχής ΧΥΖ ωριµάζει σε ένα 
έτος. Ένα ευρωπαϊκό call option έχει ως υποκείµενο αξιόγραφο το προθεσµιακό 
συµβόλαιο. Το call option λήγει σε έξι µήνες και η τιµή εξάσκησης του είναι 60. Η 
αξία του option στη λήξη είναι max(F(T,TF)-60,0), όπου Τ συµβολίζει την 
ηµεροµηνία λήξης του option, TF  συµβολίζει την ηµεροµηνία ωρίµανσης του 
forward και F(T,TF) συµβολίζει την προθεσµιακή τιµή ενός forward επί της µετοχής 
το οποίο συµφωνείται την Τ και ωριµάζει την TF . Tο επιτόκιο είναι 4,75% και η 
volatility ίση µε 20% το χρόνο. Χωρίστε το διάστηµα του ενός έτους σε δύο εξάµηνα 
και χρησιµοποιώντας τα µοντέλα της παραγράφου 4.6. σχεδιάστε τα αντίστοιχα 
δέντρα και υπολογίστε την τρέχουσα non arbitrage τιµή του option. 
 
9) Θεωρείστε το εξής συµβόλαιο επί της µετοχής ΒΒΒ. Σε ένα έτος από τώρα, εάν η 
τιµή της µετοχής είναι µεταξύ $30 και $60 τότε πρέπει να πληρώσετε την τότε 
ισχύουσα τιµή της µετοχής για να αγοράσετε τη µετοχή. Εάν η τιµή της µετοχής είναι 
µεγαλύτερη ή ίση από $60 τότε για να αγοράσετε τη µετοχή θα πρέπει να πληρώσετε 

ένα ποσό που δίνεται από τη σχέση 6060
10

S −
+  όπου S είναι η τότε ισχύουσα τιµή 

της µετοχής. Τέλος εάν η τιµή της µετοχής είναι τότε µικρότερη από $30 τότε για να 
αγοράσετε τη µετοχή θα πρέπει να πληρώσετε $30. 
(α) Σχεδιάστε ένα διάγραµµα που να δείχνει το ποσό που θα πρέπει να πληρώσετε για 
τη µετοχή κατά την ηµεροµηνία λήξης του συµβολαίου. 
(β) Χωρίστε το χρονικό διάστηµα του ενός έτους σε δύο εξάµηνα. Χρησιµοποιείστε 
ένα διωνυµικό δέντρο για τη µετοχή, όπου οι παράγοντες ανόδου και καθόδου της 
τιµής της µετοχής δίνονται από  

2

2

exp 1,27904
2

exp 0,77969
2

u r t t

d r t t

σ σ

σ σ

⎡ ⎤⎛ ⎞
= − ⋅∆ + ⋅ ∆ =⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎣ ⎦
⎡ ⎤⎛ ⎞

= − ⋅∆ − ⋅ ∆ =⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎣ ⎦

 

όπου r=5,85%, σ=35% το χρόνο και ∆t=0,5. Η τρέχουσα τιµή της µετοχής είναι 45. 
Χρησιµοποιείστε τις risk neutral πιθανότητες για να τιµολογήσετε αυτό το 
συµβόλαιο. 
(γ) Μπορείτε να αναπαραστήσετε αυτό το συµβόλαιο ως ένα συνδυασµό από τη 
µετοχή και από διάφορα options?  
  
10) Ένα put option P, επί µιας µετοχής S, µε τιµή εξάσκησης K=$45 λήγει σε ένα 
έτος. Χωρίστε το χρονικό διάστηµα του ενός έτους σε δύο εξάµηνα. Το συνεχώς 
ανατοκιζόµενο τραπεζικό επιτόκιο είναι r=4,5% και η ετήσια volatility της 
υποκείµενης µετοχής  είναι σ=20% 

(a) Αν η σηµερινή τιµή της µετοχής είναι S0=$35, σχεδιάστε ένα δέντρο δύο 
περιόδων για την εξέλιξη της τιµής της µετοχής χρησιµοποιώντας το CRR 

µοντέλο: 
t

t
t t t

t

S e
S

S e

σ
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(b) Υπολογίστε την risk neutral πιθανότητα ανόδου 
(c) Υπολογίστε τη σηµερινή τιµή P0 του put option χρησιµοποιώντας τις risk 

neutral πιθανότητες 



(d) Για κάθε κορυφή του δέντρου, περιγράψτε το χαρτοφυλάκιο από µετοχή και 
δανεισµό που είναι ισοδύναµο µε το put option. Επαληθεύστε µε αυτό τον 
τρόπο την απάντηση σας στο (c). 

(e) Έστω ένα call option C επί του put option P µε τιµή εξάσκησης ίση µε το P0 
που βρήκατε στο (c) και λήξη σε έξι µήνες (σας δίνει το δικαίωµα να 
αγοράσετε σε έξι µήνες από σήµερα, το προηγούµενο put option στη σηµερινή 
non arbitrage τιµή του). Να υπολογίσετε (µε όποιο τρόπο θέλετε), την 
σηµερινή non arbitrage τιµή του C0  

 
 
11) Μια αγορά αποτελείται από δύο µετοχές Χ και Υ. Έστω ότι σήµερα οι τιµές των 
µετοχών είναι Χ0=100 και Υ0=180, ενώ ένα χρόνο αργότερα γνωρίζουµε ότι δύο 
µόνο καταστάσεις ενδέχεται να αντιµετωπίσουµε: είτε (α) Χu=120 καιΥu=280 είτε 
(β) Χd=80 και Yd=40. Τραπεζικός λογαριασµός δεν υπάρχει σε αυτή την αγορά. 
Μπορείτε να βρείτε ποια θα πρέπει να είναι η σηµερινή τιµή ενός συµβολαίου το 
οποίο µετά από ένα χρόνο θα αξίζει 20 στην κατάσταση (α) και 0 στην κατάσταση 
(β)?  
 
12) Έστω ότι µια αγορά αποτελείται από ένα Τραπεζικό λογαριασµό και από τις δύο 
µετοχές της προηγούµενης άσκησης. Ο Τραπεζικός λογαριασµός µας επιτρέπει είτε 
να δανείσουµε είτε να δανεισθούµε για διάστηµα ενός έτους µε σταθερό επιτόκιο 
r=10% ετήσια ανατοκιζόµενο. Κάντε arbitrage. 
 
 
 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5 
 

Εισαγωγή στη λήψη αποφάσεων 
 
5.1. Καθεστώς Βεβαιότητας 
 
5.1.1. Εισαγωγικό Παράδειγµα 
Ας θεωρήσουµε έναν καταναλωτή ο οποίος θα εισπράξει µε βεβαιότητα ένα 10.000$ 
σήµερα και άλλα 10.000$ µετά από ένα έτος. Ας υποθέσουµε ότι η µόνη διαθέσιµη 
επένδυση είναι ένας καταθετικός λογαριασµός µε απόδοση 5% ετησίως . Επιπλέον, 
ας υποθέσουµε ότι ο  καταναλωτής µπορεί να δανεισθεί µε επιτόκιο 5% ετησίως.  
 
Προκειµένου να αποφασίσει πόσο πρέπει να καταναλώσει σε κάθε περίοδο, ο 
καταναλωτής πρέπει πρώτα να καθορίσει όλες τις διαθέσιµες σε αυτόν επιλογές και 
στη συνέχεια να επιλέξειµια από αυτές.  
Ας δούµε λοιπόν πρώτα τι επιλογές κατανάλωσης έχει διαθέσιµες σε καθεµία από τις 
δύο περιόδους, δηλαδή ποιο είναι το σύνολο ευκαιριών του. 
Μερικά παραδείγµατα τέτοιων επιλογών είναι τα εξής: 
(ι) Καταναλώνει 10.000$ σε κάθε µια από τις δύο περιόδους  
(ιι) Αποταµιεύει τα πάντα την πρώτη περίοδο και καταναλώνει τα πάντα την δεύτερη 
περίοδο. ∆ηλαδή, δεν καταναλώνει τίποτα την πρώτη περίοδο, βάζει τα 10.000$ στην 
Τράπεζα µε τόκο 5% και στην αρχή της δεύτερης περιόδου αυτά τα 10.000$ έχουν 
γίνει 10.000·(1+5%)=10.500$. Έτσι η κατανάλωση της δεύτερης περιόδου είναι 
20.500$ (τα 10.500$ που προέκυψαν από την αποταµίευση της πρώτης περιόδου σύν 
τα 10.000$ που εισπράττει στη δεύτερη περίοδο) 
(ιιι) Καταναλώνει ότι µπορεί την πρώτη περίοδο και δε νοιάζεται για την δεύτερη 
περίοδο. ∆ηλαδή, δανείζεται την πρώτη περίοδο ποσό Χ τέτοιο ώστε 
Χ·(1+5%)=10.000$ (άρα Χ=9.524$) και καταναλώνει σήµερα 19.524$. Την δεύτερη 
περίοδο όταν θα εισπράξει τα 10.000$ θα πρέπει να τα επιστρέψει στην Τράπεζα και 
δεν θα έχει τίποτα για να καταναλώσει. 
 
Γενικά, 
Έστω 1I , 2I τα έσοδα του καταναλωτή την πρώτη και τη δεύτερη περίοδο αντίστοιχα. 
Επίσης έστω ,  τα ποσά που καταναλώνει ο καταναλωτής την πρώτη και τη 
δεύτερη περίοδο αντίστοιχα. Προφανώς τα ποσά που καταναλώνει περιορίζονταο από 
τα ποσά εσόδων που έχει διαθέσιµα στις δύο περιόδους. Άρα ισχύει η εξής σχέση: 

1C 2C

2 2 1 1( ) (1 5C I I C= + − ⋅ + %)  
Που είναι µια γραµµική σχέση ανάµεσα στα  και , άρα παριστάνεται από µια 
ευθεία. Στο συγκεκριµένο παράδειγµα, το σύνολο εφικτών επιλογών του καταναλωτή 
φαίνεται στο επόµενο διάγραµµα: 

1C 2C



2C  

20.500 

10.000 

10.000 19.524
1C   

Άρα ο επενδυτής έχει άπειρο πλήθος επιλογών κατανάλωσης στις δύο αυτές 
περιόδους. Φυσικά, παραµένει ακόµα ανοικτό το ερώτηµα πως επιλέγει τελικά µια 
από αυτές τις επιλογές. Προφανώς εξαρτάται από τις προσωπικές προτιµήσεις το 
καταναλωτή. Στην επόµενη παράγραφο θα προσπαθήσουµε να 
«µαθηµατικοποιήσουµε» αυτές τις προτιµήσεις. 
 
5.1.2.  Ορθολογικές προτιµήσεις 
 
Έστω Χ το σύνολο επιλογών ενός επενδυτή / καταναλωτή.  
Εφοδιάζουµε το Χ µε µία σχέση προτίµησης f , δηλαδή αν x,y είναι δύο επιλογές του 
επενδυτή (δηλ. x,y∈Χ) τότε  
xf y   [ο επενδυτής προτιµάει την x τουλάχιστον όσο και την y]  ⇔
 
Μία σχέση προτίµησης , ονοµάζεται ορθολογική εάν ικανοποιεί τα παρακάτω 
αξιώµατα: 

f

(ι) πληρότητα: ,  ή y  ή και τα δύο ( )x y x y x x∀ ∈Χ⇒ f f � y
x

 
(ιι) ανακλαστικότητα:  x x∀ ∈Χ⇒ f
(ιιι) µεταβατικότητα: , ,  µε  και yx y z x y z x z∀ ∈  Χ ⇒f f f

 
Και ενώ τα δύο πρώτα αξιώµατα µπορούν να γίνουν αποδεκτά εύκολα, το τρίτο 
µπορεί να οδηγήσει σε καταστάσεις όπως 
 
4.1.2.1. Παράδειγµα (Το παράδοξο του Condorcet) 
Έστω Σ1, Σ2, Σ3 τρείς συνεταίροι. Ο καθένας έχει τις δικές του προτιµήσεις. Όµως 
αποφασίζουν τι θα πράξουν για την εταιρεία στην αρχή της πλειοψηφίας. Ας 
υποθέσουµε λοιπόν ότι αντιµετωπίζουν κάποιο επιχειρηµατικό πρόβληµα για τη λύση 
του οποίου έχουν τρείς επιλογές Α, Β, Γ. Έστω επίσης ότι οι τρείς συνεταίροι είναι 
ορθολογικοί (δηλαδή έχουν ορθολογικές προτιµήσεις). Έστω ότι οι προτιµήσεις τους 
ως προς τις τρείς επιλογές Α,Β,Γ δίδονται ως εξής: 
Σ1:  1 1Α Β Γf f

Σ2:  2 2Β Γ Αf f



Σ3:   3 3Γ Α Βf f

 
Αποφασίζοντας στην αρχή της πλειοψηφίας η εταιρεία εκφράζει την προτίµηση 

 αφού τόσο ο Σ1 όσο και ο Σ3 προτιµούν την Α από τη Β.  Α Βf
Επίσης η εταιρεία εκφράζει την προτίµηση Β Γf αφού τόσο ο Σ1 όσο και ο Σ2 
προτιµούν τη Β από τη Γ.  
Αν οι προτιµήσεις της εταιρείας που εκφράζονται στην αρχή της πλειοψηφίας ήταν 
ορθολογικές θα έπρεπε λόγω της µεταβατικότητας να ισχύει ότι  Α Γf .  
Όµως η εταιρεία εκφράζει την προτίµηση Γ Αf αφού τόσο ο Σ2 όσο και ο Σ3 
προτιµούν τη Γ από την Α.  
 
5.1.3. Συναρτήσεις ωφελιµότητας 
Θέλουµε να αντιστοιχίσουµε τώρα τη σχέση προτίµησης  µε τη γνωστή σχέση 
διάταξης  στο . Θα το επιτύχουµε µέσω µιας συνάρτησης που θα την 
ονοµάσουµε συνάρτηση ωφελιµότητας. 

f
≥ � :u X → �

 
5.1.3.1 Ορισµός 
Μια συνάρτηση  ονοµάζεται συνάρτηση ωφελιµότητας αν και µονο αν  

 ισχύει ότι 
:u X → �

,x y∀ ∈Χ ( ) ( )x y u x u y⇔ ≥f  
 
5.1.3.2. Πρόταση: 
Αν µια σχέση προτίµησης  στο Χ µπορεί να χαρακτηρισθεί από µια συνάρτηση 
ωφελιµότητας , τότε η  είναι ορθολογική. 

f
:u X → � f

Απόδειξη 
Έστω , ,  µε  και yx y z x y z∈Χ f f . Αρκεί να δείξω ότι x zf  
Αφού η  χαρακτηρίζεται από µια συνάρτηση ωφελιµότητας , έχουµε: f :u X → �

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
x y u x u y

u x u z x z
y z u y u z

⇔ ≥ ⎫
⇒ ≥ ⇔⎬⇔ ≥ ⎭

f
f

f
 

 
Αν υποθέσουµε µια επιπλέον συνθήκη για τη σχέση , συγκεκριµένα ότι οι 
προτιµήσεις που εκφράζει δεν αλλάζουν «ξαφνικά» (δηλαδή έχουν µια συνέχεια), 
τότε ισχύει και το αντίστροφο, δηλαδή ότι αν η  είναι ορθολογική τότε µπορεί να 
περιγραφεί από µια συνάρτηση ωφελιµότητας. Ο επόµενος ορισµός διατυπώνει µε 
µαθηµατικό τρόπο τη συνθήκη της µη ξαφνικής αλλαγής των προτιµήσεων που 
εκφράζει η . 

f

f

f
 
5.1.3.3. Ορισµός (συνεχούς σχέσης προτίµησης) 
Έστω Χ (µε µια µετρική) εφοδιασµένο µε σχέση προτίµηση . Η λέγεται συνεχής 
εάν: ακολουθίες στοιχείων του Χ τέτοιες ώστε 

f f

1,... 1,...( ) , ( )n n n nx y=∀ = lim nn
x x

→∞
=  και 

 και  lim nn
y

→∞
= y  n nx y n∀f , τότε  x yf

(Ισοδύναµα τα σύνολα  { :z }x X x z+Λ = ∈ f  και { :z }x X x z−Λ = ∈ p  είναι κλειστά) 
 
5.1.3.4. Πρόταση: 
Αν µια σχέση προτίµησης είναι ορθολογική και συνεχής τότε υπάρχει συνάρτηση 
ωφελιµότητας που την χαρακτηρίζει  
Απόδειξη (παραλείπεται) 
 



5.1.3.5. Παραδείγµατα συναρτήσεων ωφελιµότητας 
Cobb-Douglas:  (1 )( , ) ,  [0,1]a au x y x y a−= ⋅ ∈
Leontieff    ( , ) min( , )u x y x y=
Εκθετική  ( ) 1 exp( )u x xλ= − − ⋅  
Λογαριθµική   ( ) ln( )u x x=
Τετραγωνική   2( )u x x a x= − ⋅
 
5.1.4. Καµπύλη αδιαφορίας  
Έστω ένας επενδυτής που έχει προτιµήσεις . Η καµπύλη αδιαφορίας του επενδυτή, 
η οποία διέρχεται από ένα σηµείο a

f

∈Χ  είναι το σύνολο { }:aI x x= ∈Χ � a . ∆ηλαδή 
αποτελείται από όλα εκείνα τα στοιχεία του Χ που είναι εξίσου προτιµητέα µε το . a
 
Παρατηρήσεις: 
Εύκολα επαληθεύει κανείς ότι 

{ } 1

(  και )
,

(  και ( ) ( ))
( ) ( )

: ( ) ( ) ( ( ))

a b

a b

a b

a

a b

x y

x a

a

a b I I
a b� I I
a b x I y I x y
x y I x y
a b x I y I u x u y
u x u y I I

a I x I

I x X u x u a u u a−

⇔ =
⇔ ∩ =∅
⇔ ∀ ∈ ∀ ∈ ⇒

∈ ⇒
⇔ ∀ ∈ ∀ ∈ ⇒ ≥
≠ ⇔ ∩ =∅

∈ ⇔ ∈

= ∈ = =

�

f f

�

f
 

 
 
5.1.4.1. Παράδειγµα (Προϋπολογισµός) 
 Έστω ,A Bx x  ποσότητες των αγαθών Α και Β αντίστοιχα και ,A Bp p  οι αντίστοιχες 
τιµές. Έστω { }( , ) : ,A B A BX x x x x= �∈ το σύνολο επιλογών. Έστω επίσης ότι η 
προτίµηση του καταναλωτή στις δύο ποσότητες περγράφεται από µια σχές 
ωφελιµότητας ( ) ( , )A Bu x  u x x=
Ο καταναλωτής έχει πεπερασµένα χρήµατα για κατανάλωση και έτσι ο 
προϋπολογισµός  του καταναλωτή, θέτει περιορισµούς στις επιλογές του από το 
σύνολο 

m
X . Συγκεκριµένα καθορίζει ένα σύνολο εφικτών επιλογών: 

{ } { }( , ) : :m A B A A B BB x x X p x p x m x X p x m= ∈ ⋅ + ⋅ ≤ = ∈ ⋅ ≤  
Έτσι το πρόβληµα της κατανάλωσης του καταναλωτή περιγράφεται ως το εξής 
πρόβληµα βελτιστοποίησης: 

max ( ) ως προς 
υπό τον περιορισµό

u x x

p x m⋅ ≤
 

 
Στο αρχικό παράδειγµα που είχαµε ας υποθέσουµε ότι οι προτιµήσεις του 
καταναλωτή περιγράφονται από µια συνάρτηση ωφελιµότητας Cobb-Douglas, 
δηλαδή u c  0,5 0,5

1 2 1 2( , )c c c= ⋅



Στο επόµενο διάγραµµα βλέπουµε το σύνολο εφικτών επιλογών του καταναλωτή µαζί 
µε τις καµπύλες αδιαφορίας του για διάφορα επίπεδα ωφελιµότητας. Ο καταναλωτής 
µε τη συγκεκριµένη συνάρτηση ωφελιµότητας θα επιλέξει να καταναλώσει στις δύο 
περιόδους σύµφωνα µε το σηµείο που ορίζεται από το σύνολο εφικτών επιλογών και 
από την εφαπτόµενη σε αυτό καµπύλη αδιαφορίας. Αυτό είναι το σηµείο που λύνει το 
πρόβληµα µεγιστοποίησης της ωφελιµότητας του καταναλωτή µε εφικτές επιλογές. 
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(Άσκηση: Λύστε το ίδο πρόβληµα θεωρώντας ότι ο καταναλωτής έχει συνάρτηση 
ωφελιµότητας Leontieff 1 2 1 2( , ) min( , )u C C C C= . Βρείτε την ακριβή απάντηση.) 
 
Είδαµε µέχρι στιγµής ότι εάν ένας επενδυτής πρέπει να επιλέξει από ένα σύνολο 
διαφορετικών εναλλακτικών µε βέβαιο αποτέλεσµα θα επιλέξει εκείνη την 
εναλλακτική που του µεγιστοποιεί τη συνάρτηση ωφελιµότητας. Τι γίνεται όµως όταν 
οι διάφορες εναλλακτικές έχουν αβέβαιο αποτέλεσµα?  
 



 
5.2. Καθεστώς αβεβαιότητας 
 
5.2.1. Εισαγωγικά 
Έστω τώρα, σε συνέχεια του προηγούµενου παραδείγµατος ότι ο καταναλωτής δεν 
έχει στη διάθεση του την τοποθέτηση στον Τραπεζικό λογαριασµό (η οποία απέδιδε 
ένα σίγουρο 5%), αλλά την εξής επιλογή επένδυσης µε αβέβαιη έκβαση: 
 
Απόδοση  Πιθανότητα  Κατάσταση Οικονοµίας 
10%         1/3    καλή 
5%         1/3    µέτρια 
0%         1/3    κακή 
 
Τώρα ο καταναλωτής αντιµετωπίζει µια τυχαία µεταβλητή. 
Έτσι αν για παράδειγµα (και χωρίς να µπούµε σε πολλές λεπτοµέρειες) ο 
καταναλωτής καταναλώσει  την πρώτη περίοδο και τοποθετήσει τα υπόλοιπα στην 
επένδυση, τότε την δεύτερη περίοδο δε γνωρίζει τι ακριβώς θα καταναλώσει, δηλαδή 
η κατανάλωση του για τη δεύτερη περίοδο είναι η τυχαία µεταβλητή  

 

1C

2 1 1

2 2 1 1

2 1 1

( ) (1 10%) µε πιθανότητα 1/3
( ) (1 5%) µε πιθανότητα 1/3
( ) µε πιθανότητα 1/3

I I C
C I I C

I I C

+ − ⋅ +⎧
⎪= + − ⋅ +⎨
⎪ + −⎩

Ο καταναλωτής θα πρέπει να επιλέξει ανάµεσα σε όλα τα ζευγάρια όπου 
όµως το δεύτερο µέλος είναι µια τυχαία µεταβλητή. Το πρόβληµα έχει ήδη γίνει 
περίπλοκο. Προφανώς το πρόβληµα γίνεται ακόµα πιό περίπλοκο αν ο επενδυτής 
κληθεί να επιλέξει ανάµεσα σε πολλές αβέβαιες επενδύσεις, η καθεµιά µε τα δικά της 
χαρακτηριστικά αβεβαιότητας. 

1 2( , )C C

 
 
Θα διευρύνουµε το χώρο Χ των επιλογών του επενδυτή ώστε να περιλαµβάνει και 
επιλογές µε αβέβαιη έκβαση. Έτσι θα µπορέσουµε να επεκτείνουµε τη συζήτηση της 
προηγούµενης παραγράφου προσπαθώντας να µελετήσουµε τις προτιµήσεις του 
επενδυτή. 
  
Πριν προχωρήσουµε, θα κάνουµε κάποιες στoιχειώδεις υποθέσεις σχετικά µε τις 
προτιµήσεις του επενδυτή απέναντι σε επιλογές αβέβαιης έκβασης (δηλ. απέναντι σε 
λοτταρίες ή στοιχήµατα). 
 
5.2.2. Λοτταρίες 
 
5.2.2.1. Ορισµός 
Μια (στοιχειώδης) λοτταρία συµβολίζεται µε  (1 )p x p y⊕ −o o  και  σηµαίνει ότι : «ο 
επενδυτής λαµβάνει το βραβείο  µε πιθανότητα x p ή το βραβείο y  µε πιθανότητα 

» 1 p−
 
Τα βραβεία µπορεί να είναι χρήµατα, αγαθά ή ακόµα και άλλες λοτταρίες. 
 
5.2.2.2. Αξιώµατα 



Υιοθετούµε τα εξής αξιώµατα σχετικά µε τις προτιµήσεις του επενδυτή ως προς τις 
λοτταρίες: 
 
(L1) 1 (1 1)x y x⊕ −o o �

o

. Ο επενδυτής είναι αδιάφορος ανάµεσα στο να παίξει τη 
λοτταρία και να λάβει το βραβείο  µε πιθανότητα 1 και στο να λάβει απευθείας το 
βραβείο 

x

 
(L2)  (1 ) (1 )p x p y p y p x⊕ − − ⊕o o � o

 
(L3) . Οι προτιµήσεις του 
επενδυτή για κάποια λοτταρία εξαρτώνται µόνο από τις πιθανότητες που συνοδεύουν 
το κάθε βραβείο.  

( (1 ) ) (1 ) ( ) (1 )q p x p y p y qp x qp y⊕ − ⊕ − ⊕ −o o o o � o o

 
(L4) Έστω ,x y  λοτταρίες µε   τότε 

. ∆ηλαδή αν έχω δύο βραβεία,το ένα 
προτιµότερο από το άλλο, τότε µια λοτταρία µε αυτά τα βραβεία είναι προτιµότερη 
από µια άλλη λοτταρία µε τα ίδια βραβεία, επειδή δίνει µεγαλύτερη πιθανότητα να 
κερδίσω το καλύτερο βραβείο.  

x yf

(1 ) (1 )p x p y q x q y p q⊕ − ⊕ − ⇔ >o o f o o

 
5.2.3 Προτιµήσεις 
 
Έστω λοιπόν Χ το σύνολο επιλογών ενός επενδυτή (το οποίο τώρα µορεί να 
περιλαµβάνει και λοτταρίες).  
Κατά τα γνωστά υποθέτουµε ότι ο επενδυτής εκφράζει προτιµήσεις για τα στοιχεία 
του Χ (καθορίζοντας έτσι µια σχέση προτίµησης  στο Χ), δηλαδή αν  x,y∈Χ τότε  f
xf y   [ο επενδυτής προτιµάει την x τουλάχιστον όσο και την y]  ⇔
Επίσης υποθέτουµε ότι οι προτιµήσεις του επενδυτή είναι ορθολογικές και συνεχείς, 
δηλαδή ικανοποιούν 
(i) πληρότητα: ,  ή y  ή και τα δύο ( )x y x y x x∀ ∈Χ⇒ f f � y

x
 

(ii) ανακλαστικότητα:  x x∀ ∈Χ⇒ f
(iii) µεταβατικότητα: , ,  µε  και yx y z x y z x z∀ ∈Χ ⇒f f f

}
 

(iv) συνέχεια: τα σύνολα  { :z x X x z+Λ = ∈ f  και { :z }x X x z−Λ = ∈ p  είναι 
κλειστά 
Τότε, όπως έχουµε δεί, υπάρχει συνάρτηση ωφελιµότητας η οποία 
περιγράφει τις προτιµήσεις του επενδυτή µέσω της σχέσης 

:u X → �

( ) ( )x y u x u y⇔ ≥f ,x y∀ ∈Χ  
 
Ας σκεφτούµε τώρα για µια στιγµή ότι όταν ο επενδυτής εξετάζει µια αβέβαιη 
επένδυση, ουσιαστικά εξετάζει µια λοταρία ή ένα στοίχηµα L , το οποίο π.χ. θα του 
αποφέρει ένα ποσό  µε πιθανότητα  ή ένα ποσό  µε πιθανότητα . Ο 
επενδυτής έχει ωφελιµότητα για το (βέβαιο) ποσό ,  ωφελιµότητα για το 
(βέβαιο) ποσό και ωφελιµότητα για το στοίχηµα 

x p y 1 p−
( )u x x ( )u y

y ( )u L L . Αναρωτιέµαι µήπως θα 
µπορούσαµε να συσχετίσουµε µε κάποιο τρόπο το µε τα πιο στοιχειώδη 

και λαµβανοµένης υπόψη και της πιθανότητας , δηλαδή µήπως θα 
µπορούσαµε να αναπαραστήσουµε την ωφελιµότητα από το αβέβαιο στοίχηµα 
συναρτήσει των ωφελιµοτήτων των αποτελεσµάτων του στοιχήµατος και των 
πιθανοτήτων τους? Μοιάζει ότι κάτι τέτοιο θα αποτελούσε µια πιο «βολική» 

( )u L
( )u x ( )u y p



αναπαράσταση των προτιµήσεων του επενδυτή. Και πράγµατι, αυτό µπορεί να 
επιτευχθεί αν υιοθετήσουµε ακόµα ένα αξίωµα σχετικά µε τις προτιµήσεις του 
επενδυτή: 
 
5.2.3.1. Αξίωµα ανεξαρτησίας 
(v) Ανεξαρτησία: , ,  µε  (1 ) (1 )x y z x y p x p z p y p z∀ ∈Χ ⇒ ⊕ − ⊕ −� o o � o o  
 
5.2.3.2. Ορισµός (αναµενόµενης ωφελιµότητας) 
Μια συνάρτηση ωφελιµότητας η οποία ικανοποιεί τη σχέση 

 λέµε ότι έχει την ιδιότητα της 
αναµενόµενης ωφελιµότητας και ονοµάζεται συνάρτηση αναµενόµενης 
ωφελιµότητας.  

( (1 ) ) ( ) (1 ) (u p x p y p u x p u y⊕ − = ⋅ + − ⋅o o )

(Σηµείωση: ∆ηλαδή για τις συναρτήσεις αναµενόµενης ωφελιµότητας έχουµε ότι η 
ωφελιµότητα µιας τυχαίας µεταβλητής Χ είναι η αναµενόµενη τιµή της ωφελιµότητας 
των τιµών της τυχαίας µεταβλητής. Θα γράφουµε Εu(X) για να συµβολίζουµε την 
αναµενόµενη ωφελιµότητα της τυχαίας µεταβλητής Χ (για να µην δηµιουργείται 
σύγχιση µε την τυχαία µεταβλητή u(X) που έχει ως τιµές τις ωφελιµότητες των τιµών 
της Χ. Όπου καταστρατηγούµε αυτόν τον κανόνα θα είναι προφανές τι εννοούµε).  
 
5.2.3.3. Θεώρηµα (ύπαρξης αναµενόµενης ωφελιµότητας) 
(Von Neumann & Morgenstern, 1944) 
Εάν (Χ, ) ικανοποιεί τα αξιώµατα (i)-(v) τότε υπάρχει µια συνάρτηση 
ωφελιµότητας που περιγράφει τη σχέση προτίµησης  και επιπλέον: 

, δηλαδή η  έχει την ιδιότητα της 
αναµενόµενης ωφελιµότητας. 

f
:u X → � f

( (1 ) ) ( ) (1 ) (u p x p y p u x p u y⊕ − = ⋅ + − ⋅o o ) u

 
5.2.3.4. Συµπέρασµα 
Οι επενδυτές που έχουν προτιµήσεις ορθολογικές, συνεχείς και ανεξάρτητες 
επιλέγουν µε κριτήριο τη µεγιστοποίηση της αναµενόµενης ωφελιµοτητας τους 
 
 
5.2.3.5. Παράδειγµα 
Ένας παίκτης τυχερών παιχνιδιών καλείται να διαλέξει ένα από τα εξής δύο 
στοιχήµατα: 
Α: κερδίζει 10 µε πιθανότητα 1/2 ή 20 µε πιθανότητα 3/8 ή 40 µε πιθανότητα 1/8 
Β: κερδίζει 35 µε πιθανότητα 1/2 ή 0 µε πιθανότητα 1/2  
Έστω επίσης ότι οι προτιµήσεις του καθορίζονται από µια συνάρτηση αναµενόµενης 

ωφελιµότητας 
2

( )
100
xu x x= − . 

Τότε ο παίκτης θα επιλέξει εκείνο το στοίχηµα που του προσφέρει τη µεγαλύτερη 
αναµενόµενη ωφελιµότητα (προσέξτε ότι τα δύο στοιχήµατα έχουν την ίδια µέση 
τιµή) 

1 3 1 1 3 1( ) ( 10 20 40) (10) (20) (40)
2 8 8 2 8 8

1 3 1( ) 9 16 24 13,5
2 8 8

u A u u u u

u A

= ⊕ ⊕ = + +

= ⋅ + ⋅ + ⋅ =

o o o ⇒
 

Παρόµοια 



1 1 1 1( ) ( 35 0) (35) (0)
2 2 2 2

1 1( ) 22,75 0 11,375
2 2

u B u u u

u B

= ⊕ = +

= ⋅ + ⋅ =

o o ⇒
 

Άρα ο παίκτης θα επιλέξει το στοίχηµα Α αφού  ( ) ( )u A u B>
 
 
5.2.3.6. Παράδειγµα 

Ένας επενδυτής µε συνάρτηση ωφελιµότητας 
2

( ) 4
10
Wu W W= ⋅ − , όπου W  ο πλόυτος 

του επενδυτή καλείται να επιλέξει µια από τις επόµενες επενδύσεις 
Επένδυση Α  Επένδυση Β  Επένδυση Γ  
Αποτέλεσµα 
σε πλούτο  

Πιθανότητα Αποτέλεσµα 
σε πλούτο 

Πιθανότητα Αποτέλεσµα 
σε πλούτο 

Πιθανότητα 

20 3/15 19 1/5 18 1/4 
18 5/15 10 2/5 16 1/4 
14 4/15 5 2/5 12 1/4 
10 2/15   8 1/4 
6 1/15     
 
Θα υπολογίσει την αναµενόµενη ωφελιµότητα που του παρέχει κάθε µια από αυτές 
τις επενδύσεις 
Επένδυση Α  Επένδυση Β  Επένδυση Γ  
Ωφελιµότητα 
αποτελέσµατος 

Πιθανότητα Ωφελιµότητα 
αποτελέσµατος

Πιθανότητα Ωφελιµότητα 
αποτελέσµατος 

Πιθανότητα

40 3/15 39,9 1/5 39,6 1/4 
39,6 5/15 30 2/5 38,4 1/4 
36,4 4/15 17,5 2/5 33,6 1/4 
30 2/15   25,6 1/4 
20,4 1/15     
 
Άρα 
 
Αναµενόµενη ωφελιµότητα 
Επένδυση Α Επένδυση Β Επένδυση Γ 
36,3 26,98 34,4 
 
Εποµένως θα επιλέξει την επένδυση Α. 
 
 
5.2.4. Αξιωµατική προσέγγιση στην ύπαρξη συνάρτησης αναµενόµενης 
ωφελιµότητας 
Σε αυτή την παράγραφο θα επιχειρήσουµε να δείξουµε ότι πράγµατι ένας επενδυτής 
που έχει προτιµήσεις ορθολογικές, συνεχείς και ανεξάρτητες συµπεριφέρεται όπως 
κάποιος που επιλέγει µε κριτήριο τη µεγιστοποίηση της αναµενόµενης ωφελιµοτητας 
του.  
Ας ξαναδούµε τα αξιώµατα µας (κάποια ελαφρά τροποποιηµένα) 



Α1. Πληρότητα: Ένας επενδυτής εκφράζει προτίµηση ανάµεσα σε δύο οποιαδήποτε 
βέβαια στοιχεία   
Α2. Μεταβατικότητα: Ένας επενδυτής είναι συνεπής στη διάταξη των προτιµήσεων 
του 
Α3. Ανεξαρτησία: Έστω δύο βέβαια στοιχεία ,x yως προς τα οποία ο επενδυτής είναι 
αδιάφορος και έστω ένα ακόµα βέβαιο στοιχείο. Τότε ο επενδυτής είναι αδιάφορος 
ανάµεσα στα εξής στοιχήµατα: 

z
(1 )  και (1 )p x p z p y p z⊕ − ⊕o o o − o  

Α4. «Συνέχεια» 
Α4.1 Βέβαιο Ισοδύναµο: Για κάθε στοίχηµα υπάρχει ένα βέβαιο στοιχείο  
(που το ονοµάζουµε βέβαιο ισοδύναµο του στοιχήµατος), τέτοιο ώστε ο 
επενδυτής να είναι αδιάφορος ανάµεσα στο να επιλέξει το στοίχηµα  ή το 
σίγουρο ποσό του βέβαιου ισοδύναµου  
Α4.2  Εάν  τότε  x yf (1 ) (1 )p x p y q x q y p q⊕ − ⊕ − ⇔o o f o o >  (δηλαδή 
αν υπάρχουν δύο βραβεία που το ένα είναι προτιµότερο από το άλλο, τότε 
ανάµεσα σε δύο λοτταρίες που αποτελούνται από αυτά τα βραβεία θα επιλέξω 
εκείνη που δίνει τη µεγαλύτερη πιθανότητα να κερδίσω το «καλό» βραβείο)  

 
Ας θεωρήσουµε λοιπόν µια επένδυση G µε δύο πιθανές εκβάσεις. 

  µε πιθανότητα 
0  µε πιθανότητα 1
b p

G
p

⎧
= ⎨ −⎩

 

Έστω το βέβαιο ισοδύναµο αυτής της επένδυσης (γνωρίζουµε ότι υπάρχει από το 
Α4.1). Προφανώς το εξαρτάται από την τιµή του 

c
c p (βλέπε το επόµενο διάγραµµα). 

 
 

Πιθ/τα να 
κερδίσω 
το  b 

1
p 

c b Βέβαιο ισοδύναµο 

 Έστω τώρα µια επένδυση που παράγει τα εξής αποτελέσµατα: 
 

1 1

1

N

w   µε πιθανότητα 
 
w   µε πιθανότητα 1 N

p
S

p

⎧
⎪= ⎨
⎪ −⎩

M  

 
Κάθε ένα από τα µπορεί να θεωρηθεί ως το βέβαιο ισοδύναµο κάποιου 
στοιχήµατος της µορφής  

iw



  µε πιθανότητα q
0  µε πιθανότητα 1

i
i

i

b
G

q
⎧

= ⎨ −⎩
 

Εποµένως η επένδυση    είναι ισοδύναµη µε την επένδυση  1S

1
1

1

2

  µε πιθανότητα q
  µε πιθανότητα 

0  µε πιθανότητα 1
 

  µε πιθανότητα q
  µε πιθανότητα 

0  µε πιθανότητα 1
N

N
N

b
p

q
S

b
p

q

⎧⎡ ⎤
⎪⎢ ⎥−⎣ ⎦⎪
⎪= ⎨
⎪⎡ ⎤⎪⎢ ⎥⎪ −⎣ ⎦⎩

M  

Είναι σαφές όµως ότι η µπορεί να γραφεί και ως εξής: 2S

1
2

1

  µε πιθανότητα 

0  µε πιθανότητα (1 )

N

i i
i
N

i i
i

b q
S

q p

=

=

⎧
⋅⎪⎪= ⎨

⎪ − ⋅
⎪⎩

∑

∑

p
 

Αν είχα και µια άλλη επένδυση 1S ′θα µπορούσα να τη φέρω και αυτ΄στην ισοδύναµη 

µορφή 2

  µε πιθανότητα 
0  µε πιθανότητα 1
b H

S
H

⎧′ = ⎨ −⎩
. 

Αν λοιπόν , τότε προφανώς θα προτιµήσω την  από την . Αρα το 

αποτελεί το κριτήριο που επιλέγω ανάµεσα στις διάφορες επενδύσεις. 

1

N

i i
i

q p H
=

⋅ >∑ 1S 1S ′

1

N

i i
i

q p
=

⋅∑
Ορίζω { }1: , , [0,1Nu w w →K ]  µε ( )i iu w q=  

Τότε  1
1 1

( ) [ ( , , )]
N N

i i i i N
i i

q p u w p u w w
= =

⋅ = ⋅ = Ε∑ ∑ K

Αν ονοµάσω λοιπόν την ωφελιµότητα τότε u
1

( )
N

i
i

u w p
=

i⋅∑ είναι η αναµενόµενη 

ωφελιµότητα.  
 



5.3. Οικονοµικές ιδιότητες των συναρτήσεων ωφελιµότητας 
 
Εξετάζουµε τις συναρτήσεις ωφελιµότητας σε όρους του τελικού πλούτου του 
επενδυτή. 
 
5.3.1. Ιδιότητα Ι – Περισσότερος πλούτος είναι προτιµότερος από λιγότερο 
Περισσότερος πλούτος είναι προτιµότερος από λιγότερο ⇔  
Η συνάρτηση ωφελιµότητας είναι αύξουσα ⇔    

( ) 0u w′ >  
 
5.3.2. Ιδιότητα ΙΙ -  Προτιµήσεις του επενδυτή απέναντι στον κίνδυνο 
Τρείς δυνατοί χαρακτήρες ορίζονται µε βάση τις προτιµήσεις τους απέναντι σε ένα 
δίκαιο στοίχηµα:  
Π.χ. Ας φαντασθούµε έναν επενδυτή ο οποίος έχει 1$. Του παρουσιάζουµε δύο 
επιλογές, η µία είναι να κρατήσει το 1$ ενώ η άλλη είναι να το ανταλλάξει µε ένα 
δίκαιο στοίχηµα Σ. Ο τελικός του πλούτος λοιπόν θα είναι ανάλογα µε την επιλογή 
του: 
Β (βέβαιη επένδυση)   Σ (δίκαιο στοίχηµα) 
Αποτέλεσµα Πιθανότητα  Αποτέλεσµα Πιθανότητα 
1  1   2  1/2 

0  1/2  
Το στοίχηµα Σ είναι δίκαιο αφού έχει µέση τιµή ίση µε 1, όσο το κόστος συµµετοχής 
του επενδυτή στο Σ. Για να αποφασίσει ο επενδυτής θα συγκρίνει τις αναµενόµενες 
ωφελιµότητες του τελικού του πλούτου από τις δύο εναλλακτικές Β και Σ.  
Π.χ. ο επενδυτής απορρίπτει το δίκαιο στοίχηµα  ⇔

B Af ⇔
1 1( ) ( ) (1) (2) (0)
2 2

u B u A u u u> ⇔ > ⋅ + ⋅ ⇔ (1) (0) (2) (1u u u u )− > −  

∆ηλαδή παρατηρώ ότι η απόρριψη του δίκαιου στοιχήµατος ισοδυναµεί µε το ότι η 
µεταβολή της ωφελιµότητας του όταν ο πλούτος του αλλάζει από το 0 στο 1 είναι 
µεγαλύτερη από τη µεταβολή της ωφελιµότητας του όταν ο πλούτος του αλλάζει από 
το 1 στο 2.  
 
5.3.2.1. Αποστροφή στον Κίνδυνο  
Αποστροφή στον κίνδυνο  ⇔
Ο επενδυτής απορρίπτει πάντα ένα δίκαιο στοίχηµα⇔  

( ) 0u w′′ <  
 



 

( )u w  

2u∆  

1u∆̂
 

w  

= 1w∆  2w∆  

Παρατηρείστε ότι η  είναι αύξουσα αλλά µε µειούµενο ρυθµό. Η ωφελιµότητα 
που αποκοµίζει κανείς όταν ο πλούτος του είναι π.χ. 10$ και αυξηθεί κατά 1$ είναι 
πολύ µεγαλύτερη από την ωφελιµότητα που αποκοµίζει αν ο πλούτος του είναι 
10.000$ και αυξηθεί κατά 1$.  

( )u w

 
5.3.2.2. Ουδετερότητα στον Κίνδυνο 
Ουδετερότητα στον κίνδυνο  ⇔
Ο επενδυτής είναι αδιάφορος απέναντι σε ένα δίκαιο στοίχηµα⇔  

( ) 0u w′′ =  
 

  
 

( )u w  

2u∆

1u∆
||

w  

= 1w∆  2w∆  

 
  
5.3.2.3. Προτίµηση στον κίνδυνο 
 Προτίµηση στον κίνδυνο  ⇔
Ο επενδυτής επιλέγει πάντα ένα δίκαιο στοίχηµα⇔  

( ) 0u w′′ >  



 
 

 
 

( )u w  

2u∆  

V 

1u∆

w  

= 1w∆  2w∆  

 
5.3.3. Ιδιότητα III - Πως µεταβάλλονται οι προτιµήσεις του επενδυτή καθώς 
µεταβάλλεται ο πλούτος του? 
Καθώς αυξάνεται ο πλούτος του επενδυτή αυτός θα τοποθετεί µεγαλύτερο η 
µικρότερο ποσό χρηµάτων σε αβέβαια στοιχεία? Ισοδύναµα, πως εξαρτάται από το 
επίπεδο του πλούτου του, το ποσό που θα ήταν διατεθειµένος να πληρώσει για να 
ασφαλισθεί απέναντι σε δεδοµένο κίνδυνο? 
 
Παρόµοια µπορούµε να ρωτήσουµε, καθώς αυξάνεται ο πλούτος του επενδυτή, αυτός 
θα τοποθετεί µεγαλύτερο η µικρότερο ποσοστό του πλούτου του σε αβέβαια 
στοιχεία? Ισοδύναµα, πως εξαρτάται από το επίπεδο του πλούτου του, το ποσοστό 
του πλούτου του που θα ήταν διατεθειµένος να πληρώσει για να ασφαλισθεί απέναντι 
σε δεδοµένο κίνδυνο? 
 
5.3.3.1 Μέτρο Απόλυτης Αποστροφής στον Κίνδυνο 
Έστω επενδυτής µε πλούτο και συνάρτηση ωφελιµότητας . Ας θεωρήσουµε 
επίσης µια επένδυση µε αβέβαιη έκβαση που αναπαρίσταται από µια τυχαία 
µεταβλητή 

W u

Z . Ας υποθέσουµε επίσης, χωρίς βλάβη της γενικότητας, ότι η Z είναι 
δίκαιο στοίχηµα µε  και έστω ( ) 0E Z = 2σΖ  η διακύµανση της Z .   
Έστω ότι ο επενδυτής έχει τον πλούτο και έχει κάνει απίσης αι την επένδυση W Z . 
∆ηλαδή ο επενδυτής αντιµετωπίζει την τυχαία µεταβλητή W Z+  
Έστω το βέβαιο ισοδύναµο του cW W Z+ . Αυτό σηµαίνει ότι ο επενδυτής είναι 
αδιάφορος ανάµεσα στο να έχει βέβαιο πλούτο  και στο να έχει τον αβέβαιο 
πλούτο W , δηλαδή το  είναι τέτοιο ώστε 

cW
Z+ cW cW W Z+� . 

Η διαφορά ανάµεσα στα και είναι το µεγαλύτερο ποσό που θα ήταν 
διατεθιµένος να θυσιάσει ο επενδυτής προκειµένου να απαλλαγεί από τον κίνδυνο 

W cW
Z . 

Άρα αν ο επενδυτής ασφαλιζόταν απέναντι στον κίνδυνο Z , το µεγαλύτερο 
ασφάλιστρ που θα ήταν διατεθειµένος να πληρώσει θα ήταν cW Wπ = − . Εποµένως 
το π εκφράζει ένα µέτρο απόλυτης αποστροφής του επενδυτή αέναντι στον κίνδυνο. 



Ας θεωρήσουµε το ανάπτυγµα Taylor του (u W Z )+ γύρω από το W . 
2( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2!
u Wu W Z u W u W W Z W W Z W
′′

′+ = + ⋅ + − + ⋅ + − +K  

Λαµβάνοντας τη µέση τιµή έχουµε: 
2

2

2

2

( )[ ( )] [ ( )] [ ( ) ] [ ]
2!

( )[ ( )] ( ) ( ) [ ] [ ]
2!

( )[ ( )] ( ) [( ( )) ]
2!
( )[ ( )] ( )                                   (*)
2!

u WE u W Z E u W E u W Z E Z

u WE u W Z u W u W E Z E Z

u WE u W Z u W E Z E Z

u WE u W Z u W σΖ

′′
′+ = + ⋅ + ⋅ + ⇒

′′
′+ = + ⋅ + ⋅ + ⇒

′′
+ = + ⋅ − + ⇒

′′
+ ≅ + ⋅

K

K

K

 

 
Παρόµοια: 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )                                           (**)

c

c

c

c

W W
u W u W
u W u W u W W W
u W u W u W

π
π

π
π

= − ⇒
= − ⇒

′= + ⋅ − − + ⇒
′≅ + ⋅ −

K
 

 
Άρα,  

2

2

2

( ) [ ( )]
( )( ) ( ) ( ) ( )
2!

1 ( )
2 ( )
1 ( )
2

c cW W Z u W E u W Z
u Wu W u W u W

u W
u W

A W

π σ

π σ

π σ

Ζ

Ζ
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Προφανώς όσο µεγαλύτερο είναι το ( )A W , τόσο µεγαλύτερο ποσό είναι 
διατεθειµένος να πληρώσει ο επενδυτής σε ασφάλιστρο. 
 
Ορισµοί 

Η συνάρτηση ( )( )
( )

u WA W
u W
′′−

=
′

 ονοµάζεται µέτρο απόλυτης αποστροφής στον 

κίνδυνο  
 
Εάν η συνάρτηση ( )A W είναι αύξουσα ( ( )A W′ >0), λέµε ότι ο επενδυτής έχει 
αύξουσα απόλυτη αποστροφή στον κίνδυνο. Αυτό σηµαίνει ότι όσο µεγαλύτερος 
είναι ο πλούτος του τόσο µεγαλύτερο ασφάλιστρο είναι διατεθειµένος να πληρώσει 
για να ασφαλισθεί απέναντι σε δεδοµένο κίνδυνο. Ισοδύναµα, καθώς µεγαλώνει ο 
πλούτος του επενδυτή αυτός τοποθετεί όλο και µικρότερο ποσό σε αβέβαιες 
επενδύσεις. Ένα παράδειγµα συνάρτησης ωφελιµότητας που αντανακλά αυτή τη 
συµπεριφορά δίδεται από την  

2

( ) cWu W W −=



 
Εάν η συνάρτηση ( )A W είναι σταθερή ( ( )A W′ =0), λέµε ότι ο επενδυτής έχει 
σταθερή απόλυτη αποστροφή στον κίνδυνο. Αυτό σηµαίνει ότι το ασφάλιστρο που 
είναι διατεθειµένος να πληρώσει για να ασφαλισθεί απέναντι σε δεδοµένο κίνδυνο ο 
επενδυτής είναι ανεξάρτητο από το επίπεδο του πλούτου του. Ισοδύναµα, καθώς 
µεγαλώνει ο πλούτος του επενδυτή αυτός τοποθετεί το ίδιο ποσό σε αβέβαιες 
επενδύσεις. Ένα παράδειγµα συνάρτησης ωφελιµότητας που αντανακλά αυτή τη 
συµπεριφορά δίδεται από την  ( ) cWu W e−= −
 
Εάν η συνάρτηση ( )A W είναι φθίνουσα ( ( )A W′ <0), λέµε ότι ο επενδυτής έχει 
φθίνουσα απόλυτη αποστροφή στον κίνδυνο. Αυτό σηµαίνει ότι όσο µεγαλύτερος 
είναι ο πλούτος του τόσο µικρότερο ασφάλιστρο είναι διατεθειµένος να πληρώσει για 
να ασφαλισθεί απέναντι σε δεδοµένο κίνδυνο. Ισοδύναµα, καθώς µεγαλώνει ο 
πλούτος του επενδυτή αυτός τοποθετεί όλο και µεγαλύτερο ποσό σε αβέβαιες 
επενδύσεις. Ένα παράδειγµα συνάρτησης ωφελιµότητας που αντανακλά αυτή τη 
συµπεριφορά δίδεται από την ( ) ln( )u W W=  
 
 
 
 
5.3.3.2. Μέτρο Σχετικής Αποστροφής στον Κίνδυνο 
Σε συνέχεια της προηγούµενης παραγράφου, θα εισάγουµε ένα άλλο µέτρο 
αποστροφής στον κίνδυνο που εστιάζει στον κίνδυνο ως ποσοστό του πλούτου του 
επενδυτή. Συγκεκριµένα, έστω επενδυτής µε πλούτο W και συνάρτηση ωφελιµότητας 

. Ας θεωρήσουµε επίσης ότι ο επενδυτής έχει τοποθετήσει τον πλούτο του σε µια 
επένδυση η απόδοση της οποίας είναι αβέβαιη και αναπαρίσταται από µια τυχαία 
µεταβλητή 

u

R . Ας υποθέσουµε επίσης, χωρίς βλάβη της γενικότητας, ότι η R είναι 
δίκαιο στοίχηµα µε  και έστω ( ) 0E R = 2

Rσ  η διακύµανση της R .   
∆ηλαδή ο τελικός πλούτος του επενδυτή περιγράφεται από την τυχαία µεταβλητή 

 W WR+
 Αναρωτιόµαστε ποιο είναι το µεγαλύτερο ποσοστό ϖ  του πλούτου του επενδυτή  
που θα ήταν διατεθειµένος να πληρώσει σε ασφάλιστρο προκειµενου να απαλλαγεί 
από τον κίνδυνο R . 
Προφανώς το µεγαλύτερο τέτοιο ποσοστό ϖ που θα ήταν διατεθειµένος να πληρώσει 
έιναι τέτοιο ώστε να είναι αδιάφορος ανάµεσα στο να κρατήσει την αβέβαιη 
επένδυση ή να απαλλαγεί από την αβεβαιότητα που αυτή εκφράζει, δηλαδή: 
W WR W Wϖ+ −�  
Το αριστερό µέλος της προηγούµενης σχέσης εκφράζει τον τελικό του πλούτο αν δεν 
ασφαλισθεί απέναντι στον κίνδυνο R ενώ το δεξί µέλος εκφράζει τον τελικό του 
πλούτο εάν ασφαλισθεί έναντι ποσού Wϖ  
Η σχέση αυτή ισοδυναµεί µε την  

( ) ( )Eu W WR u W Wϖ+ = −  
Θεωρώντας το ανάπτυγµα Taylor στο (u W WR)+ γύρω από το W έχουµε: 

21( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ...
2

u W WR u W u W W WR W u W W WR W′ ′′+ = + + − + + − + ⇒  

2 21( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ...
2

Eu W WR u W u W WE R u W W E R′ ′′+ = + + + ⇒  



2 21( ) ( ) ( ) ...
2 REu W WR u W u W W σ′′+ = + +  

Αντίστοιχα, θεωρώντας το ανάπτυγµα Taylor στο (u W W )ϖ− γύρω από το 
έχουµε: W

( ) ( ) ( )( ) ...u W W u W u W Wϖ ϖ′− = + − +  
Από τις δύο τελευταίες σχέσεις προκύπτει 

( )2 21 ( ) 1 ( )
2 ( ) 2R R

u W W A W
u W

ϖ σ σ
′′⎛ ⎞−

= =⎜ ⎟′⎝ ⎠
W  

 
Ορισµοί 

Η συνάρτηση ( )( ) ( )
( )

u WR W A W W W
u W
′′−

= =
′

 ονοµάζεται µέτρο σχετικής αποστροφής 

στον κίνδυνο. 
 
 
Εάν η συνάρτηση ( )R W είναι αύξουσα ( ( )R W′ >0), λέµε ότι ο επενδυτής έχει 
αύξουσα σχετική αποστροφή στον κίνδυνο. Αυτό σηµαίνει ότι όσο µεγαλύτερος 
είναι ο πλούτος του τόσο µεγαλύτερο ποσοστό του πλούτου του είναι διατεθειµένος 
να πληρώσει για να ασφαλισθεί απέναντι σε δεδοµένο κίνδυνο. Ισοδύναµα, καθώς 
µεγαλώνει ο πλούτος του επενδυτή αυτός τοποθετεί όλο και µικρότερο ποσοστό του 
πλούτου του σε αβέβαιες επενδύσεις. Ένα παράδειγµα συνάρτησης ωφελιµότητας 
που αντανακλά αυτή τη συµπεριφορά δίδεται από την 2( )u W W b W= − ⋅  
 
Εάν η συνάρτηση ( )R W είναι σταθερή ( ( )R W′ =0), λέµε ότι ο επενδυτής έχει 
σταθερή σχετική αποστροφή στον κίνδυνο. Αυτό σηµαίνει ότι το ποσοστό του 
πλούτου του που είναι διατεθειµένος να πληρώσει για να ασφαλισθεί απέναντι σε 
δεδοµένο κίνδυνο είναι ανεξάρτητο από το επίπεδο του πλούτου του.. Ισοδύναµα, 
καθώς µεγαλώνει ο πλούτος του επενδυτή αυτός τοποθετεί το ίδιο ποσοστό του 
πλούτου του σε αβέβαιες επενδύσεις. Ένα παράδειγµα συνάρτησης ωφελιµότητας 
που αντανακλά αυτή τη συµπεριφορά δίδεται από την ( ) ln( )u W W=  
 
Εάν η συνάρτηση ( )R W είναι φθίνουσα ( ( )R W′ <0), λέµε ότι ο επενδυτής έχει 
φθίνουσα σχετική αποστροφή στον κίνδυνο. Αυτό σηµαίνει ότι όσο µεγαλύτερος 
είναι ο πλούτος του τόσο µικρότερο ποσοστό του πλούτου του είναι διατεθειµένος να 
πληρώσει για να ασφαλισθεί απέναντι σε δεδοµένο κίνδυνο. Ισοδύναµα, καθώς 
µεγαλώνει ο πλούτος του επενδυτή αυτός τοποθετεί όλο και µεγαλύτερο ποσοστό του 
πλούτου του σε αβέβαιες επενδύσεις. Ένα παράδειγµα συνάρτησης ωφελιµότητας 
που αντανακλά αυτή τη συµπεριφορά δίδεται από την  

1/ 22( ) Wu W e
−⋅= −

 
 
5.3.4. Συνοψίζοντας 
Ι. Περισσότερος πλούτος είναι προτιµότερος από λιγότερο ⇔ ( ) 0u w′ >  
 
ΙΙ. Προτιµήσεις ως προς τον κίνδυνο   

Κριτήριο:  ( )u w′′
Κατάσταση Ορισµός Ιδιότητα 



Αποστροφή 
στον κίνδυνο 

Απορρίπτει το δίκαιο στοίχηµα ( ) 0u w′′ <  

Ουδετερότητα  
στον κίνδυνο 

Αδιάφορος στο δίκαιο στοίχηµα ( ) 0u w′′ =  

Προτίµηση  
στον κίνδυνο 

Επιλέγει το δίκαιο στοίχηµα ( ) 0u w′′ >  

 
ΙΙΙ.  Μέτρα αποστροφής στον κίνδυνο 

 Μέτρο απόλυτης αποστροφής ( )( )
( )

u WA W
u W
′′−

=
′

 

 Μέτρο σχετικής αποστροφής  ( )( ) ( )
( )

u WR W A W W W
u W
′′−

= =
′

 

 
 
IV. Απόλυτη Αποστροφή στον κίνδυνο Κριτήριο: ( )A W′  

Κατάσταση Ορισµός Ιδιότητα παράδειγµα 
Αύξουσα 
Απόλυτη Αποστροφή 
στον κίνδυνο 

Καθώς ο πλούτος 
αυξάνεται τοποθετεί 
µικρότερο ποσό σε 
αβέβαιες επενδύσεις 

( ) 0A w′ >  2

( ) cWu W W −=  

Σταθερή 
Απόλυτη Αποστροφή 
στον κίνδυνο 

Καθώς ο πλούτος 
αυξάνεται τοποθετεί το 
ίδιο ποσό σε αβέβαιες 
επενδύσεις 

( ) 0A w′ =  ( ) cWu W e−= −  

Φθίνουσα 
Απόλυτη Αποστροφή 
στον κίνδυνο 

Καθώς ο πλούτος 
αυξάνεται τοποθετεί 
µεγαλύτερο ποσό σε 
αβέβαιες επενδύσεις 

( ) 0A w′ <  ( ) ln( )u W W=  

 
V. Σχετική Αποστροφή στον κίνδυνο Κριτήριο: ( )R W′  

Κατάσταση Ορισµός Ιδιότητα παράδειγµα 
Αύξουσα 
Σχετική 
Αποστροφή 
στον κίνδυνο 

Καθώς ο πλούτος 
αυξάνεται τοποθετεί 
µικρότερο ποσoστό σε 
αβέβαιες επενδύσεις 

( ) 0R w′ >  2( )u W W b W= − ⋅

Σταθερή  
Σχετική 
Αποστροφή 
στον κίνδυνο 

Καθώς ο πλούτος 
αυξάνεται τοποθετεί 
το ίδιο ποσοστό 
σε αβέβαιες επενδύσεις 

( ) 0R w′ =  ( ) ln( )u W W=  

Φθίνουσα 
Σχετική 
Αποστροφή 
στον κίνδυνο 

Καθώς ο πλούτος 
αυξάνεται τοποθετεί 
µεγαλύτερο ποσοστό σε 
αβέβαιες επενδύσεις 

( ) 0R w′ <  1/ 22( ) Wu W e
−⋅= −  

 
 



5.4. Παραδείγµατα 
 
5.4.1. Παράδειγµα 1 
Έστω ότι ο υπάλληλος µιας Τράπεζας πρέπει να αποφασίσει για την έγκριση δανείου 
σε κάποιο πελάτη. Αντιµετωπίζει λοιπόν τα εξής ενδεχόµενα: 
Ε1: Εγκρίνει το δάνειο και ο πελάτης αποδεικνύεται αξιόπιστος 
Ε2: ∆εν εγκρίνει το δάνειο και ο πελάτης αποδεικνύεται αξιόπιστος 
Ε3: Εγκρίνει το δάνειο και ο πελάτης αποδεικνύεται αναξιόπιστος 
Ε4: ∆εν εγκρίνει το δάνειο και ο πελάτης αποδεικνύεται αναξιόπιστος  
Έστω ότι το ενδεχόµενο Εi µπορί να συµβεί µε πιθανότητα ip  . ∆ηλαδή ο υπάλληλος 
αντιµετωπίζει τη λοτταρία 1 1 2 2 3 3 4 4p E p E p E p E⊕ ⊕ ⊕o o o o  µε 

. Έστω επίσης ότι στα ενδεχόµενα  αντιστοιχούν χρηµατικά 
ποσά 

1 2 3 4 1p p p p+ + + = iE

iX  (π.χ. κέρσος ή ζηµιά της Τράπεζας εάν συµβεί το ενδεχόµενο iX ). Τότε 
έχυµε µετατρέψει την προηγούµενη λοτταρία σε µια χρηµατική λοτταρία 

1 1 2 2 3 3 4 4p X p X p X p X⊕ ⊕ ⊕o o o o  
 
5.4.2. Παράδειγµα 2 (Σύνθετη λοτταρία) 
Υποθέτω το πείραµα ρίψης ενός νοµίσµατος µε πιθανά αποτελέσµατα Κ για κορώνα 
και Γ για γράµµατα. Έστω επίσης ότι η πιθανότητα να έλθει Κ είναι  ενώ 
ηπιθανότητα να έλθει Γ είναι 

p
1 p− . Μπορώ να ανπαραστήσω τη ρίψη του 

νοµίσµατος µε µια λοτταρία (1 )p pΚ ⊕ − Γo o  
Έστω ότι όταν έρχεται Κ το βραβείο είναι ΚΧ ενώ όταν έρχεται Γ το βραβείο είναι 

. Τότε έχω τη χρηµατική λοτταρία ΓΧ (1 )p pΚ ΓΧ ⊕ − Χo o  
Έστω τώρα ότι το κέρµα του παιχνιδιού το προµηθεύει κάποιος ο οποίος µε 
πιθανότητα µας φέρνει ένα νόµισµα που έχει πιθανότητα 1q 1p  για Κ (και 1(1 )p−  για 
Γ, µε πιθανότητα µας φέρνει ένα νόµισµα που έχει πιθανότητα 2q 2p  για Κ (και 

2(1 )p−  για Γ και µε πιθανότητα µας φέρνει ένα νόµισµα που έχει πιθανότητα 3q 3p  
για Κ (και 3(1 )p−  για Γ. 
Τότε αντιµετωπίζουµε την εξής σύνθετη λοτταρία: 

1 1 1 2 2 2 3 3 3[ (1 ) ] [ (1 ) ] [ (1 )q p p q p p q p pΚ Γ Κ Γ ΚΧ ⊕ − Χ ⊕ Χ ⊕ − Χ ⊕ Χ ⊕ − Χo o o o o o o o o ]Γ

3

3

)]

 
Προφανώς η πιθανότητα να κερδίσει κάποιος το βραβείο είναι 

  ενώ η πιθανότητα για το βραβείο είναι 
. 

ΚΧ

1 1 2 2 3q p q p q p⋅ + ⋅ + ⋅ ΓΧ

1 1 2 2 3(1 ) (1 ) (1 )q p q p q p⋅ − + ⋅ − + ⋅ −
∆ηλαδή αυτή η σύνθετη λοτταρία είναι ισοδύναµη µε την εξής απλή 

1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3[ ]  [ (1 ) (1 ) (1q p q p q p q p q p q pΚ Γ⋅ + ⋅ + ⋅ Χ ⊕ ⋅ − + ⋅ − + ⋅ − Χo o  
 
5.4.3. Παράδειγµα 3 (Το παράδοξο του St Petersbourg) 
Θεωρείστε το εξής παιχνίδι. Ρίχνω ένα (δίκαιο) κέρµα µέχρι να φέρει κορώνα (Κ). Αν 
έλθει Κ για πρώτη φορά στη n-στη ρίψη του νοµίσµατος ο παίκτης λαµβάνει 12n−  
αλλιώς 0. Παρατηρώ ότι η πιθανότητα να έλθει Κ για πρώτη φορά στη n-στη ρίψη 

του νοµίσµατος είναι 1
2n np =  οπότε σε αυτή την περίπτωση λαµβάνεται το βραβείο 

 12n
nX −=

Η µέση τιµή αυτού του παιχνιδιού είναι : 



2 1 1
2 3

1 1

1 1 1 1 1 11 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2

n n
n n

n n

∞ ∞
− −

= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⋅ + ⋅ + ⋅ + + ⋅ + = ⋅ = = ∞⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑ ∑K K  

(Προφανώς αυτό το παιχνίδι αναπαρίσταται από τη λοτταρία 

1 2 32 3

1 1 1 1
2 2 2 2 nnX X X X+ + ⋅ + + +o o K o K  δηλαδή την  

2 1
2 3

1 1 1 11 2 2 2
2 2 2 2

n
n

−+ + ⋅ + + +o o K o K) 

 
Μάλλον δεν θα ήταν διατεθειµένος να πληρώσει κάποιος τη δίκαιη τιµή για να παίξει 
αυτό το παιχνίδι! 
Έστω όµως ότι κάποιος παίκτης έχει συνάρτηση ωφελιµότητας  ( ) ln( )u X X=
Τότε η αναµενόµενη ωφελιµότητα του από αυτό το παιχνίδι είναι  

1

1 1

1 1[ ( )] ( ) ln(2 ) 0,6931
2 2

n
nn n

n n

u X u X
∞ ∞

−

= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞Ε = ⋅ = ⋅ = <⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑ ∑ ∞

π

 

Εποµένως αυτός ο παίκτης αναρωτιέται ποιο είναι εκείνο το ποσό που του δίνει την 
ίδια ωφελιµότητα. ∆ηλαδή 0,6931( ) 0,6931 ln( ) 0,6931 e 2u π π π= ⇔ = ⇔ = ⇔ ≅  
Άρα το µεγαλύτερο ποσόπου είναι διατεθειµένος να πληρώσει αυτός ο παίκτης για να 
παίξει αυτό το παιχνίδι είναι το βέβαιο ισοδύναµο (βάσει της συνάρτησης 
ωφελιµότητας του) δηλαδή 2. 
 
5.4.4. Παράδειγµα 4 
Έστω ότι ο Α έχει ένα λαχείο που περιγράφεται από τη λοτταρία 1 2(1 )p X p⊕ −o o X . 
Σε ποια τιµή θα ήταν διατεθειµένος να πουλεήσει αυτό το λαχείο? 
Έστω ο πλούτος του Α. Κρατώντας το λαχείο αντιµετωπίζει την εξής λοτταρία 
σχετικά µε τον τελικό του πλούτο. 

W

1 2:   ( ) (1 ) ( )L p W X p W X+ ⊕ − +o o  
Πουλώντας το λαχνο για ποσό π  θα έχει ένα βέβαιο τελικό πλούτο W π+  
Θέλει λοιπόν να επιλέξει για ποιο ποσό π θα ήταν αδιάφορος ανάµεσα στο W π+  
και στη λοτταρία L . ∆ηλαδή για ποιο π  ισχύει 

1 2( ) (1 ) (W p W X p W X )π+ + ⊕ − +� o o  
Αν είναι η συνάρτηση ωφελιµότητας του Α τότε η προηγούµενη σχέση είναι 
ισοδύναµη µε την εξίσωση  

( )u X

1 2( ) ( ) (1 ) (u W p u W X p u W X )π+ = ⋅ + + − ⋅ +  
Οπότε αν γνωρίζω τη συνάρτηση ωφελιµότητας λύνω ως προς π  
 
5.4.5. Παράδειγµα 5 (Ζήτηση για ασφάλεια) 
Έστω άτοµο µε αρχικό πλούτο W. Έστω ότι µε πιθανότητα p µπορεί να χάσει ένα 
ποσό K . Μπορεί να αγοράσει ασφάλεια ώστε αν συµβεί η απώλεια να εισπράξει 
αποζηµίωση . Έστω Q π  το ασφάλιστρο ανά µονάδα κάλυψης (οπότε προκειµένου 
να εισπράξει αποζηµίωση , θα πρέπει να πληρώσει ασφάλιστρα Q Qπ ⋅ ). Πόση 
κάλυψη θα αγοράσει αυτό το άτοµο? 
Έστω η συνάρτηση ωφελιµότητας του ατόµου. Το άτοµο αντιµετωπίζει τις εξής 
επιλογές (λοτταρίες) καθώς το Q  µεταβάλλεται: 

u

( ) :   [ ] (1 ) [ ]L Q p W K Q Q p W Qπ π− − ⋅ + ⊕ − − ⋅o o  
Η αναµενόµενη ωφελιµότητα µιας τέτοιας επιλογής είναι: 
EU(Q)= [ ] (1 ) [ ]p u W K Q Q p u W Qπ π⋅ − − ⋅ + + − ⋅ − ⋅  



Θέλει να µεγιστοποιήσει την αναµενόµενη ωφελιµότητα ως προς  Q
∆ηλαδή θέλει η παράγωγος του ως προς Q να ισούται µε µηδέν. EU(Q)
Εποµένως έχουµε 
EU(Q) =0
 [ ] (1 ) [ ]

[ ] (1 )                            (*)
[ ] (1 )

p u W K Q Q p u W Q
u W K Q Q p

u W Q p

π π
π π
π π

′ ⇔
′ ′⋅ − − ⋅ + + − ⋅ − ⋅ = ⇔

′ − − ⋅ + − ⋅
=

′ − ⋅ − ⋅

0  

 
Από την πλευρά της εταιρείας: 
Η εταιρεία θα λάβει Q Qπ ⋅ −  µε πιθανότητα (αν η απώλεια συµβεί), ενώ θα λάβει p

Qπ ⋅ µε πιθανότητα 1 (αν η απώλεια δε συµβεί). p−
Το αναµενόµενο κέρδος της εταιρείας είναι: 

( ) ( ) (1 ) ( ) [ ( 1) (1 ) ]E G p Q Q p Q p p Qπ π π π= ⋅ ⋅ − + − ⋅ ⋅ = ⋅ − + − ⋅ ⋅  
Ας υποθέσουµε τώρα ότι το αναµενόµενο κέρδος της εταιρείας είναι 0 (π.χ. λόγω 
αναταγωνισµού ή προσφορών). Τότε η τελευταία σχέση ισοδυναµεί µε p π= . Τότε 
όµως η σχέση (*) ισοδυναµεί µε την [ ] [u W K Q Q u W Q]π π′ ′− − ⋅ + = − ⋅  
 
Ας υποθέσουµε ότι ο ασφαλιζόµενος αποστρέφεται αυστηρά τον κίνδυνο. Αυτό όµως 
σηµαίνει ότι  0u u W K Q Q W Q Kπ π′′ ′< ⇒ ↓⇒ − − ⋅ + = − ⋅ ⇒ = Q
Άρα ένα άτοµο που αποστρέφεται αυστηρά τον κίνδυνο θα ασφαλίσει πλήρως τον 
εαυτό του απέναντι στον κίνδυνο που αναµένει. 
 
 
 
 
 



5.5. Ασκήσεις 
 
1) Έχετε έσοδα 20.000$ σε κάθε µία από 2 περιόδους. Επίσης έχετε τη 

δυνατότητα να δανείσετε ή να δανεισθείτε µε επιτόκιο 10% ετήσια 
ανατοκιζόµενο. Έστω ότι η διάρκεια κάθε περιόδου είναι ένα έτος και ο 
αρχικός σας πλούτος είναι 50.000$. Προσδιορίστε το σύνολο εφικτών 
επιλογών κατανάλωσης. 

 
2) Έχετε έσοδα 5.000$ σε κάθε µία από 2 περιόδους. Επίσης έχετε τη 

δυνατότητα να δανείσετε µε επιτόκιο 10% και να δανεισθείτε µε επιτόκιο 20% 
ετήσια ανατοκιζόµενα. Έστω ότι η διάρκεια κάθε περιόδου είναι ένα έτος. 
Προσδιορίστε το σύνολο εφικτών επιλογών κατανάλωσης. 

 
3) Έστω ότι έχετε µια συνάρτηση προτίµησης 1 2 1 2p C C C C= + + ⋅  όπου  η 

κατανάλωση της πρώτης και της δεύτερης περιόδου αντίστοιχα,. Να βρείτε 
όλα τα ζευγάρια  για (i)  p=50 και (ii) p=100. Τι είναι αυτά τα σύνολα 
που βρήκατε? 

1 2,C C

1 2( , )C C

 
4) Έστω ότι έχετε τη δυνατότητα να δανείσετε και να δανεισθείτε µε επιτόκιο 

10% ετήσια ανατοκιζόµενο. Επίσης έχετε έσοδα 5.000$ σε κάθε περίοδο όπου 
η κάθε περίοδος είναι ένα έτος.  Εάν η συνάρτηση προτίµησης σας είναι αυτή 
της προηγούµενης άσκησης να βρεθεί η προτιµώµενη εφικτή επιλογή 
κατανάλωσης. 

 
5) Έστω ότι έχετε έσοδα 10.000$ σε κάθε µια από 2 ετήσιες περιόδους. Επίσης 

κληρονοµείτε 10.000$ τη δεύτερη περίοδο. Έστω ότι τα επιτόκια στα οποία 
µπορείτε να δανείσετε ή να δανεισθείτε είναι 20% το χρονο ετήσια 
ανατοκιζόµενα. Ποιο είναι το µέγιστο ποσό που µπορεί να καταναλωθεί την 
πρώτη περίοδο? Την δεύτερη περίοδο? (σηµείωση: δεν γνωρίζετε από την 
πρώτη περίοδο ότι θα έχετε την κληρονοµιά τη δεύτερη περίοδο) 

 
6) Για ποιες συναρτήσεις ωφελιµότητας είναι σταθερό το (i) µέτρο απόλυτης 

αποστροφής στον κίνδυνο, (ii) µέτρο σχετικής αποστροφής στον κίνδυνο 
 

7) Ποιες από τις παρακάτω συναρτήσεις ωφελιµότητας δεν αντιστοιχούν σε 
επενδυτή που αποστρέφεται τον κίνδυνο? (i) ( ) ln( )u W W=  (ii) ( )u W W γ=  
(iii) ( ) ,  (µε 0)r Wu W e r− ⋅= > . Να κάνετε και τις γραφικές τους παραστάσεις. 

 
8) Έστω µια συνάρτηση ωφελιµότητας και ( )u W ( ) ( )V W a b u W= + ⋅ µια άλλη 

συνάρτηση ωφελιµότητας. Να δειχθεί ότι (i) οι και οδηγούν τον 
επενδυτή στις ίδιες επιλογές (ii) οι και οδηγούν στον ίδιο 
συντελεστή αποστροφής στον κίνδυνο (δηλ. 

( )u W ( )V W
( )u W ( )V W

( ) ( )u VA W A W= ) 
 
9) Ποια είναι η προτιµότερη από τις παρακάτω τρείς επενδύσεις εάν 

2

( )
2

Wu W W= −  

Επένδυση Α  Επένδυση Β  Επένδυση Γ  
Αποτέλεσµα Πιθανότητα Αποτέλεσµα Πιθανότητα Αποτέλεσµα Πιθανότητα



σε πλούτο  σε πλούτο σε πλούτο 
5 1/3 4 ¼ 1 1/5 
6 1/3 7 ½ 9 3/5 
9 1/3 10 ¼ 8 1/5 

 
10) Έστω . Ποια είναι η προτιµόµενη επένδυση στην προηγούµενη 

άσκηση? 

1/ 2( )u W W −= −

 
11) Έστω 

Επένδυση Α  Επένδυση Β  
Αποτέλεσµα σε 
πλούτο 

Πιθανότητα Αποτέλεσµα σε 
πλούτο 

Πιθανότητα 

7 2/5 5 1/2 
10 1/5 12 1/4 
14 2/5 20 1/4 

Ποια είναι η προτιµόµενη επένδυση εάν u W 2( ) 2 0,04W W= ⋅ − ⋅  
  
12) Έστω η Β επιλογή της προηγούµενης άσκησης. Η πιθανότητα για αποτέλεσµα 

5 είναι ½ και για 12 είναι ¼. Πόσο πρέπει να αλλάξουν αυτές οι πιθανότητες 
ώστε ο επενδυτής να είναι αδιάφορος ανάµεσα στις επιλογές Α και Β? 

 
13) Έστω . Ποια είναι τα χαρακτηριστικά αυτής της συνάρτησης 

ως προς την απόλυτη και τη σχετική αποστροφή? 

1/ 2( )u W W −= −

 
14) Έστω µε σταθερές. Ποια πρέπει να είναι τα πρόσηµα των 

ώστε ο επενδυτής να προτιµά περισσότερα από λιγότερα και να 
αποστρέφεται τον κίνδυνο? 

( ) b Wu W a e− ⋅= ⋅ ,a b
,a b

 
15) Έστω . Αν προτιµά περισσότερα από λιγότερα και 

αποστρέφεται τον κίνδυο, τι µπορώ να πω για τα πρόσηµα των ?Τι 
ιδιότητες έχει η συνάρτηση ως προς την απόλυτη και τη σχετική αποστροφή? 

( ) c Wu W a b e ⋅= + ⋅
, ,a b c

 
16) Θεωρείστε 

Επένδυση Α  Επένδυση Β  
Αποτέλεσµα σε 
πλούτο 

Πιθανότητα Αποτέλεσµα σε 
πλούτο 

Πιθανότητα 

5 0,2 6 0,3 
7 0,5 8 0,6 
10 0,3 9 0,9 

Έστω . Ποιά από τις Α και Β είναι προτιµότερη. Ποιο είναι 
το ελάχιστο ποσό που πρέπει να µεταβληθεί το αποτέλεσµα 5 ώστε ο επενδυτής 
να είναι αδιάφορος ανάµεσα στις Α και Β? 

2( ) 0,05u W W W= − ⋅

2

 
17) Έστω ότι ο Α έχει ένα λαχείο που περιγράφεται από τη λοτταρία 

1 (1 )p X p⊕ −o Xo . Σε ποια τιµή θα ήταν διατεθειµένος να πουλεήσει αυτό 
το λαχείο αν έχει συνάρτηση ωφελιµότητας ( ) ln( )u X X= . Σε τι τιµήθα ήαν 



διατεθειµένος να αγοράσει αυτό το λαχείο ο Β αν έχει την ίδια συνάρτηση 
ωφελιµότητας? 

 

18) Ένα άτοµο έχει συνάρτηση ωφελιµότητας της µορφής 1( )u W
W

= − . Του 

προσφέρεται ένα στοίχηµα που του δίνει πλούτο ίσο µε  µε πιθανότητα  
και πλούτο µε πιθανότητα 

1W p

2W 1 p− . Τι πλούτο θα πρέπει να έχει τώρα ώστε 
να είναι αδιάφορος ανάµεσα στο να κρατήσει τον τρέχοντα πλούτο του ή να 
δεχτεί το στοίχηµα. 

 
19) Ένα άτοµο µε πλούτο Χ έχει την ευκαιρία να στοιχηµατίσει στο αν θα συµβεί 

κάποιο γεγονός. Ξέρει ότι η πιθανότητα να συµβεί το γεγονός είναι p . Αν 
στοιχηµατίσει ποσό  και κερδίσει θα εισπράξει w 2 w⋅ , αλλιώς δεν θα 
εισπράξει τίποτα. Η συνάρτηση ωφελιµότητας αυτού του ατόµου είναι 

 µε . Ποιό είναι το βέλτιστο ποσό  που θα πρέπει να 
στοιχηµατίσει? 

( ) r Xu X e− ⋅= 0r > w

 
20) Υποθέστε ότι ένας φίλος σας έχει 10.000$ στο λογαριασµό του και ένα 

αυτοκίνητο το οποίο αξίζει 2.100$. Το αυτοκίνητο έχει πιθανότητα 10% να 
κλαπεί. Έστω η συνάρτηση ωφελιµότητας του πλούτου του. 1/ 2( )u X X=

a. Ποια η µέση τιµή του πλούτου του? 
b. Ποια η αναµενόµενη ωφελιµότητα του πλούτου του? 
c. Αποστρέφεται τον κίνδυνο ή τον προτιµά? 
d. Μια ασφαλιστική εταιρεία προσφέρει ασφάλεια για κλοπή 

αυτοκινήτου µε αποζηµίωση C=2.100$. Ποιο θα ήταν το ποσό που θα 
ήταν πρόθυµος να πληρώσει για µια τέτοια ασφάλιση? 

e. Θα συνέφερε µια ασφαλιστική ετιαρεία να προσφέρει ένα τέτοιο 
συµβόλαιο? 

 
21) Ένα άτοµο έχει συνάρτηση ωφελιµότητας της µορφής  και αρχικά 

έχει πλούτο 4$. ¨εχει στην κατοχή του ένα λαχείο το οποίο όταν κληρώσει θα 
αξίζει 12 $ µε πιθανότητα 1/2  και 0$ µε πιθανότητα 1/2.  

1/ 2( )u X X=

a. Ποια η αναµενόµενη ωφελιµότητα του πλούτου του? 
b. Ποια είναι η χαµηλότερη τιµή στην οποία θα ήταν διατεθειµένος να 

πουλήσει το λαχείο? 
 

22) Έστω συνάρτηση ωφελιµότητας και( )u w ( )A w  το σχετικό µέτρο απόλυτης 
αποστροφής στον κίνδυνο. Αν το µέτρο ( )A w  είναι σταθερό και ίσο µε 
K τότε η συνάρτηση ωφελιµότητας έχει τη µορφή  . 
Αντίστροφα, αν η συνάρτηση ωφελιµότητας έχει τη µορφή  
τότε µέτρο 

( ) K xu w a e b− ⋅= ⋅ +
( ) K xu w a e b− ⋅= ⋅ +

( )A w  είναι σταθερό και ίσο µε K  
 

23) Έστω συνάρτηση ωφελιµότητας και( )u w ( )A w  το σχετικό µέτρο απόλυτης 
αποστροφής στον κίνδυνο. Αν το µέτρο ( )A w  είναι σταθερό και ίσο µε 
K τότε η συνάρτηση ωφελιµότητας έχει τη µορφή  . ( ) K xu w a e b− ⋅= ⋅ +



Αντίστροφα, αν η συνάρτηση ωφελιµότητας έχει τη µορφή  
τότε µέτρο 

( ) K xu w a e b− ⋅= ⋅ +
( )A w  είναι σταθερό και ίσο µε K  

 
24) ∆ιατυπώστε και λύστε ανάλογη µε την ποηγούµενη άσκηση αλλά για σταθερό 

µέτρο σχετικής αποστροφής στον κίνδυνο. 
 

 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6 
 

∆ιάφορα 
 

6.1. ∆ιάφορες Εφαρµογές 
6.1.1. 
Έστω επενδυτής µε αρχικό κεφάλαιο W ο οποίος καλείται να τοποθετήσει 
χρήµατα σε µια επένδυση. Ο επενδυτής έχει τη δυνατότητα να τοποθετήσει 
οποιοδήποτε ποσό x επιθυµεί από 0 έως W. Το ποσό που θα επενδύσει είτε θα 
διπλασιαστεί µε πιθανότητα είτε θα χαθεί τελείως µε πιθανότητα . Αν 
υποθέσουµε ότι  πόσο θα πρέπει να επενδύσει ο επενδυτής δεδοµένου ότι 
εκφράζει τις προτιµήσεις του τελικού του πλούτου µε λογαριθµική συνάρτηση 
ωφελιµότητας? 

p 1 p−
1/ 2p >

Απάντηση 
Έστω [0,1]π ∈ , το ποσοστό του πλούτου W το οποίο τοποθετεί ο επενδυτής στην 
επένδυση. ∆ηλαδή ο επεδυτής τοποθετεί ποσό Wπ ⋅  στην επένδυση. Τότε ο 
τελικός του πλούτος θα είναι είτε W Wπ+ ⋅  µε πιθανότητα  είτε Wp Wπ− ⋅  µε 
πιθανότητα 1 .  p−
Εποµένως η αναµενόµενη ωφελιµότητα του τελικού του πλούτου θα είναι: 

ln[(1 ) ] (1 ) ln[(1 ) ]
ln(1 ) ln( ) (1 ) ln(1 ) (1 ) ln( )

ln( ) ln(1 ) (1 ) ln(1 )

p W p W
p p W p p

W p p
W

π π
π π

π π

⋅ + ⋅ + − ⋅ − ⋅ =
⋅ + + ⋅ + − ⋅ − + − ⋅ =

+ ⋅ + + − ⋅ −
 

Για να βρούµε για ποιο π  µεγιστοποιείται η αναµενόµενη ωφελιµότητα του 
επενδυτή, θα βρούµε για ποιο π  µηδενίζεται η παράγωγος της τελευταίας 
παράστασης ως προς π   

Έχουµε d 1(ln( ) ln(1 ) (1 ) ln(1 )
d 1

p pW p pπ π
1π π π
−

+ ⋅ + + − ⋅ − = −
+ −

 

και εξισώνοντας µε το µηδέν, έχουµε ότι 2 1pπ = −  
Άρα, αυτός ο επενδυτής θα πρέπει να τοποθετήσει ποσοστό  του πλούτου 
του στην επένδυση ή ισοδύναµα ποσό ίσο µε (2

(2 1)p −
1)p W− ⋅  

Για παράδειγµα, εάν η πιθανότητα κέρδους είναι 60% τότε θα πρέπει να 
τοποθετήσει το 20% του πλούτου του. Εάν η πιθανότητα κέρδους είναι 70% θα 
πρέπει να επενδύσει το 40% του πλούτου του κλπ.  
(Άσκηση: ∆είξτε στο προηγούµενο παράδειγµα, ότι εάν   τότε το 
βέλτιστο ποσό που θα πρέπει να επενδύσει ο επενδυτής είναι 0) 

1/ 2p ≤

 
6.1.1. 
Ας υποθέσουµε στο προηγούµενο παράδειγµα ότι, ενώ το προς επένδυση ποσό  

Wπ ⋅  πρέπει να πληρωθεί άµεσα, η πληρωµή  2 Wπ⋅ ⋅ (εφόσον η επένδυση 
αποβεί κερδοφόρα) θα λάβει χώρα ένα έτος αργότερα. Ας υποθέσουµε επίσης ότι 
το ποσό που δε θα τοποθετηθεί στην επένδυση µπορεί να τοποθετηθεί στην 
Τράπεζα και να κερδίζει ετήσιο απλό επιτόκιο . Με αυτές τις υποθέσεις τι ποσό 
θα πρέπει να επενδύσει ο επενδυτής? 

r

Απάντηση 
Έστω [0,1]π ∈ , το ποσοστό του πλούτου W το οποίο τοποθετεί ο επενδυτής στην 
επένδυση. ∆ηλαδή ο επεδυτής τοποθετεί ποσό Wπ ⋅  στην επένδυση και 
(1 ) Wπ− ⋅  στην Τράπεζα. Ένα έτος αργότερα ο επενδυτής θα έχει 



(1 ) (1 )r Wπ+ ⋅ − ⋅  στην Τράπεζα ενώ η επένδυση του θα αξίζει είτε 2 Wπ⋅ ⋅ (µε 
πιθανότητα p ) είτε 0 (µε πιθανότητα (1 )p− ). Αρα ο επενδυτής αντιµετωπίζει τη 
λοτταρία [(1 ) (1 ) 2 ] (1 ) [(1 ) (1 ) 0]p r W W p r Wπ π π+ ⋅ − ⋅ + ⋅ ⋅ ⊕ − + ⋅ − ⋅ +o o . Η 
αναµενόµενη ωφελιµότητα του τελικού του πλούτου είναι  

ln[(1 ) (1 ) 2 ] (1 ) ln[(1 ) (1 ) ]
ln( ) ln(1 ) (1 ) ln(1 ) (1 ) ln(1 )
p r W W p r W

W p r r p r p
π π π

π π π
⋅ + ⋅ − ⋅ + ⋅ ⋅ + − + ⋅ − ⋅

+ ⋅ + + − ⋅ + − ⋅ + + − ⋅ −
=

 

 
Η πρώτη παράγωγος ως προς π  της αναµενόµενης ωφελιµότητας του τελικού 
πλούτου ισούται µε 

 (1 ) 1
1 1

p r
r r

p
π π π

⋅ − −
−

+ + − ⋅ −
 

οπότε θέτοντας την ίση µε το µηδέν και λύνοντας ως προς π  έχουµε τη βέλτιστη 
τιµή  

2 1
1
p r

r
π ⋅ − −
=

−
 

 
Για παράδειγµα, εάν η πιθανότητα κέρδους είναι 60% και το Τραπεζικό επιτόκιο 
5% τότε θα πρέπει να τοποθετήσει περίπου το 15,8% του πλούτου του στην 
επένδυση και τα υπόλοιπα στην Τράπεζα. 
 
6.2. Το πρόβληµα της επιλογής χαρτοφυλακίου 
 
6.2.1. Εισαγωγικά 
‘Εστω ότι ένας επενδυτής έχει πλούτο W τον οποίο µοιράζει σε n το πλήθος 
αξιόγραφα . Συγκεκριµένα έστω  το ποσοστό του πλούτου του που 
τοποθετεί στο αξιόγραφο . Προφανώς . ∆ηλαδή ο 
επενδυτής έχει τοποθετήσει ποσό 

1,..., nA A iw
,  i=1,...,niA 1+...+ 1nw w =

iw W⋅ σε κάθε αξιόγραφο . ,  i=1,...,niA
Το διάνυσµα 1 n( ,..., )w wΠ =  ονοµάζεται χαρτοφυλάκιο του επενδυτή. 
Έστω επίσης iR  η τυχαία µετβλητή που περιγράφει την απόδοση του αξιογράφου 

. ,  i=1,...,niA
 Τότε η απόδοση του χαρτοφυλακίου περιγράφεται από την τυχαία µεταβλητή 

1 1
1

...
n

n n i
i

iR w R w R w RΠ
=

= ⋅ + + ⋅ = ⋅∑  

Ο τελικός πλούτος του επενδυτή περιγράφεται εποµένως από την τυχαία 
µεταβλητή  

*
1 1

1 1
(1 ) ... (1 ) (1 ) 1

n n

n n i i i
i i

W w W R w W R W w R W w R
= =

⎡ ⎤
i

⎡ ⎤ ⎛
= ⋅ ⋅ + + + ⋅ ⋅ + = ⋅ ⋅ + = ⋅ + ⋅⎢ ⎥⎜ ⎟⎢ ⎥

⎞

⎣ ⎦ ⎝⎣ ⎦
∑ ∑

⎠
 
Προφανώς ο επενδυτής θέλει να επιλέξει εκείνο το χαρτοφυλάκιο  
που  µεγιστοποιεί την αναµενόµενη ωφελιµότητα του τελικού του πλούτου . 

1 n( ,..., )w wΠ =
*W

∆ηλαδή, αν η συνάρτηση ωφελιµότητας τελικού πλούτου του επενδυτή είναι , 
τότε ο επενδυτής θέλει να λύσει το εξής πρόβληµα βελτιστοποίησης: 
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Ας υποθέσουµε τώρα επιπλέον ότι ο τελικός πλούτος  του επενδυτή είναι 
κανονικά κατανεµηµένη τυχαία µεταβλητή (η υπόθεση αυτή είναι αρκετά 
αληθοφανής βάσει του κεντρικού οριακού θεωρήµατος, αν υποθέσουµε ότι ο 
επενδυτής επενδύει σε πολλά αξιόγραφα οι αποδόσεις των οποίων δεν έχουν 
υψηλό βαθµό συσχέτισης). 

*W

 
Για να κάνουµε το πρόβληµα πιο συγκεκριµένο ας θεωρήσουµε ότι ο επενδυτής 
έχει εκθετική συνάρτηση ωφελιµότητας ( ) 1 ,  µε bxU x e b−= − >

)
*)

2 * ⎤⎦

2

 (άρα ο 
επενδυτής προτιµάει περισσότερα από λιγότερα και αποστρέφεται τον κίνδυνο).  
 
7Αφού η  είναι κανονικά κατανεµηµένη µε µέσο  και 
διακύµανση  έπεται ότι  

*bW− *(b E W− ⋅
2 (b Var W⋅

** *( ) 1 1 exp ( ) ( ) / 2bWE U W E e b E W b Var W−⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡= − = − − ⋅ + ⋅⎣ ⎦ ⎣⎣ ⎦  

Εποµένως η αναµενόµενη ωφελιµότητα θα µεγιστοποιείται για εκείνο το 
χαρτοφυλάκιο που µεγιστοποιεί την διαφορά  

* *( ) ( ) /E W b Var W− ⋅  
Από την τελευταία σχέση έπεται άµεσα ότι εάν ο επενδυτής µας έχει να επιλέξει 
ανάµεσα σε δύο χαρτοφυλάκια που το πρώτο παρέχει µέσο τελικό πλούτο 
µεγαλύτερο από το µέσο τελικό πλούτο που παρέχει το δεύτερο και η διακύµανση 
του τελικού πλούτου του πρώτου είναι µικρότερη από τη διακύµανση του τελικού 
πλούτου του δεύτερου, τότε ο επενδυτής θα επιλέξει το πρώτο (δηλαδή αυτό µε 
τη µεγαλύτερη αναµενόµενη τιµή και τη µικρότερη αβεβαιότητα (διακύµανση)). 
[Αυτό µπορεί να αποδειχθεί ότι ισχύει για όλους τους επενδυτές που προτιµούν 
περισσότερα από λιγότερα και αποστρέφονται τον κίνδυνο]. 
 
Ας υπολογίσουµε τώρα τη µέση τιµή και τη διακύµανση τουτελικού πλύτου του 
επενδυτή: 
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Και 

 
7 Υπενθυµίζουµε ότι εάν Z  είναι κανονικά κατανεµηµένη τυχαία µεταβλητή τότε η Ze  ακολουθεί τη 
λογαριθµοκανονική κατανοµή και  [ ]( ) exp ( ) ( ) / 2ZE e E Z Var Z= +  
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όπου ( )i Var Rσ = i  η τυπική απόκλιση της απόδοσης του αξιόγραφου , iA

, ( , )i j i jCov R Rσ =  η συνδιακύµανση των αποδόσεων των αξιόγραφων  και i jA A  

και ,
,

i j
i j

i j

σ
ρ

σ σ
=

⋅
 ο συντελεστής συχέτισης των αποδόσεων των αξιόγραφων 

 και i jA A . 
 
6.2.2. Παράδειγµα 
Έστω ότι ένας επενδυτής έχει πλούτο W=100.000 και θέλει να τον µοιράσει σε 
δύο επενδύσεις Α και Β. Η απόδοση της επένδυσης Α έχει αναµενόµενη τιµή 15% 
και τυπική απόκλιση 20%. Η απόδοση της επένδυσης Β έχει αναµενόµενη τιµή 
18% και τυπική απόκλιση 25%. Ο συντελεστής συσχέτισης των αποδόσεων των 
Α και Β είναι -40% και η συνάρτηση ωφελιµότητας του επενδυτή είναι 

. Να βρεθεί το βέλτιστο χαρτοφυλάκιο για αυτόν τον επενδυτή. 0,005( ) 1 xU x e− ⋅= −
Απάντηση 
Έστω το χαρτοφυλάκιο του επενδυτή (δηλαδή τα ποσοστά του πλούτου 
του που τοποθετεί στις επενδύσεις Α και Β αντίστοιχα). Τότε  οπότε αν 
συµβολίσουµε µε τον τελικό πλούτο του επενδυτή, έπεται ότι: 

1 2( , )w w

1w2 1w = −
*W

[ ]
[ ]

*
1 1

*
1

100.000 1 15% (1 ) 18%

100.000 1,18 0,03

E W w w

E W w

⎡ ⎤ = ⋅ + ⋅ + − ⋅⎣ ⎦
⎡ ⎤ = ⋅ − ⋅⎣ ⎦

⇔

⇔

 

Επίσης, 
* 2 2 2 2 2

1 1 1 1

* 2 2
1 1

100.000 0, 2 (1 ) 0, 25 2 (1 ) 0, 2 0, 25 ( 0, 4)

100.000 0,1425 0,165 0,0625

Var W w w w w

Var W w w

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= ⋅ ⋅ + − ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ −⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎡ ⎤ ⎡ ⎤= ⋅ ⋅ − ⋅ +⎣ ⎦ ⎣ ⎦

Εποµένως πρέπει να επιλέξουµε το  έτσι ώστε να µεγιστοποιείται η διαφορά 
 

1w
* *( ) 0,005 ( ) / 2E W Var W− ⋅

δηλαδή η διαφορά 

[ ]
2 2

1 1
1

100.000 0,1425 0,165 0,0625
100.000 1,18 0,03 0,005

2
w w

w
⎡ ⎤⋅ ⋅ − ⋅ +⎣ ⎦⋅ − ⋅ − ⋅  

ισοδύναµα η διαφορά 



 
2

1 14.122.000 3.562.500w w⋅ − ⋅  
Παραγωγίζοντας ως προς  και εξισώνοντας µε µηδέν βρίσκουµε  1w

1 57,85%w =  
Άρα ο επενδυτής θα τοποθετήσει 57.850 στην επένδυση Α  και 42.150 στην 
επένδυση Β. 
(Άσκηση: Επαναλάβετε την ίδια άσκηση µε αρχικό πλούτο 100. Παρατηρείστε 
πόσο πολύ αλλάζει το . Τι είδους σχετική αποστροφή στον κίνδυνο έχει ο 
επενδυτής?) 

1w

 
6.2.3. Παράδειγµα 
 
Έστω ότι ένας επενδυτής µε αρχικό πλούτο W , ενδιαφέρεται να επενδύσει σε δύο 
συγκεκριµένα αξιόγραφα τα οποία έχουν την ίδια αναµενόµενη απόδοση. Ας 
υποθέσουµε ότι ο επενδυτής προτιµά περισσότερα από λιγότερα και 
αποστρέφεται τον κίνδυνο (δηλαδή η συνάρτηση ωφελιµότητας του επενδυτή 
είναι κοίλη). Αφού κάθε χαρτοφυλάκιο που µπορεί να σχηµατίσει ο επενδυτής 
από αυτές τις δύο επενδύσεις έχει την ίδια αναµενόµενη απόδοση, τότε όπως 
έχουµε δεί θα επιλέξει εκείνο το χαρτοφυλάκιο η απόδοση του οποίου έχει τη 
µικρότερη διακύµανση (δηλαδή τη µικρότερη αβεβαιότητα). 
Έστω λοιπόν ότι ο επενδυτής τοποθετεί ποσοστό  του πλούτου του στην πρώτη 
επένδυση και  στη δεύτερη. Τότε η διακύµανση του τελικού του πλούτου 
δίνεται από  

1w

1(1 )w−

* 2 2 2 2 2
1 1 1 2 1 1 1 2 1,2

* 2 2 2 2 2
1 1 2 1 2 1,2 1 1 2 1,2 2 2

( ) (1 ) 2 (1 )

( ) ( 2 ) 2 ( )

Var W W w w w w

Var W W w w

σ σ σ σ ρ
2σ σ σ σ ρ σ σ ρ σ σ

⎡ ⎤= ⋅ ⋅ + − ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ ⇔⎣ ⎦
⎡ ⎤= ⋅ ⋅ + − ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − +⎣ ⎦

 

Παραγωγίζοντας ως προς  και θέτοντας την παράγωγο ίση µε µηδέν βρίσκουµε  
το βέλτιστο ποσοστό πλούτου που πρέπει να επενδυθεί στο πρώτο αξιόγραφο. 

1w

2
2 1 2 1,2

1 2 2
1 2 1 2 1,2

w
σ σ σ ρ

2σ σ σ σ ρ
− ⋅ ⋅

=
+ − ⋅ ⋅ ⋅

 

[Άσκηση: Κάντε το ίδιο παράδειγµα για τρία αξιόγραφα και µετά για n 
αξιόγραφα] 
 
Σε συνέχεια αυτού του παραδείγµατος, εάν οι αποδόσεις των δύο αξιογράφων 
είναι ανεξάρτητες, τότε 1,2 0ρ =  και άρα σε αυτή την περίπτωση το βέλτιστο 
ποσοστό πλούτου που πρέπει να επενδυθεί στο πρώτο αξιόγραφο δίδεται ως: 
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2 2
1 2
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σ
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[Άσκηση: Αποδείξτε ότι το αποτέλεσµα αυτό ισχύει και γενικότερα, δηλαδή εάν 
κάποιος επενδύει σε n το πλήθος αξιόγραφα που όλα έχουν την ίδια αναµενόµενη 
απόδοση και οι αποδόσεις τους είναι ασυσχέτιστες τότε το βέλτιστο ποσοστό του 
πλούτου που πρέπει να τοποθετηθεί στο αξιόγραφο i είναι: 
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2 2
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1 1 1...
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n

w σ

σ σ
+ +

= . ] 



[Άσκηση: Αποδείξτε ότι εάν ένας επενδυτής τοποθετήσει βέλτιστα τον πλούτο 
του σε n αξιόγραφα που οι αποδόσεις τους  είναι ανεξάρτητες και ισόνοµα 
κατανεµηµένες τότε θα µοιράσει τον πλούτο του ισόποσα σε αυτά τα αξιόγραφα] 
 
6.2.4. Θεώρηµα ∆ιαχωρισµού Χαρτοφυλακίων 
Για κάθε αναµενόµενη τιµή τελικού πλούτου, τα χαρτοφυλάκια που 
ελαχιστοποιούν τη διακύµανση του τελικού πλούτου που παράγουν  είναι 
πολλαπλάσια ενός συγκεκριµένου χαρτοφυλακίου. Η ονοµασία του θεωρήµατος 
οφείλεται στο γεγονός ότι µε αυτή την οπτική ανάλυσης µέσου-διακύµανσης, 
µπορούµε να διαχωρίσουµε το πρόβληµα της επιλογής χαρτοφυλακίου (i) στον 
καθορισµό των ποσοστών που πρέπει να τοποθετηθούν σε κάθε διαθέσιµο 
αξιόγραφο ώστε να σχηµατισθεί το προαναφερθέν συγκεκριµένο χαρτοφυλάκιο 
και (ii) στην επιλογή του παράγοντα µε τον οποίο θα πολλαπλασιάσουµε το 
συγκεκριµένο χαρτοφυλάκιο ώστε να επιτευχθεί ο κίνδυνος τον οποίο είµαστε 
διατεθειµένοι να αναλάβουµε (ισοδύναµα ο αναµενόµενος τελικός πλούτος) 
 
Έστω ότι υπάρχουν  το πλήθος αξιόγραφα  µε αποδόσεις που 
περιγράφονται από τις τυχαίες µεταβλητές 

n 1, , nA AK

1, , nR RK  και ένας Τραπεζικός 
λογαριασµός µε επιτόκιο απλό ετήσιο επιτόκιο . r
Ας υποθέσουµε τώρα ότι οι επενδυτές µπορούν είτε να αγοράσουν είτε να 
πουλήσουν οποιοδήποτε από τα αξιόγραφα και επιπλέον όλες οι αγοραπωλησίες  
χρηµατοδοτούνται µέσω του Τραπεζικού λογαριασµού. Αν για παράδειγµα 
αγοράσουν ένα αξιόγραφο δανείζονται το αντίστοιχο ποσό από τον Τραπεζικό 
λογαριασµό ενώ αν πουλήσουν κάποιο αξιόγραφο καταθέτουν το αντίστοιχο ποσό 
στον Τραπεζικό λογαριασµό. 
Έστω ότι ένας επενδυτής τοποθετεί τα ποσά 1, , nx xK στα αξιόγραφα 

αντίστοιχα. Για τους σκοπούς αυτής της παραγράφου το διάνυσµα  1, , nA K A

1( , , )nx x x= K  ονοµάζεται χαρτοφυλάκιο του επενδυτή. Εάν ο επενδυτής έχει 
αγοράσει το αξιόγραφο  τότε το iA ix είναι θετικός αριθµός ενώ εάν έχει πουλήσει 
το αξιόγραφο  τότε το iA ix είναι αρνητικός αριθµός. ∆ηλαδή τα πρόσηµα στο 
χαρτοφυλάκιο 1( , , )nx x x= K  υποδηλώνουν εάν ο επενδυτής έχει long θέση 
(θετικό πρόσηµο) ή short θέση (αρνητικό πρόσηµο) στο αντίστοιχο αξιόγραφο. 
 
Άρα ο τελικός πλούτος ενός επενδυτή µε χαρτοφυλάκιο 1( , , )nx x x= K  θα 
περιγράφεται από την τυχαία µεταβλητή  

 *

1 1 1
( ) (1 ) (1 ) ( )

n n n

i i i i i
i i i

W x x R x r x R r
= = =

= ⋅ + − ⋅ + = ⋅ −∑ ∑ ∑  

Παρατηρείστε ότι για οποιοδήποτε πραγµατικό αριθµό k έχουµε ότι: 
* *( ) ( )E W k x k E W x⎡ ⎤ ⎡⋅ = ⋅⎣ ⎦ ⎣ ⎤⎦  

Και 
* 2 *( ) ( )Var W k x k Var W x⎡ ⎤ ⎡⋅ = ⋅⎣ ⎦ ⎣ ⎤⎦  

όπου 1( , , nk x k x k x⋅ = ⋅ ⋅K ) . 
 
Έστω τώρα x& εκείνο το χαρτοφυλάκιο για το οποίο  

* ( ) 1E W x⎡ ⎤ =⎣ ⎦&  



Και  

*

* *

          
( ) 1

( ) min ( )
x

E W x

Var W x Var W x
⎡ ⎤=⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤=⎣ ⎦ ⎣ ⎦&  

Έστω . Θα δείξουµε τώρα ότι ανάµεσα σε όλα τα χαρτοφυλάκια που έχουν 
αναµενόµενο τελικό πλούτο , εκείνο που έχει τη µικρότερη διακύµανση του 
τελικού πλούτου είναι το χαρτοφυλάκιο 

0b >
b

b x⋅ & . 
Πράγµατι, έστω χαρτοφυλάκιο y µε αναµενόµενο τελικό πλούτο , δηλαδή b

*( )E W y b⎡ ⎤ =⎣ ⎦ . Τότε όµως * *1 1 1( ) ( )E W y E W y b
b b b

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ 1⋅ = ⋅ = ⋅ =⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦
 και άρα 

* 2 * 2 * 2 *
2

1 1( ) ( ) ( ) ( )Var W b x b Var W x b Var W y b Var W y
b b

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡⋅ = ⋅ ≤ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣⎢ ⎥⎣ ⎦
& & ⎤⎦  

Άρα το χαρτοφυλάκιο b x⋅ &  έχει αναµενόµενη τιµή του τελικού πλούτου ίση µε 
* ( )E W b x b⎡ ⎤⋅ =⎣ ⎦&  και διακύµανση * ( ) ( )Var W b x Var W y*⎡ ⎤ ⎡⋅ ≤ ⎤⎣ ⎦ ⎣& ⎦ , δηλ. µικρότερη 

ή ίση από τη διακύµανση του τελικού πλούτου οποιουδήποτε άλλου 
χαρτοφυλακίου έχει αναµενόµενο τελικό πλούτο  b
 
6.3. Ανάλυση µέσου-διακύµανσης 
6.3.1. Εισαγωγικό παράδειγµα 
Είδαµε στην παράγραφο 6.2.1. ότι ένας επενδυτής που επιδιώκει να 
µεγιστοποιήσει την αναµενόµενη ωφελιµότητα του τελικού του πλούτου δίνει 
τελικά σηµασία στη µεγιστοποίηση της αναµενόµενης τιµής του τελικού του 
πλούτου και στην ταυτόχρονη ελαχιστοποίηση της διακύµανσης του τελικού του 
πλούτου. Σε αυτή την παράγραφο θα εξετάσουµε ουσιαστικά το ίδιο πρόβληµα 
αλλά θα εστιάσουµε στις αποδόσεις των επενδύσεων. Ας ξεκινήσουµε απλά πριν 
γενικεύσουµε:  
Έστω δύο επενδύσεις µε αβέβαιες αποδόσεις που περιγράφονται από τις 
τυχαίες µεταβλητές 

1 2,A A

1 2,R R  αντίστοιχα. Έστω οι αναµενόµενες τιµές 
των αποδόσεων, 

1( ), ( )E R E R2

2

2
1

2 ,σ σ  οι διακυµάνσεις τους, 12σ η συνδιακύµανση τους και 12ρ  
ο συντελεστής συσχέτισης τους. Ένας επενδυτής σχηµατίζει ένα χαρτοφυλάκιο 

από αυτές τις δύο επενδύσεις, όπου 1 2( , )w wΠ = 1 2 1, 1w w w= −  τα αντίστοιχα 
ποσοστά συµµετοχής των επενδύσεων  στο χαρτοφυλάκιο. 1 2,A A
Τότε, η απόδοση του χαρτοφυλακίου περιγράφεται από την τυχαία µεταβλητή: 

1 1 2 2 1 1 1 2(1 )R w R w R w R w RΠ = ⋅ + ⋅ = ⋅ + − ⋅  
Άρα, η αναµενόµενη απόδοση του χαρτοφυλακίου είναι:  

1 1 2 2 1 1 1[ ] [ ] [ ] [ ] (1 ) [E R w E R w E R w E R w E RΠ = ⋅ + ⋅ = ⋅ + − ⋅ 2 ]

2 12

 
Και η διακύµανση της απόδοσης του χαρτοφυλακίου είναι: 

1 1 2 2

1 1 2

2 2 2 2 2
1 2 12

2 2 2 2 2
1 1 1 1

2

(1 ) 2 (1 )

w w w w

w w w w

σ σ σ σ

σ σ σ σ σ
Π

Π

= ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ ⇔

= ⋅ + − ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ ρ
 

Παρατηρούµε ότι η διακύµανση της απόδοσης του χαρτοφυλακίου δεν       
εξαρτάται αποκλεστικά από τις διακυµάνσεις των αποδόσεων των στοιχέιων που 
το απαρτίζουν αλλά και από το συντελεστή συσχέτισης µεταξύ αυτών των 
αποδόσεων. Ας µελετήσουµε κάποιες επιµέρους περιπτώσεις για να αποκτήσουµε 
καλύτερη αίσθηση της κατάστασης: 
 



6.3.1.1. Παράδειγµα (συσχέτιση αποδόσεων ίση µε 1) 
Έστω 12 1ρ =  
Τότε  

1 1 1[ ] [ ] (1 ) [E R w E R w E RΠ = ⋅ + − ⋅ 2 ]

2

      (1) 
και 

( )
1 1 2

2 2 2 2 2
1 1 1 1

22
1 1 1 2

(1 ) 2 (1 )

(1 )

w w w w

w w

σ σ σ σ σ

σ σ σ
Π

Π

= ⋅ + − ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⇔

= ⋅ + − ⋅
   (2) 

Λύνοντας την (2) ως προς  και αντικαθιστώντας στην (1) βρίσκουµε ότι η 
αναµενόµενη απόδοση του χαρτοφυλακίου και η τυπική απόκλιση της απόδοσης 
έχουν µια γραµµική σχέση: 

1w

( )1 2 2
2 1

1 2 1 2

[ ] [ ][ ] [ ] [ ] [ ]E R E RE R E R E R E Rσσ
σ σ σ σΠ Π

⎡ ⎤ ⎡−
= ⋅ + − ⋅ −⎢ ⎥ ⎢− −⎣ ⎦ ⎣

2

⎤
⎥
⎦

 

Αν παραστήσουµε αυτή τη σχέση σε ένα διάγραµµα όπου ο οριζόντιος άξονας 
παριστάνει την τυπική απόκλιση (δηλαδή την αβεβαιότητα ή τον κίνδυνο) της 
απόδοσης του χαρτοφυλακίου ενώ ο κάθετος άξονας παριστάνει την αναµενόµενη 
απόδοση (µέση τιµή της απόδοσης) του χαρτοφυλακίου, θα έχουµε ένα 
διάγραµµα κινδύνου-απόδοσης για όλα τα χαρτοφυλάκια που µπορούµε να 
σχηµατίσουµε από αυτές τις δύο επενδύσεις. Στο επόµενο διάγραµµα δίνουµε ένα 
τέτοιο συγκεκριµένο παράδειγµα. Προσέξτε ότι το σηµείο Α στο διάγραµµα 
αντιστοιχεί σε ένα χαρτοφυλάκιο το οποίο αποτελείται εξ ολοκλήρου από την 
επένδυση Α και το σηµείο Β αντιστοιχεί σε ένα χαρτοφυλάκιο που αποτελείται εξ 
ολοκλήρου από την επένδυση Β. Οποιοδήποτε άλλο σηµείο του ευθυγράµµου 
τµήµατος αντιστοιχεί σε ένα χαρτοφυλάκιο που αποτελείται κατά κάποιο ποσοστό 
από την επένδυση Α και κατά κάποιο ποσοστό από την επένδυση Β.  
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6.3.1.2. Παράδειγµα (συσχέτιση αποδόσεων ίση µε -1) 

12 1ρ = −  



Τότε  
1 1 1[ ] [ ] (1 ) [E R w E R w E RΠ = ⋅ + − ⋅ 2 ]

2

      (1) 
και 

( )
1 1 2

2 2 2 2 2
1 1 1 1

22
1 1 1 2

(1 ) 2 (1 )

(1 )

w w w w

w w

σ σ σ σ σ

σ σ σ
Π

Π

= ⋅ + − ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⇔

= ⋅ − − ⋅
   (2) 

Λύνοντας την (1) ως προς  και αντικαθιστώντας στη (2) βρίσκουµε τη σχέση 
που συνδέει την αναµενόµενη απόδοση (µέση απόδοση) του χαρτοφυλακίου και 
την τυπική απόκλιση (τον κίνδυνο) της απόδοσης του χαρτοφυλακίου. Η 
απεικόνιση αυτής της σχέσης σε ένα διάγραµµα κινδύνου απόδοσης δείχνει όλα 
τα χαρτοφυλάκια που µπορούµε να σχηµατίσουµε µε αυτές τις δύο επενδύσεις. 
Στο επόµενο διάγραµµα δίνουµε το ίδιο παράδειγµα όπως και προηγουµένως 
αλλά τώρα ο συντελεστής συσχέτισης των αποδόσεων των δύο επενδύσεων είναι 
ίσος µε -1. Παρατηρείστε ότι σε αυτή την περίπτωση υπάρχει ένα χαρτοφυλάκιο 
το οποίο έχει µηδενικό κίνδυνο και η απόδοση του είναι καλύτερη από την 
αναµενόµενη απόδοση της επένδυσης που συµβολίζεται µε Α.  

1w

 
Εφικτά Χαρτοφυλάκια

ρ= -1

0%

1%

2%

3%

4%

5%

6%

7%

8%

0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3 0,35 0,4 0,45

Ε(Rπ)

σπ

Α

Α

Β

Ε(RA)=3%
E(RB)=7%
σΑ=25%
σΒ=40%
ρΑΒ=-1

 
 
 
6.3.1.3. Παράδειγµα (συσχέτιση αποδόσεων ίση µε 0) 

12 0ρ =

2 ]

2 2 2 2 2
1(1 )w w

 
Τότε  

1 1 1[ ] [ ] (1 ) [E R w E R w E RΠ = ⋅ + − ⋅       (1) 
και 

1 1 2
σ σ σ

Π
= ⋅ + − ⋅

1w
      (2) 

Λύνοντας την (1) ως προς  και αντικαθιστώντας στη (2) βρίσκουµε τη σχέση 
που συνδέει την αναµενόµενη απόδοση (µέση απόδοση) του χαρτοφυλακίου και 
την τυπική απόκλιση (τον κίνδυνο) της απόδοσης του χαρτοφυλακίου. Η 
απεικόνιση αυτής της σχέσης σε ένα διάγραµµα κινδύνου απόδοσης δείχνει όλα 



τα χαρτοφυλάκια που µπορούµε να σχηµατίσουµε µε αυτές τις δύο επενδύσεις. 
Στο επόµενο διάγραµµα δίνουµε το ίδιο παράδειγµα όπως και προηγουµένως 
αλλά τώρα ο συντελεστής συσχέτισης των αποδόσεων των δύο επενδύσεων είναι 
ίσος µε 0. Παρατηρείστε ότι σε αυτή την περίπτωση υπάρχει ένα µοναδικό 
χαρτοφυλάκιο που µπορεί να σχηµατισθεί από τις επενδύσεις Α και Β και έχει το 
µικρότερο κίνδυνο από όλα τα χαρτοφυλάκια που µπορούν να σχηµατισθούν από 
αυτές τις δύο επενδύσεις (είναι αυτό το χαρτοφυλάκιο που αντιστοιχεί στη 
«µύτη» της καµπύλης και ονοµάζεται χαρτοφυλάκιο ελάχιστου κινδύνου ή 
χαρτοφυλάκιο ελάχιστης διακύµανσης). Προσέξτε ότι αυτό το χαρτοφυλάκιο έχει 
καλύτερη αναµενόµενη απόδοση από την αναµενόµενη απόδοση της επένδυσης Α 
(και φυσικά λιγότερο κίνδυνο). Τα χαρτοφυλάκια που αντιστοιχούν στο τµήµα 
της καµπύλης που βρίσκεται ανάµεσα στο χαρτοφυλάκιο ελάχιστου κινδύνου και 
στο Β ονοµάζονται αποτελεσµατικά χαρτοφυλάκια. Καθώς κινούµαστε σε αυτό 
το τµήµα της καµπύλης από το χαρτοφυλάκιο ελάχιστου κινδύνου προς το Β 
αυξάνεται µεν ο κίνδυνος του χαρτοφυλακίου αλλά αυξάνεται και η αναµενόµενη 
απόδοση. Ένας επενδυτής που αποστρέφεται τον κίνδυνο και έχει τη δυνατότητα 
επένδυσης µόνο σε αυτές τις δύο επενδύσεις θα επιλέξει ένα από τα 
αποτελεσµατικά χαρτοφυλάκια. Προσέξτε ότι τα χαρτοφυλάκια που αντιστοιχούν 
στο τµήµα της καµπύλης που βρίσκεται ανάµεσα στο χαρτοφυλάκιο ελάχιστου 
κινδύνου και στο Α δεν είναι επιθυµητά αφού για οποιοδήποτε τέτοιο 
χαρτοφυλάκιο µπορούµε να βρούµε (ακριβώς από πάνω του) ένα αποτελεσµατικό 
χαρτοφυλάκιο το οποίο θα έχει τον ίδιο κίνδυνο και µεγαλύτερη αναµενόµενη 
απόδοση. 
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6.3.2. Γενικά 



Έστω n το πλήθος επενδύσεις  µε αποδόσεις που περιγράφονται από τις 
τυχαίες µεταβλητές 

1, , nA AK

1, , nR RK αντίστοιχα. Έστω ότι η απόδοση iR  της επένδυσης 
 έχει αναµενόµενη τιµή iA [ ]iE R  και διακύµανση 2

iσ . Επίσης έστω ijσ η 
συνδιακύµανση και ijρ  ο συντελεστής συσχέτισης των αποδόσεων iR  και jR . Ο 
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 ονοµάζεται πίνακας συντελεστών συσχέτισης 

των αποδόσεων. 
Έστω ότι ένας επενδυτής σχηµατίζει ένα χαρτοφυλάκιο αποτελούµενο από αυτές 
τις επενδύσεις, τοποθετώντας ποσοστό  του πλούτου του στην επένδυση 

. Έτσι ο επενδυτης έχει σηµατίσει τα χαρτοφυλάκιο . 
iw

,  i=1,...,niA 1 n( ,..., )w wΠ =
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Η αναµενόµενη απόδοση του χαρτοφυλακίου είναι  
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Η διακύµανση της απόδοσης του χαρτοφυλακίου είναι  
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Π
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Άρα σε πολύ µεγάλα (ως προς το πλήθος των στοιχείων που περιλαµβάνουν) 
χαρτοφυλάκια η διακύµανση της απόδοσης του χαρτοφυλακίου δεν εξαρτάται 
από τις διακυµάνσεις των αποδόσεων των στοιχείων που το απαρτίζουν και τείνει 
προς το µέσο όρο των συνδιακυµάνσεων των αποδόσεων των στοιχείων που το 
απαρτίζουν. 
 
 
6.4. Μια εφαρµογή που συνδέει ανάλυση ωφελιµότητας και τιµές 
παραγώγων. 
 



Έστω επενδυτής µε αρχικό πλούτο του οποίου οι προτιµήσεις σχετικά µε τον 
τελικό του πλούτο εκφράζονται από µια εκθετική συνάρτηση αναµενόµενης 
ωφελιµότητας της µορφής 

W

( ) 1 exp( )u x xλ= − − ⋅ όπου λ εκφράζει την αποστροφή 
του επενδυτή στον κίνδυνο. 
 
Έστω ότι έχουµε την παρακάτω αγορά µιας περιόδου µε µια αβέβαιη επένδυση S 
και ένα Τραπεζικό λογαριασµό Β (έστω για απλότητα στις πράξεις που θα 
ακολουθήσουν ότι το επιτόκιο του Τραπεζικού λογαριασµού είναι ίσο µε το 
µηδέν). Η πιθανότητα p παριστάνει την «πραγµατική» (ή αυτή που πιστεύει 
κάποιος επενδυτής) πιθανότητα ανόδου της αβέβαιης πένδυσης 
 

 
 

1t  0t  

B1= B0B0

∆t 

Su=120 
p 

S0=100 
1-p 

Sd=80 

Ερώτηµα 1 
Ποιος είναι ο βέλτιστος τρόπος που θα τοποθετούσε ο επενδυτής τον πλούτο του 
σε αυτή την αγορά? 
 
Ο επενδυτής θα µοιράσει τον αρχικό του πλούτο W  στον Τραπεζικό λογαριασµό 
Β και στην επένδυση S µε τέτοιο τρόπο ώστε να µεγιστοποιείται η αναµενόµενη 
ωφελιµότητα του τελικού του πλούτου. Έστω λοιπόν π το ποσοστό του πλούτου 

το οποίο τοποθετεί στην επένδυση S, οπότε τοποθετεί ποσοστό W 1 π− του 
πλούτου του στον Τραπεζικό λογαριασµό. Τότε ο τελικός πλούτος του επενδυτή 
περιγράφεται από τη λοτταρία: 

( ) ( ) ( )120 1 1 80 1
100 100

W Wp W pπ ππ π⋅ ⋅⎡ ⎤ ⎡⋅ + − ⋅ ⊕ − ⋅ + − ⋅⎢ ⎥ ⎢⎣ ⎦ ⎣
o o W ⎤

⎥⎦
 

Άρα, η αναµενόµενη ωφελιµότητα του τελικού του πλούτου θα είναι: 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) (

*

*

120 1 1 80 1
100 100

1 exp (1 0, 2 ) 1 1 exp (1 0, 2 )

W WEU W p u W p u W

EU W p W p W

π ππ π

λ π λ

⋅ ⋅⎡ ⎤ ⎡= ⋅ ⋅ + − ⋅ + − ⋅ ⋅ + − ⋅ ⇒⎢ ⎥ ⎢⎣ ⎦ ⎣

)π

⎤
⎥⎦

⎡ ⎤ ⎡= ⋅ − − ⋅ ⋅ + ⋅ + − ⋅ − − ⋅ ⋅ − ⋅ ⎤⎣ ⎦ ⎣

L

⎦
Παραγωγίζοντας ως προς π  και εξισώνοντας µε το µηδέν βρίσκουµε το ποσοστό 
π  του αρχικού του πλούτου που θα πρέπει να τοποθετήσει στην επένδυση S ώστε 
να  µεγιστοποιείται η αναµενόµενη ωφελιµότητα του τελικού του πλούτου:  
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Αντικαθιστώντας αυτό το ποσοστό στην αναµενόµενη ωφελιµότητα του τελικού 
του πλούτου βρίσκουµε τη µέγιστη αναµενόµενη ωφελιµότητα του τελικού του 
πλούτου: 
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Ερώτηµα 2 
Έστω τώρα ένα call δικαίωµα C επί της επένδυσης S, µε τιµή εξάσκησης Κ=100 
το οποίο λήγει την t1. Άρα, η αξία του δικαιώµατος στη λήξη θα είναι είτε 20 (εάν 
η S έχει πάει στο 120) είτε 0 (εάν η S έχει πάει στο 80).  
Ας υποθέσουµε ότι ο επενδυτής σκέφτεται να αγοράσει στην τιµή ένα (µόνο ένα) 
τέτοιο δικαίωµα στην τιµή . Ποιος είναι τωρα ο βέλτιστος τρόπος που θα 
πρέπει να µοιράσει ο επενδυτής τον εναποµείναντα πλούτο του  στον 
Τραπεζικό λογαριασµό και στην επένδυση S? 

P
W P−

 
Ο επενδυτής θα µοιράσει τον πλούτο του W P−  στον Τραπεζικό λογαριασµό Β 
και στην επένδυση S µε τέτοιο τρόπο ώστε να µεγιστοποιείται η αναµενόµενη 
ωφελιµότητα του τελικού του πλούτου. Έστω λοιπόν π το ποσοστό του πλούτου 

 το οποίο τοποθετεί στην επένδυση S, οπότε τοποθετεί ποσοστό 1W P− π− του 
πλούτου του στον Τραπεζικό λογαριασµό. Τότε ο τελικός πλούτος του επενδυτή 
περιγράφεται από τη λοτταρία: 

( ) ( ) ( )( ) ( )120 1 ( ) 20 1 80 1 ( ) 0
100 100
W P W Pp W P pπ ππ π⋅ − ⋅ −⎡ ⎤ ⎡⋅ + − ⋅ − + ⊕ − ⋅ + − ⋅ − +⎢ ⎥ ⎢⎣ ⎦ ⎣

o o W P ⎤
⎥⎦
 

Άρα, η αναµενόµενη ωφελιµότητα του τελικού του πλούτου δίνεται ως 
( ) ( ) ( ) ( )* ( ) ( )120 1 ( ) 20 1 80 1 ( )

100 100
W P W PEU W p u W P p u W Pπ ππ π⋅ − ⋅ −⎡ ⎤ ⎡= ⋅ ⋅ + − ⋅ − + + − ⋅ ⋅ + − ⋅ −⎢ ⎥ ⎢⎣ ⎦ ⎣

⎤
⎥⎦
 

Που µετά από τις σχετικές πράξεις δίνει: 
( ) ( ) ( ) ( )* 1 exp ( ) (1 0,2 ) 20 1 exp ( ) (1 0,2 )EU W p W P p W Pλ π λ λ= − ⋅ − ⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅ − − ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅π

 Παραγωγίζοντας ως προς π  και εξισώνοντας µε το µηδέν βρίσκουµε το ποσοστό 
π  του αρχικού του πλούτου που θα πρέπει να τοποθετήσει στην επένδυση S ώστε 
να  µεγιστοποιείται η αναµενόµενη ωφελιµότητα του τελικού του πλούτου:  

( )
( )

*

1
max

d 0
d

ln 2,5 50
( )

p
p

EU W

W P

π
λ

π
λ
−

= ⇔

⋅ − ⋅
=

⋅ −

L

 

Αντικαθιστώντας αυτό το ποσοστό στην αναµενόµενη ωφελιµότητα του τελικού 
του πλούτου βρίσκουµε τη µέγιστη αναµενόµενη ωφελιµότητα του τελικού του 
πλούτου ως συνάρτηση της τιµής P του παραγώγου: 
 



( )

( )

*

max
( )

1 11 exp ( ) ln 10 1 exp ( ) ln 10
2 1 2 1

EU W P

p pp W P p W P
p p

λ λ λ

=

⎛ ⎞ ⎛⎛ ⎞ ⎛ ⎞
− ⋅ − ⋅ − − − ⋅ − − ⋅ − ⋅ − + − ⋅⎜ ⎟ ⎜⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝
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Ερώτηµα 3 
Ποια είναι η µεγαλύτερη τιµή P στην οποία θα ήταν διατεθειµένος ο επενδυτής να 
αγοράσει το δικαίωµα call? 
 
Ο επενδυτής σκέφτεται:  
Εάν δεν αγοράσω το call τότε η µέγιστη αναµενόµενη ωφελιµότητα τελικού 
πλούτου που µπορώ να πετύχω είναι σύµφωνα µε το αποτέλεσµα του ερωτήµατος 
1 ίση µε    

( ) ( ) ( ) ( )*

max

1 11 exp exp ln 1 exp exp ln
2 1 2 1

p pEU W p W p W
p p

λ λ
⎛ ⎞ ⎛⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= − ⋅ − ⋅ ⋅ − − − ⋅ − ⋅ ⋅⎜ ⎟ ⎜⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝

⎞
⎟
⎠

 
Εάν αγοράσω το call σε κάποια τιµή P, τότε η µέγιστη αναµενόµενη ωφελιµότητα 
τελικού πλούτου που µπορώ να πετύχω (ως συνάρτηση του P) είναι σύµφωνα µε 
το αποτέλεσµα του ερωτήµατος 2 ίση µε 
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Αρα, για ποια τιµή P είµαι αδιάφορος ανάµεσα σε αυτές τις δύο επιλογές, δηλαδή 
για ποια τιµή P είτε αγοράσω είτε δεν αγοράσω το call θα έχω την ίδια µέγιστη 
αναµενόµενη ωφελιµότητα? Θα πρέπει δηλαδή να λύσει ως προς P την εξίσωση: 

( )*

max
EU W = ( )*

max
( )EU W P  

Η οποία µετά από αρκετές απλοποιήσεις δίνει 10P =  (η τιµή αυτή είναι 
ανεξάρτητη από την πιθανότητα p). Μα αυτή είναι η non-arbitrage τιµή του call 
option!!!. 
 
Ερώτηµα 4 
Αναπτύξτε το ανάλογο σκεπτικό στην περίπτωση που ήθελε να πουλήσει το call 
option. Κάντε όλες τις πράξεις. (Και σε αυτή την περίπτωση θα πρέπει να βρείτε 
P=10). 
 
Ερώτηµα 5 (έχει πολλές πράξεις) 
Έστω, όπως και πριν, ένας επενδυτής µε αρχικό πλούτο του οποίου οι 
προτιµήσεις σχετικά µε τον τελικό του πλούτο εκφράζονται από µια εκθετική 
συνάρτηση αναµενόµενης ωφελιµότητας της µορφής 

W

( ) 1 exp( )u x xλ= − − ⋅ όπου 
λ εκφράζει την αποστροφή του επενδυτή στον κίνδυνο. 
 
Έστω επίσης ότι έχουµε την παρακάτω αγορά µιας περιόδου µε µια αβέβαιη 
επένδυση S και ένα Τραπεζικό λογαριασµό Β (έστω για απλότητα στις πράξεις 
που θα ακολουθήσουν ότι το επιτόκιο του Τραπεζικού λογαριασµού είναι ίσο µε 
το µηδέν). Η πιθανότητες p1, p2,  παριστάνουν τις «πραγµατικές» (ή αυτές που 



πιστεύει κάποιος επενδυτής) πιθανότητες για την αντίστοιχη εξέλιξη της αξίας της 
επένδυσης. 
 

 
Έστω επίσης ένα call δικαίωµα C επί της επένδυσης S, µε τιµή εξάσκησης Κ=100 
το οποίο λήγει την t1. Άρα, η αξία του δικαιώµατος στη λήξη θα είναι είτε 20 (εάν 
η S έχει πάει στο 120) είτε 0 (εάν η S έχει πάει στο 100 ή στο 80).  

1t  0t  ∆t 

B1= B0B0

Su=120 
p1 

S0=100 Sm=100 P2 

1-p1-p2 

Sd=80 

Αναπτύξτε παρόµοιο σκεπτικό µε αυτό που αναπτύξαµε στα προηγούµενα 
ερωτήµατα για να βρείτε σε ποια τιµή θα ήταν διατεθειµένος ένας επενδυτής να 
αγοράσει µια µονάδα από αυτό το call option και σε ποια τιµή θα ήταν 
διατεθειµένος να πουλήσει µια µονάδα από αυτό το call option.  


