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Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή

1.1 Τι είναι Επιδηµιολογία

Ως Επιδηµιολογία ορίζουµε την Επιστήµη που µελετάει την κατανοµή και της εξέλιξηδιαφόρων
νοσηµάτων ή χαρακτηριστικών στον ανθρώπινο πληθυσµό και των παραγόντων που τον διαµορ-
ϕώνουν ή τον επηρεάζουν. Επίσης εξετάζει χαρακτηριστικά που συνδέονται τόσο µε τον περιβαλ-
λοντικό όσο και µε το γενετικό έλεγχο. Αντικείµενο τη Επιδηµιολογίας είναι και η περιγραφική
κατανοµή των παραγόντων που επηρεάζουν τον πληθυσµό όπως για παράδειγµα ηλικία, ϕύλο,
ϕυλή, γεωγραφική περιοχή και επάγγελµα (περιγραφική επιδηµιολογία). Επιπλέον οι αιτίες
που προκαλούν ασθένειες ή αλλαγές στον ανθρώπινο πληθυσµό είναι αντικείµενο της «επαγω-
γικής» ή «αναλυτικής Επιδηµιολογίας». Στην Επιδηµιολογία κάθε νόσος περιγράφεται κυρίως
από τη συχνότητα εµφάνισης, το χρόνο διάρκειας και την εξέλιξη της.

Ως «Επιδηµία» µπορούµε να ορίσουµε µία νόσο όταν η συχνότητα εµφάνισης της είναιπολύ
µεγαλύτερη από τη συνηθισµένη. ΄Ετσι αν µ είναι η µέση εµφάνιση µιας νόσου, τότε µπορούµε
να χρησιµοποιήσουµε την Poisson κατανοµή (εφόσον έχουµε συχνότητες) για να ορίσουµε ένα
άνω όριο επιτρεπτών τιµών, που δίνεται από την ποσότητα µ+ 3

√
µ, πέρα από το οποίο λέµε ότι

έχουµε την εµφάνιση µιας επιδηµίας.
Στόχοι της Επιδηµιολογίας είναι οι ακόλουθοι :

1. Η µέτρηση και περιγραφή της νοσηρότητας και ϑνησιµότητας ενός πληθυσµού.

2. Ο έλεγχος της χρονικής εξέλιξης µίας νόσου.

3. Η ανακάλυψη αιτιολογικών παραγόντων που προκαλούν µια νόσο (επαγωγική Επιδηµιο-
λογία).

1
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4. Η µελέτη των συνθηκών και των αιτιών που προκαλούν επιδηµίες (monitoring)· για πα-
ϱάδειγµα κάπνισµα και καρκίνος των πνευµόνων.

5. Η κατανόηση της ιστορίας των νοσηµάτων (για πρόληψη και έλεγχο-screening).

6. Η ταξινόµηση των νοσηµάτων.

7. Ο προγραµµατισµός, οργάνωση και αξιολόγηση των υπηρεσιών υγείας.

1.2 Ιστορική Αναδροµή.

Η επιδηµιολογία διαµορφώθηκε ως επιστήµη τον µεσαίωνα για την µελέτη µεγάλων επιδηµιών
(χολέρα, ευλογιά, πανώλη). Ο πρώτος που ασχολήθηκε µε τα αντικείµενα της «Επιδηµιολογίας»
είναι οΙπποκράτης (460-357 π.Χ.) στο «Περί αέρος, ύδατος και τόπων». Εκεί κατέγραψε τις
εµπειρικές σχέσεις µεταξύ συγκεκριµένων ασθενειών και του τόπου εκδήλωσης ή εµφάνισης,
των συνθηκών διαβίωσης, της διατροφής, κατοικίας, κλίµατος και άλλων αιτιών. ΄Ολα αυτά
αποτελούν το αντικείµενο της σύγχρονης περιγραφικής Επιδηµιολογίας.

Πολλά χρόνια αργότερα, ο Graunt (1620-1674) χρησιµοποίησε ποσοτικές µεθόδουςγια τη
µελέτη της ϑνησιµότητας αγοριών και τις ιδιοµορφίες της ϐρεφικής ϑνησιµότητας. Ο Farr
(1807-1883) έβαλε τις ϐάσεις για την επιδηµιολογική χρήση δηµογραφικών δεδοµένων εργαζό-
µενος ως υπεύθυνος Ιατρικών ϑεµάτων στη στατιστική υπηρεσία της Αγγλίας. Την ίδια εποχή,
ο Snow (1813-1858) απέδειξε ότι η χολέρας προερχόταν από µικρόβιο που µεταδιδόταν από το
νερό και την κοπριά. Στο αποτέλεσµα αυτό κατέληξε αφού µελέτησε το νερό από την κεντρική
ύδρευση δύο περιοχών ίδιων χαρακτηριστικών (ηλικία, ϕύλο, κοινωνικοοικονοµική κατάσταση):
το Lambeth (µε καθαρό νερό) και το Soutwork (όπου το νερό περιείχε απόβλητα). Το Lambeth
είχε 8 ϕορές µικρότερη ϑνησιµότητα από χολέρα. ΄Αρα το νερό ήταν το κλειδί και όχι ο αέρας
όπως πίστευαν εκείνη την εποχή.

Στον 20ο αιώνα είχαµε σηµαντικές εξελίξεις στην Επιδηµιολογία. Μια από τις πιο σηµαντικές
είναι η σύνδεση του καπνίσµατος µε τον καρκίνο του πνεύµονα από τον Doll· για λεπτοµέρειες
ϐλ. Doll and Peto (1976). Πολύ σηµαντικό γεγονός είναι και η δηµιουργία Σχολή ∆ηµόσιας
Υγιεινής το 1922 στοΠανεπιστήµιο του Harvard η οποία περιλαµβάνει τµήµατα Επιδηµιολογίας
και Βιοστατιστικής. Η σχολή αυτή συνέβαλε στον καθορισµό και στην προώθηση της επιστήµης
της Επιδηµιολογίας και καθιερώθηκε ως ένα από τα καλύτερα Σχολεία στον τοµέα αυτό. Για
πιο λεπτοµερή ανάλυση παραπέµπουµε στα ϐιβλία του Τριχόπουλου (1982, σελ.4-7) και των
McMahon & Trichopoulos (1996).
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1.3 Η Επιστήµη της Βιοστατιστικής.

Ως Βιοστατιστική ορίζουµε τον εξειδικευµένο τοµέα της Στατιστικής που ασχολείται αποκλειστι-
κά µε προβλήµατα που εµφανίζονται στην ιατρική έρευνα.

΄Ενας τρόπος να καταλάβουµε την τη σηµαντικότητα της Βιοστατιστικής είναι να ακολουθή-
σουµε µια µελέτη από τον σχεδιασµό της µέχρι την ολοκλήρωση της (συνήθως αποτελέσµατα
δηµοσιευµένα).

Παράδειγµα 1.1 : Μελέτη σύγκρισης µηχανών και παραδοσιακών µετρήσεων. Στο παρά-

δειγµα αυτό ϑέλουµε να συγκρίνουµε αυτόµατα µηχάνηµα µέτρησης πίεσης (blood pressure) που

ϐρίσκονται στο δρόµο στις ΗΠΑ µε τον παραδοσιακό τρόπο υπό την παρουσία ειδικού (συνήθως

νοσηλευτή). Η µελέτη αυτή έγινε στις ΗΠΑ και για λεπτοµέρειες παραπέµπουµε στο ϐιβλίο του

Rosner (1994, σελ. 1–4). Στη µελέτη αυτή για κάθε άτοµο µετράµε την πίεση του µε το µηχά-

νηµα και για το ίδιο άτοµο µετράµε την πίεση και µε τον παραδοσιακό τρόπο µε τη ϐοήθεια ενός

ειδικευµένου νοσηλευτή.

Σχεδιασµός της Μελέτης: Για σχεδιάσουµε την µελέτη πρέπει να απαντήσουµε στα ακόλου-
ϑα ερωτήµατα:

1. Πόσα µηχανήµατα ϑα εξετάσουµε και που ϑα είναι αυτά ;

2. Πόσους ανθρώπους ϑα εξετάσουµε ανά µηχάνηµα ;

3. Ποια ϑα είναι η των σειρά µετρήσεων ;

4. ΄Αλλα δεδοµένα που ϑα πρέπει να µαζέψουµε ;

5. Πως ϑα γίνει η καταχώρηση και η κωδικοποίηση των δεδοµένων ;

6. Πως ϑα γίνει ο έλεγχος της ακρίβειας και της ακεραιότητας των δεδοµένων ;

Απαντήσεις στα ερωτήµατα (σύµφωνα µε τη µελέτη του Rosner, 1994):

1. Επιλέχθηκαν 4 µηχανήµατα σε µη κοντινές περιοχές.

2. Χρησιµοποιήθηκαν στατιστικοί µέθοδοι καθορισµού του µεγέθους δείγµατος.

3. Συνήθως η πρώτη µέτρηση συνήθως είναι πιο υψηλή. Για το λόγο αυτό αν ορίσουµε
την πρώτη µέτρηση να λαµβάνεται συστηµατικά από το µηχάνηµα ή από τον ειδικευµένο
νοσηλευτή τότε ϑα δηµιουργηθεί ένα συστηµατικό σφάλµα που ϑα οφείλεται στη σειρά
δειγµατολειψίας και όχι στην πραγµατική διαφορά των δύο µετρήσεων. Αυτό µπορεί να
αποφευχθεί µέσω της τυχαιοποίησης (ανάθεση της σειράς µε τυχαίο τρόπο).
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4. Σίγουρα ϑα πρέπει να ϱωτήσουµε τους συµµετέχοντες και επιπλέον ατοµικά τους στοιχεία
που επηρεάζουν την πίεση όπως ϐάρος, ύψος, body-mass index και ϕύλο. Επίσης άλλα
δηµογραφικά στοιχεία (π.χ. ηλικία, τόπος κατοικίας) ή ιατρικά στοιχεία (π.χ. ιστορικό
υπέρτασης) που ϑα µας δώσουν πληροφόρηση ως προς τον πληθυσµό που χρησιµοποιεί
τα µηχανήµατα.

5. Στην κωδικοποίηση γίνεται πλήρης ορισµός των ονοµάτων των µεταβλητών, των κωδικών
των κατηγοριών στις ποιοτικές µεταβλητές, στις ελλιπείς τιµές (missing values). Επίσης
τα δεδοµένα εισήχθηκαν 2 ϕορές και έγινε αυτόµατη σύγκριση των αρχείων για εντοπισµό
λαθών πληκτρολόγησης.

6. Στον έλεγχο των δεδοµένων έγινε απλή περιγραφική ανάλυση, εκτύπωση ελαχίστων και
µεγίστων τιµών ανά µεταβλητή και τυχαίος δειγµατοληπτικός έλεγχος µερικών ερωτηµα-
τολογίων.

Στατιστική Ανάλυση.

1. Περιγραφική Ανάλυση και ∆ιαγραµµατική Απεικόνιση. Ενδεικτικά δίνουµε τον ακό-
λουθο πίνακα ανά τοποθεσία και ανάλογα µε τον τρόπο µέτρησης :

Αριθµός Μηχάνηµα Ειδικός Νοσηλευτής ∆ιαφορά
Τοποθεσία Ατόµων Μέσος Τυπ.Απόκλ. Μέσος Τυπ.Απόκλ. Μέσος Τυπ.Απόκλ.
Α 98 142.5 21.0 142.0 18.1 0.5 11.2
Β 84 134.1 22.5 133.6 23.2 0.5 12.1
Γ 98 147.9 20.3 133.9 18.3 14.0 11.7
∆ 62 135.4 16.7 128.5 19.0 6.9 13.6

Τα αρχικά δεδοµένα ήταν υπολογισµένα να αποδώσουν 100 τιµές ανά τοποθεσία, αλλά
όπως παρατηρείται υπήρξαν ελλιπείς τιµές (missing values), γεγονός συνηθισµένο στην
Ιατρική ΄Ερευνα και τη Βιοστατιστική. Ο αναµενόµενος αριθµός µηαπόκρισης πρέπει και
λαµβάνεται υπ΄ όψιν στον καθορισµό του µεγέθους δείγµατος.

2. Επαγωγική Στατιστική. Μας ενδιαφέρει να δούµε τις διαφορές µεταξύ ανθρώπου και
µηχανής. Επειδή έχουµε Ϲευγάρια ποσοτικών µετρήσεων για κάθε άτοµο (η πίεση µε το
µηχάνηµα και µε τον ειδικό) για το λόγο αυτό ελέγχουµε τη σηµαντικότητα της διαφορά
των δύο µετρήσεων µε τη χρήση της δοκιµασίας t ανά Ϲεύγη (paired t-test).

Από την παραπάνω περιγραφή µια απλής σχετικά µελέτης ϐλέπουµε τις δυσκολίες, τα προ-
ϐλήµατα και τις απαιτήσεις της Ιατρικής έρευνας από τους στατιστικούς επιστήµονες. Πολλοί
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επιστήµονες της στατιστικής δυσανασχετούν για το διαχωρισµό της Βιοστατιστικής από τη Στα-
τιστική µε την έννοια ότι ένας στατιστικός µπορεί να χειριστεί και Ιατρικά προβλήµατα. ΄Οµως η
πράξη στις χώρες της Ευρώπης και τις ΗΠΑ έδειξε ότι χρειάζονται εξειδικευµένες γνώσεις (τόσο
στην ορολογία όσο και στην ανάλυση) που ένας στατιστικός δεν γνωρίζει. Αυτό, σε συνδυασµό
µε αυξηµένη Ϲήτηση Βιοστατιστικών επιστηµόνων από Ιατρικές και ϕαρµακευτικές εταιρείες,
οδήγησε στη δηµιουργία εντατικών Μεταπτυχιακών προγραµµάτων Βιοστατιστικής ή Ιατρικής
στατιστικής σε πολλά πανεπιστήµια της Ευρώπης και των ΗΠΑ εκ των οποίων αρκετά είναι
άµεσα συνδεδεµένα µε τη διαδικασία της παραγωγής και της Ιατρικής έρευνας.
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Κεφάλαιο 2

Ειδικές Ιατρικές και Επιδηµιολογικές

Μελέτες

2.1 Κατηγορίες Ιατρικών Μελετών.

Οι Ιατρικές µελέτες χωρίζονται στις ακόλουθες κατηγορίες

1. «Πειραµατικές» ή «παρεµβατικές» µελέτες (experimental - intervention studies). Εδώ
συµπεριλαµβάνονται και οι συνηθισµένες κλινικές δοκιµές (clinical trials).

2. «Παρατήρησης» ή «µη πειραµατικές» ή «µη παρεµβατικές» µελέτες (observational medical
surveys). Αυτές µε τη σειρά τους χωρίζονται σε

(α΄) «Περιγραφικής» ή «∆ιατµηµατικές-Συγχρονικές» (Descriptive surveys, cross-sectional
studies).

(ϐ΄) «Αναλυτικής» ή «περιγραφικής» Επιδηµιολογίας (analytic/aetiologic studies). Αυτές
µε τη σειρά τους χωρίζονται σε δύο µεγάλες κατηγορίες :

i. «Προπτικές Μελέτες» ή «µελέτες κοορτής» (prospective or cohort studies). Εναλ-
λακτικές ονοµασίες είναι «διαµηκείς-διαχρονικές µελέτες» (logitudinal studies)
ή «µελέτες παρακολούθησης» (follow-up studies).

ii. «Αναδροµικές µελέτες» ή «µελέτες Μαρτύρων-Ασθενών» (retrospective or case-
control studies).

Αναλυτική παρουσίαση των παραπάνω κατηγοριών ακολουθεί στις επόµενες ενότητες.

7
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2.2 Πειραµατικές Μελέτες και Μελέτες Παρατήρησης

Ο πρώτος µεγάλος διαχωρισµός των µελετών γίνεται ανάλογα αν ο ερευνητής παρεµβαίνει στη
διαδικασία ή όχι. ΄Ετσι, στις πειραµατικές µελέτες ο ερευνητής παρεµβαίνει στο πείραµα µε
την έννοια ότι ελέγχει την κατανοµή των ατόµων µέσα στις οµάδες (συνήθως αναθέτει τυχαία
ϑεραπείες σε κάθε άτοµο που συµµετέχει). Αντίθετα, στις µελέτες παρατήρησης ο ερευνητής δεν
παρεµβαίνει, απλά παρατηρεί και καταγράφει. Σε αυτή την περίπτωση κυρίως σκοπός είναι η
διερεύνηση των αιτιών που προκαλούν µία νόσο και η κατασκευή διαγνωστικών-προγνωστικών
µοντέλων.

2.2.1 Πειραµατικές Μελέτες

Στις µελέτες αυτές ο ερευνητής παρεµβαίνει ενεργητικά στον καθορισµό των οµάδων, του τρό-
πουδιαβίωσης, της ϑεραπείας ή άλλων χαρακτηριστικών (π.χ. κλινικές δοκιµές). Αυτές οι
µελέτες χωρίζονται σε τέσσερις υποκατηγορίες :

1. Εκούσια και σχεδιασµένη εφαρµογή ενός πιθανού αιτιολογικού µοντέλου σε µια οµάδα και

παρακολούθηση των αποτελεσµάτων. Συνήθως γίνεται σύγκριση µε µια οµάδα αναφοράς
ή ελέγχου. Αυτή η οµάδα ορίζεται όσο το δυνατόν όµοια µε την ήδη υπάρχουσα όσον
αφορά κάποια χαρακτηριστικά του πληθυσµού. Αυτό επιτυγχάνεται µε την τυχαιοποίηση,
την τυχαία, δηλαδή, κατανοµή ή ανάθεση των ατόµων στις οµάδες σύγκρισης.

2. Εκούσια αποµάκρυνση ενός παράγοντα. Αυτές είναι δεοντολογικά και ηθικά πιο σωστές
από τις παραπάνω. Προσοχή η αποµάκρυνση πρέπει να γίνεται τυχαία, κάτι που είναι
πολύ διαφορετικό από το να αφήσουµε τους συµµετέχοντες να αποφασίσουν σε ποια
οµάδα επιθυµούν να συµµετάσχουν.

3. Πειράµατα ϕύσης. Μελετούνται διαφορετικές οµάδες που δηµιουργήθηκαν από ένα γεγο-
νός.

4. Σχεδιασµένη τροποποίηση παθογενών µηχανισµών σε µια οµάδα ανθρώπων.

2.2.2 Μελέτες Παρατήρησης

΄Ηδη, είπαµε ότι σε αυτές τις µελέτες ο ερευνητής δε συµµετέχει αλλά απλά παρατηρεί και
καταγράφει. Χωρίζονται σε τρεις µεγάλες κατηγορίες : τις διατµηµατικές-συγχρονικές µελέτες
οι οποίες είναι περιγραφικές κυρίως µελέτες και δε λαµβάνουν υπόψιν το παράγοντα χρόνο,
τις προοπτικές µελέτες οι οποίες παρακολουθούν την πορεία µιας οµάδας ατόµων (κινούνται
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µπροστά χρονικά) και τις αναδροµικές µελέτες οι οποίες πάνε πίσω χρονικά και Ϲητούν από
τα άτοµα να περιγράψουν συνήθειες τους στο παρελθόν. Αναλυτική παρουσίαση των µελετών
αυτών ακολουθεί στις ενότητες 2.5.1, 2.5.2 και 2.5.3.

2.3 Περιγραφικές και Αιτιολογικές Μελέτες

Ο δεύτερος µεγάλος διαχωρισµός των Ιατρικών µελετών γίνεται ανάλογα µε το αν ο σκοπός της
µελέτης είναι να περιγράψουµε απλά ένα πληθυσµό ή αν ϑέλουµε να κατανοήσουµε τις σχέσεις
µεταξύ χαρακτηριστικών και να εντοπίσουµε τα αίτια που προκαλούν ένα ϕαινόµενο, συνήθως
µία ασθένεια. Ανάλογη είναι και η στατιστική ανάλυση που χρησιµοποιείται αλλά και ο σχε-
διασµός της δειγµατοληψίας. Οι περιγραφικές µελέτες περιορίζονται σε απλούς περιγραφικούς
δείκτες ή δηµογραφικούς πίνακες και σε διαγραµµατική απεικόνιση των δεδοµένων ενώ οι αι-
τιολογικές εφαρµόζουν στατιστικούς ελέγχους υποθέσεων ϐασισµένους σε ϐιολογικές ϑεωρίες ή
σενάρια. Επιπλέον, είναι συνηθισµένη η χρήση πολύπλοκων στατιστικών υποδειγµάτων. Στη
σύγχρονη Ιατρική επιστήµη ελάχιστες µελέτες είναι πλέον µόνο περιγραφικές.

2.3.1 Περιγραφικές Μελέτες

΄Οπως είπαµε και παραπάνω οι περιγραφικές µελέτες έχουν σκοπό απλά να περιγράψουν τον
πληθυσµό σε ένα συγκεκριµένο τόπο και χρόνο. Για το λόγο αυτό χρησιµοποιούνται οι συνηθι-
σµένοι τρόποι δειγµατολειψίας όταν έχουµε µεγάλους πληθυσµούς ή γίνεται απογραφικά όταν
ο πληθυσµός είναι περιορισµένος (συνήθως στις µελέτες δηµογραφική ϕύσης). Η µελέτες αυτές
ονοµάζονται και διατµηµατικές (cross-sectional). ΄Οταν ο σκοπός περιορίζεται στην εκτίµηση
του επιπολασµού (αναλογία ατόµων µε τη νόσο στον πληθυσµο) τότε λέγονται και µελέτες δη-
µογραφικές ή επιπολασµού (prevalence). ΄Οπως είπαµε και παραπάνω, χρησιµοποιούν απλή
µεθοδολογία και δίνουν µια ενδεικτική εικόνα του προβλήµατος που µας ενδιαφέρει.

Οι µελέτες αυτές γίνονται σε πληθυσµό υπό ϕυσιολογικές συνθήκες και ονοµάζονται και
µελέτες πεδίου (field surveys). Παρουσιάζουν µια εκτίµηση ή αποτύπωση του επιπολασµού ή
άλλων χαρακτηριστικών του πληθυσµού µε στιγµιαίο και στατικό χαρακτήρα. ΄Ενα πολύ ση-
µαντικό στοιχείο είναι ότι µπορούν να δώσουν µια γενική εικόνα των σχέσεων µεταξύ ασθενειών
κάτι που δεν µπορεί να γίνει µε ενδονοσοκοµιακές έρευνες.

Τα κύρια πλεονεκτήµατα αυτών των µελετών είναι : η απλότητα τους, η ταχύτητα µε την
οποία µπορούν να γίνουν και το χαµηλό κόστος. Από την άλλη στα µειονεκτήµατα συγκατα-
λέγονται : το γεγονός ότι δε λαµβάνουµε υπόψη τον παράγοντα του χρόνου (άρα δεν µπορεί
να οριστεί η χρονική αλληλουχία των σχέσεων µεταξύ µεταβλητών), δεν µπορεί να γίνει δια-
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χωρισµός της πιθανότητας εµφάνισης και της διάρκειας της νόσου και σπάνιες ασθένειες δεν
µπορούν να µελετηθούν διότι το µέγεθος του δείγµατος είναι συνήθως ανεπαρκές (άρα πρέπει
να περιοριστούµε σε πιο κοινές ασθένειες).

2.3.2 Αιτιολογικές Μελέτες ή Μελέτες Επαγωγικής Επιδηµιολογίας

Οι µελέτες αυτές αποτελούν τον κορµό της σύγχρονης Επιδηµιολογίας. Αναφέρονται στις µε-
λέτες που σκοπός τους είναι ο έλεγχος µιας επιδηµιολογικής υπόθεσης και αποσκοπούν στην
διερεύνηση της αιτιότητας ενός νοσήµατος. Στις µελέτες αυτές χρησιµοποιούνται εξελιγµένες
στατιστικές µέθοδοι ξεκινώντας από συνηθισµένες στατιστικές δοκιµασίες (για παράδειγµα t-test
ή Wilcoxon test) µέχρι και πολύπλοκα υποδείγµατα όπως τα ιεραρχικά γενικευµένα γραµµικά
υποδείγµατα (hierarhical generalised linear models) και µοντέλα πολυµεταβλητής ανάλυσης
και ∆οµικών Εξισώσεων (structural equation models) στην Ψυχοµετρία.

Στην κατηγορία αυτή µπορούµε να συµπεριλάβουµε τόσο µελέτες παρατήρησης (όπως οι
προοπτικές και οι αναδροµικές µελέτες) όσο και παρεµβατικές µελέτες (κλινικές δοκιµές).

Κύριος σκοπός στις παραπάνω µελέτες παρατήρησης είναι να εντοπίσουν παράγοντες κιν-
δύνου που αυξάνουν την εµφάνιση µιας νόσου (δηλαδή ο σκοπός είναι διαγνωστικός και προ-
ληπτικός) ενώ στις κλινικές δοκιµές σκοπός είναι να εντοπιστούν νέα ϕάρµακα που περιορίζουν
τα συµπτώµατα µίας νόσου ή οδηγούν στην πλήρη ίαση (ϑεραπεία).

2.4 Σχέσεις Μεταβλητών και Αιτιότητα

Το µεγάλο πρόβληµα γενικότερα στη στατιστική επιστήµη είναι το γεγονός ότι µια στατιστικά-
σηµαντική σχέση (association) ή συσχέτιση µεταξύ δύο µεταβλητών δε συνεπάγεται αυτόµατα
και µια πραγµατική επαγωγική σχέση ή σχέση αιτιότητας. Αυτό συµβαίνει λόγω της πολυπλο-
κότητας των σχέσεων που υπάρχουν πραγµατικά ϕαινόµενα που εξετάζουµε. Συνεπώς στην
εµφάνιση ενός ϕαινοµένου (π.χ. νόσου) συνεπιδρούν πολλοί παράγοντες και για το λόγο αυ-
τό µπορεί η σχέση νόσου-παράγοντα κινδύνου να επηρεάζεται από τρίτους παράγοντες που
ονοµάζονται συγχυτικοί.

Ορισµός 2.1 Συγχυτικός ή συνεπιδρών παράγοντας (confounder ή confounding variable)ονοµάζεται

µια µεταβλητή η οποία, µε οποιονδήποτε τρόπο, διαστρεβλώνει µια σχέση µεταξύ δύο µεταβλητών

(στην Βιοστατιστική συνήθως εννοούµε την νόσο και ένα παράγοντα κινδύνου). Για παράδειγµα

ας υποθέσουµε ότι επιθυµούµε να συγκρίνουµε τη ϑνησιµότητα σε δύο οµάδες µε διαφορετική

έκθεση σε ένα πιθάνο παράγοντα κινδύνου (π.χ. κάπνισµα). Αν η πρώτη οµάδα περιέχει άτοµα
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πιο µεγάλης ηλικίας τότε σαφώς και περιµένουµε µεγαλύτερη ϑνησιµότητα σε αυτή την οµάδα

η οποία δε ϑα οφείλεται όµως στο γεγονός ότι κάπνιζαν αλλά απλά στο ότι έχουν µεγαλύτερη

ηλικία. Η ηλικία εδώ είναι συγχυτικός παράγοντας (confounder) της σχέσης της ϑνησιµότητας

και του καπνίσµατος. ΄Ενας συγχυτικός παράγοντας µπορεί να εµφανίζει ως στατιστικά σηµαντι-

κές σχέσεις που στην πραγµατικότητα δεν υπάρχουν ή να καλύπτει υπάρχουσες. Ο έλεγχος και

αδρανοποίηση των συγχυτικών παραγόντων γίνεται µε κατάλληλο σχεδιασµό της µελέτης ή µε

ειδική στατιστική ανάλυση.

Ακόµα και αν οι συγχυτικοί παράγοντες εξαλειφθούν, ο εντοπισµός πραγµατικών σχέσεω-
ναιτιότητας είναι δύσκολος και ξεφεύγει από τον απλό υπολογισµό στατιστικών δεικτών. Για το
λόγο αυτό έχουν καθοριστεί συγκεκριµένα κριτήρια τα οποία µπορούµε να χρησιµοποιήσου-
µε για να εντοπίσουµε και να ελέγξουµε αν οι στατιστικά σηµαντικές συσχετίσεις είναι σχέσεις
αιτιότητας. Τα κριτήρια αυτά είναι τα ακόλουθα:

1. Συνέπεια (consistency).

2. Ισχύς (strength).

3. Ειδικότητα (specificity).

4. Χρονική αλληλουχία (temporality).

5. Λογική αλληλουχία (coherency).

΄Οταν µια σχέση ικανοποιεί όλα τα παραπάνω κριτήρια, τότε έχουµε µια ισχυρή (αν όχι απόλυτη)
ένδειξη ότι αυτή είναι µία σχέσης αιτιότητας.

2.4.1 Κριτήρια Αξιολόγησης Αιτιολογικών Σχέσεων

α) Συνέπεια µιας σχέσης: Μία σχέση ονοµάζεται συνεπής αν εµφανιστεί επαναλαµβανόµε-
να σε µελέτες που έχουν γίνει µε διαφορετικό σχεδιασµό και σε διαφορετικούς πληθυσµούς.
Φυσικά στις περιπτώσεις αυτές µπορούν να υπάρχουν και εξαιρέσεις, δηλαδή µελέτες που δεν
επιβεβαιώνουν τον κανόνα, αλλά ϑα πρέπει να είναι περιορισµένες και να οφείλονται σε τυχαίους
παράγοντες (σφάλµατα τύπου Ι και ΙΙ των στατιστικών ελέγχων υποθέσεων). ΄Ενα παράδειγµα
συνεπούς σχέσης είναι η ϑετική σχέση καπνίσµατος - καρκίνου του πνεύµονα η οποία έχει
επιβεβαιωθεί σε µεγάλο αριθµό µελετών τα τελευταία χρόνια.
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ϐ) Ισχύς µιας σχέσης: Μια σχέση ονοµάζεται ισχυρή όταν η επίδραση της παρουσίας του
παράγοντα κινδύνου είναι µεγάλη. Η επίδραση συνήθως µετριέται µε την αναλογική αύξηση
της πιθανότητας ϑανάτου ή εµφάνισης της νόσου. Σε αυτή την περίπτωση, σηµαντική είναι και
η ύπαρξη της δοσολογικής επίδρασης (dose-response effect) που δεν είναι τίποτα άλλο από την
αναλογική µεταβολή της µεταβλητής απόκρισης (π.χ. εµφάνιση της νόσου) και της δοσολογίας
ενός ϕαρµάκου ή του µεγέθους έκθεσης σε ένα παράγοντα κινδύνου.

Παράδειγµα: η πιθανότητα εµφάνισης του καρκίνου του πνεύµονα είναι αυξηµένη στους
καπνιστές και αυξάνει ανάλογα µε τον αριθµό τσιγάρων που καπνίζει κάθε άτοµο.

γ) Ειδικότητα µιας σχέσης: Μια σχέση παράγοντα κινδύνου-νόσου ονοµάζεται ειδική αν η
παρουσία του παράγοντα κινδύνου οδηγεί µε µεγάλη πιθανότητα στην εµφάνιση της νόσου ενώ
η απουσία του οδηγεί µε µεγάλη πιθανότητα στην αποφυγή της εµφάνισης της νόσου. Αν ένας
παράγοντας είναι «ειδικός» µίας νόσου (δηλαδή, στην ουσία, είναι η κύρια αιτία που προκαλεί
τη νόσο) τότε είναι πολύ πιθανό και η σχέση να είναι αιτιολογική. Στην πράξη όµως, λόγω της
πολυπλοκότητας των σχέσεων, ειδικές σχέσεις είναι σπάνιες. Και όχι µόνο αυτό αλλά σε µια
πραγµατική αιτιολογική σχέση µπορεί η πιθανότητα εµφάνισης της νόσου να αυξάνει σηµαντικά
µε την παρουσία του παράγοντα κινδύνου άλλα όχι τόσο πολύ ώστε να τη χαρακτηρίσουµε
ειδική. Η ύπαρξη µιας στατιστικής σχέσης αιτιότητας δε συνεπάγεται ότι αυτή ϑα επαληθεύεται
σε όλες τις περιπτώσεις. Παράδειγµα, αν κάποιος καπνίζει δε σηµαίνει ότι ϑα εµφανίσει τη νόσο
σίγουρα (αν συνέβαινε αυτό δε ϑα µιλάγαµε για στατιστική σχέση άλλα για σχέση ϕυσική).

δ) Χρονική Αλληλουχία: Σε πολλές περιπτώσεις η στατιστική ανάλυση δε λαµβάνει υπόψη
της τη χρονική αλληλουχία ή σειρά µε την οποία εµφανίζονται κάποια ενδεχόµενα αλλά και
µεταβλητές που συνδέονται µε αυτά. Αυτό συνήθως γίνεται µε τη χρήση της κοινής λογικής.
Για το λόγο αυτό η µεταβλητή απόκρισης στα στατιστικά µοντέλα ϑα πρέπει να έπεται χρονικά
των επεξηγηµατικών (κάτι το οποίο δεν είναι πάντα προφανές). ΄Ετσι λοιπόν στην Βιοστατιστική
είναι απαραίτητο ο παράγοντας κινδύνου να προϋπάρχει χρονικά της εµφάνισης της νόσου.
Σε µερικές περιπτώσεις αυτό είναι εύκολο να το κρίνεις (π.χ. κάπνισµα και καρκίνος του
πνεύµονα). Τι γίνεται όµως για περιπτώσεις όπως το παθητικό κάπνισµα για το οποίο µπορεί να
µην είναι εύκολα προσδιορίσιµος ο χρόνος έκθεσης σε αυτόν τον κίνδυνο ; Ο καθορισµός της
χρονικής αλληλουχίας είναι επίσης δύσκολος στις περιπτώσεις που η νόσος εντοπίζεται πολύ
αργότερα από την πραγµατική της εµφάνιση.

ε) Λογική Αλληλουχία: Για να έχει µια σχέση λογική αλληλουχία ϑα πρέπει να µην αντικρού-
ει αποδεδειγµένες αλήθειες των ϕυσικών και ϐιολογικών επιστηµών (π.χ. της Φυσικής, Χηµείας,
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Ιατρικής, Γενετικής και Βιολογίας). Σε περίπτωση που µια στατιστικά σηµαντική σχέση έρχε-
ται σε αντίθεση µε µια ήδη αναγνωρισµένη ϑεωρία, τότε ϑα πρέπει να υπάρξει µια ανάλογη
επιστηµονική τεκµηρίωση και ϑεωρία που ϑα υποστηρίζει και ϑα αιτιολογεί την ύπαρξη της.
Επιπλέον ϑα πρέπει να γίνουν και ανάλογες µελέτες έτσι ώστε να δούµε αν ικανοποιείταικαι το
κριτήριο της συνέπειας που τελικά ϑα οδηγήσει στην επιστηµονική επικράτηση και καθιέρωση
του ευρήµατος ή της νέας ϑεωρίας.

Γενικά τα παραπάνω πέντε κριτήρια είναι αρκετά αυστηρά και πολλές ϕορές δεν ικανο-
ποιούνται όλα από µια πραγµατική αιτιολογική σχέση.

2.4.2 ∆ευτερογενής Πλασµατική Σχέση δύο Μεταβλητών

΄Οπως αναφέραµε και στην προηγούµενη ενότητα, όταν υπάρχει µια πραγµατική αιτιολογική
σχέση µεταξύ δύο µεταβλητών τότε περιµένουµε να ϐρεθεί και µια στατιστικά σηµαντική σχέση
µεταξύ τους. Το αντίστροφο όµως δεν ισχύει πάντα. ∆ηλαδή µπορεί να έχουµε µια στατιστικά
σηµαντική σχέση η οποία όµως δεν οφείλεται σε πραγµατικά υπαρκτή σχέση.

Ας πάρουµε το ακόλουθο παράδειγµα. ΄Εστω ότι ϑέλουµε να εξετάσουµε το κάπνισµα σε
σχέση µε τον καρκίνο του πνεύµονα. Το κάπνισµα προκαλεί αυξηµένη εµφάνιση του καρκίνου
αλλά και κιτρινίζει τα δάκτυλα σε περίπτωση όπου η δοσολογία και ο χρόνος καπνίσµατος
είναι πολύ αυξηµένος. Αν εµείς αποµονώσουµε τις µεταβλητή που υποδεικνύει τα κιτρινισµένα
δάκτυλα (αγνοώντας το κάπνισµα που τα προκαλεί) και τη νόσο, τότε είναι πολύ πιθανό να
ϐγάλουµε µια στατιστικά σηµαντική σχέση (δηλαδή ότι τα άτοµα µε κιτρινισµένα δάκτυλα έχουν
µεγαλύτερη πιθανότητα εµφάνισης καρκίνου ή ότι ο καρκίνος προκαλεί, ως σύµπτωµα της
νόσου, την εµφάνιση κιτρινισµένων δακτύλων). Στην πραγµατικότητα η σχέση είναι εικονική -
πλασµατική και συµβαίνει απλά διότι αυτοί που έχουν κιτρινισµένα δάκτυλα καπνίζουν πολύ
περισσότερο σε σχέση µε τους υπόλοιπους άρα προφανώς το κάπνισµα είναι που προκαλεί τη
νόσο.

A (Κάπνισµα)
↙↘

B (Καρκίνος του Πνεύµονα) Γ (Κιτρινισµένα ∆άκτυλα)
︸ ︷︷ ︸

Πλασµατική ∆ευτερογενής Σχέση
Συνεπώς σε µία πλασµατική σχέση µεταξύ δύο ανεξάρτητων µεταβλητών Β και Γ, οι µεταβλη-

τές αυτές εµφανίζουν στατιστικά σηµαντική εξάρτηση λόγω της σχέσης τους µεµια µεταβλητή Α
που είναι η αιτία και των δύο. Αν µεταβληθεί η κατανοµή της µεταβλητής Γ δεν είναι απαραίτητο
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ότι ϑα αλλάξει και η κατανοµή της µεταβλητής Β όπως ϑα άλλαζε αν η σχέση ήταν πραγµατικά
αιτιολογική.

Κάθε παράγοντας που συνδέεται στατιστικά σηµαντικά και η παρουσία του αυξάνει την πι-
ϑανότητα εµφάνισης µιας ασθένειας ονοµάζεται παράγοντας κινδύνου (risk factor). Σε αντίθετη
περίπτωση ο παράγοντας ονοµάζεται προστατευτικός παράγοντας (protective factor). Η παρα-
πάνω µεταβλητή Α που επηρεάζει τις µεταβλητές Β και Γ, δρα ως συγχυτικός παράγοντας για τη
σχέση των Β και Γ.

2.4.3 ΄Αµεσες και ΄Εµµεσες Αιτιολογικές σχέσεις

Αν µία µεταβλητή Α επηρεάζει την εµφάνιση µιας µεταβλητής ∆ και αυτή µε τη σειρά της τη
µεταβλητή Β τότε λέµε ότι οι µεταβλητές Α και Β συνδέονται µεταξύ τους µε έµµεση αιτιολογική
σχέση. Αυτή η σχέση µπορεί περιγραφεί από το ακόλουθο απλό διάγραµµα:

Α −→ ∆ −→ Β .

Παραδοσιακά οι παράγοντες που συνδέονται µε τη νόσο µε άµεσες αιτιολογικές σχέσεις ϑε-
ωρούνται πιο επικίνδυνοι και σηµαντικοί, ενώ οι έµµεσοι παράγοντες κινδύνου ϑεωρούνται
επικουρικοί ή προδιάθεσης. Ως παράδειγµα µπορούµε να αναφέρουµε την παχυσαρκία η ο-
ποία προκαλεί (µεταξύ άλλων) υπέρταση και διαβήτη και αυτά µε τη σειρά τους στεφανιαία
νόσο. ΄Ετσι λοιπόν η σχέση στεφανιαίας νόσου και παχυσαρκίας είναι έµµεση που σηµαίνει
ότι αν κάποιος είναι παχύσαρκος αλλά δεν εµφανίζει τις επιµέρους νόσους ή συµπτώµατα τότε
δε ϑα έχει αυξηµένη πιθανότητα στεφανιαίας νόσου. Παρόλα αυτά, και επειδή η παχυσαρκία
συνδέεται ισχυρά µε τις επιµέρους νόσους, τα τελευταία χρόνια έγινε µεγάλη εκστρατεία για την
καταπολέµηση της.

2.5 Αιτιολογικές Μελέτες Παρατήρησης

2.5.1 Συγχρονικές - ∆ιατµηµατικές Μελέτες

Οι µελέτες αυτές δεν λαµβάνουν υπόψη τους τη χρονική αλληλουχία µεταξύ µεταβλητών (temporal
relationship). Μελετάνε ένα τυχαίο δείγµα σε µια συγκεκριµένη χρονική στιγµή και σε συγ-
κεκριµένο γεωγραφικό χώρο. Πολλές ϕορές παροµοιάζεται µε ϕωτογραφία του πληθυσµού
(snapshot). Στις µελέτες αυτές χρησιµοποιούνται οι συνηθισµένοι τρόποι δειγµατοληψίας (α-
πλή τυχαία, στρωµατοποιηµένη, συστηµατική κλπ.) ενώ σε περιορισµένες περιπτώσεις µπορεί
να είναι απογραφική. Οι µελέτες αυτές µπορεί να είναι είτε αιτιολογικές ή απλά περιγραφικές.
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Οι διατµηµατικές-συγχρονικές µελέτες έχουν ως στόχο τη µελέτη των σχέσεων µεταξύ µετα-
ϐλητών (κυρίων ασθενειών και παραγόντων κινδύνου), χωρίς να λαµβάνεται υπόψη η χρονική
τους αλληλουχία. Στις µελέτες αυτές µπορούµε να εκτιµήσουµε µε ακρίβεια τον επιπολασµό
µιας ασθένειας (και σε πολλές από αυτές αυτός είναι ο κύριος στόχος τους). Τέλος, αυτές οι µε-
λέτες µας δίνουν πληροφορίες για την αιτιολογία των ασθενειών αλλά σε περιορισµένο επίπεδο.

Ορισµός 2.2 Επιπολασµός (prevalence) µιας νόσου ονοµάζεται το ποσοστό/αναλογία ατόµων

στον πληθυσµό που έχουν τη νόσο σε µια συγκεκριµένη χρονική στιγµή ή κατά τη διάρκεια ενός

µικρού χρονικού διαστήµατος.

Οι διατµηµατικές-συγχρονικές µελέτες µπορούν να χρησιµοποιηθούν και για συµπερασµα-
τολογία που αφορά τα υγιή άτοµα που συµµετέχουν στη µελέτη (και συνεπώς για τους πλη-
ϑυσµούς υγιών που αντιπροσωπεύουν). Αυτά τα αποτελέσµατα µπορούν να χρησιµοποιηθούν
για να πάρουµε µια εικόνα των αναγκών του συστήµατος Υγείας, της στάσης των πολιτών έναντι
στο σύστηµα υγείας, για το σχεδιασµό πολιτικών υγείας και για την κατάρτιση πρόγραµµατων
επιµόρφωσης υγείας.

2.5.2 Προοπτικές Μελέτες

2.5.2.1 Γενικές ΄Εννοιες

Για τις προοπτικές µελέτες έχουν χρησιµοποιηθεί αρκετοί διαφορετικοί όροι όπως µελέτες κο-
ορτής (cohort studies), παρακολούθησης (follow-up) και διαχρονικές-διαµήκεις (longitudinal).
Η ονοµασία κοορτή (cohort) είναι στρατιωτικός όρος και αναφέρεται στο ένα δέκατο µια Ρωµα-
ϊκής λεγεώνας. Στις προοπτικές µελέτες έχει την έννοια της οµάδας ή σειράς ατόµων την οποία
παρακολουθούµε κατά διάρκεια του χρόνου. Η ονοµασία διαχρονική-διαµήκης (longitudinal)
έρχεται σε αντιδιαστολή µε τη συγχρονική-διατµηµατική (cross-sectional) και σηµαίνει µια
µελέτη που γίνεται σε πολλά διαφορετικά χρονικά και (µερικές ϕορές) γεωγραφικά σηµεία.
Κυρίως όµως αναφέρεται στην επαναλαµβανόµενη χρονικά διενέργεια µιας µελέτης στον ίδιο
αριθµό ατόµων (είναι σαν να κάνουµε πολλές συγχρονικές µελέτες). Κύριο τους χαρακτηριστικό
είναι οι επαναλαµβανόµενες µετρήσεις στα ίδια άτοµα σε διαφορετικές χρονικές στιγµές.

Το ϐασικό στοιχείο στις προοπτικές µελέτες είναι ότι παίρνουµε µια ή περισσότερες οµά-
δες ατόµων και τις παρακολουθούµε στο χρόνο µε σκοπό να δούµε την εξέλιξη τους ως προς
κάποιες ασθένειες και πιθανούς παράγοντες κινδύνου. Στις περισσότερες ϕορές, στις µελέτες
έχουµε επαναλαµβανόµενες µετρήσεις των οποίων η στατιστική ανάλυση δεν είναι απλή. Στην
ουσία πρόκειται για επαναλαµβανόµενες συγχρονικές µελέτες στον ίδιο αριθµό ατόµων σε δια-
ϕορετικές χρονικές στιγµές (ϕανταστείτε σαν ένα αθλητή που τον ϐγάζουµε πολλές διαδοχικές
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ϕωτογραφίες). Αυτό σηµαίνει ότι µπορούµε να πάρουµε τα στοιχεία µιας χρονικής στιγµής
(συνήθως της πρώτης) και να τα χειριστούµε σαν απλή διατµηµατική-συγχρονική µελέτη.

Ο πιο απλός τρόπος προοπτικής µελέτης αποτελείται από µια συγχρονική µελέτη όπου
καταγράφονται τα ϐασικά στοιχεία του ασθενή ή του ατόµου που εξετάζουµε και µετά απλά
καταγράφουµε το χρόνο ϑανάτου ή τον τελευταίο χρόνο όπου γνωρίζαµε ότι ήταν Ϲωντανός
(µελέτες ϑνησιµότητας ή χρόνου επιβίωσης).

Οι προοπτικές µελέτες αποτελούν ένα ιδιαίτερα αξιόπιστο τρόπο διερεύνησης αιτιολογικών
σχέσεων στην επιδηµιολογία. Τα ϐασικά χαρακτηριστικά τους είναι ότι εκµηδενίζονται τα σφάλ-
µατα λόγω καταγραφής ή ανάκλησης µνήµης, λαµβάνεται υπόψη ο χρόνος και χρονική αλλη-
λουχία των σχέσεων και µπορεί να εκτιµηθεί η µεταβλητότητα που οφείλεται στα ίδια τα άτοµα.

Μια ειδική περίπτωση προοπτικών µελετών είναι αυτές που ϐασίζονται σε ιστορικά αρχεία
(historical records cohort studies). Σε αυτές τις µελέτες παίρνουµε την οµάδα που µας εν-
διαφέρει και εξετάζουµε την πορεία τους µέσα από «αντικειµενικά» ιστορικά αρχεία. Αν και η
προσέγγιση είναι στην ουσία αναδροµική, συµπεριλαµβάνεται στις προοπτικές µε την έννοια
ότι τα στοιχεία τα λαµβάνουµε από «αντικειµενικά» αρχεία που δεν έχουν σφάλµα ανάκλησης
µνήµης. Σε αυτές τις µελέτες όµως υπάρχει πιθανότητα σφαλµάτων που να οφείλονται στην
αξιοπιστία και την ακρίβεια των αρχείων· για λεπτοµέρειες ϐλέπε Armitage (1994, σελ. 184).

Επιγραµµατικά, τα πλεονεκτήµατα των προοπτικών µελετών συνοψίζονται στα ακόλουθα:

1. Μπορούµε να µελετήσουµε την επίδραση σπάνιων παραγόντων κινδύνου. Αυτό γίνεται
λαµβάνοντας µία οµάδα µε άτοµα που έχουν εκτεθεί στον (σπάνιο) κίνδυνο (συνήθως
απογραφικά) και µία δεύτερη οµάδα (συνήθως από την ίδια γεωγραφική περιοχή) µε
άτοµα που δεν έχουν εκτεθεί στον κίνδυνο (οµάδα ελέγχου).

2. Είναι ιδιαίτερα αξιόπιστες καθώς περιορίζονται τα σφάλµατα λόγω ανάκλησης µνήµης,
καταγραφής, και προκατάληψης.

3. Μπορούµε να υπολογίσουµε και απόλυτα και σχετικά µέτρα κινδύνου (αυτό σε αντιδια-
στολή µε τις αναδροµικές που ακολουθούν).

4. Μπορούµε να µελετήσουµε τη σχέση της νόσου που µας ενδιαφέρει και µε άλλα νοσήµατα.

Υπάρχουν όµως και σηµαντικά µειονεκτήµατα που δεν αφήνουν τις προοπτικές µελέτες να
γίνουν το κύριο εργαλείο έρευνας στην Ιατρική. Αυτά συνοψίζονται στα ακόλουθα:

1. Απαιτούν µεγάλο αριθµό ατόµων ακόµα και για σχετικά συχνές ασθένειες. Είναι εντελώς
ανέφικτες και αναποτελεσµατικές στην περίπτωση σπάνιων νόσηµάτων.
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2. Είναι ιδιαίτερα χρονοβόρες (µερικές µεγάλες µελέτες κρατάνε και 50-60 έτη ενώ οι πιο
απλές µπορούν να είναι 2-3 ετών).

3. Απαιτούν µεγάλο κόστος και πόρους (ανθρώπινους και σε εξοπλισµό).

4. Η ανάλυση των δεδοµένων είναι ιδιαίτερα δύσκολη λόγω του όγκου των δεδοµένων αλλά
και της ϕύση τους (επαναλαµβανόµενες µετρήσεις σε µεγάλο αριθµό ατόµων, πολλές
ελλιπείς τιµές). Αυτό συνεπάγεται απασχόληση εξειδικευµένου προσωπικού για αρκετό
χρόνο εργασίας (άρα και ανάλογο κόστος).

΄Οπως είναι κατανοητό, ακόµα και µια µικρής εµβέλειας προοπτική µελέτη είναι δύσκολο να
γίνει. Για το λόγο αυτό είναι περιορισµένες και γίνονται από µεγάλα Πανεπιστήµια ή Ερευ-
νητικά κέντρα και συνήθως χρηµατοδοτούνται από κυβερνήσεις κρατών ή µη-κερδοσκοπικών
οργανισµών.

΄Αλλο χαρακτηριστικό που µπορεί να αντιµετωπίσουµε σε µια προοπτική µελέτη είναι το
γεγονός ότι όλοι οι συµµετέχοντες δεν εισέρχονται στη µελέτη (ούτε εξέρχονται από αυτή) την
ίδια χρονική στιγµή. Επιπλέον είναι σύνηθες το ϕαινόµενο των ελλιπών τιµών γιατί κάποιος
ασθενής µπορεί να έχασε µία από τις επισκέψεις στο Ιατρικό κέντρο της έρευνας ή δεν µπορούσε
να εντοπιστεί κατά τη διάρκεια µίας επανεξέτασης. Στην περίπτωση που η µεταβλητή απόκριση
είναι ο χρόνος επιβίωσης (ή γενικότερα µέχρι την εµφάνιση ενός γεγονότος) τότε πληροφορία
µπορούµε να πάρουµε και από την τελευταία χρονική στιγµή όπου γνωρίζουµε ότι κάποιος από
τους συµµετέχοντες ήταν εν Ϲωή (ή γενικότερα τη τελευταία στιγµή που δεν είχε συµβεί το γεγονός
που εξετάζουµε). Αυτή η περίπτωση ελλιπών δεδοµένων ονοµάζεται λογοκρισία (censoring) και
τα δεδοµένα αυτά λογοκριµένα (censored) δεδοµένα.

Τέλος, δύο είναι τα κύρια χαρακτηριστικά µιας προοπτικής µελέτης : οι οµάδες-κοορτές
έκθεσης στον κίνδυνο και ο χρόνος παρακολούθησης.

Παράδειγµα 2.1 Το 1951 έγινε µια µεγάλη προοπτική ταχυδροµική έρευνα στη Βρετανία. Ε-

ϱωτηµατολόγια ταχυδροµήθηκαν σε 59600 γιατρούς εγγεγραµµένους στους Ιατρικούς συλλόγους

της Βρετανίας και έλαβα 41000 απαντήσεις. Η µελέτη έγινε σε αυτό τον περιορισµένο πληθυσµό

έτσι ώστε να επιτευχθεί υψηλό ποσοστό απόκρισης. Η πεποίθηση ότι το ποσοστό απόκρισης ϑα

ήταν σχετικά υψηλό (πράγµα δύσκολο σε ταχυδροµικές έρευνες) οφειλόταν στο γεγονός ότι ο πλη-

ϑυσµός των συµµετεχόντων ήταν εκπαιδευµένοι και σχετιζόµενοι µε την Ιατρική έρευνα πράγµα

που σηµαίνει ότι ϑα συµπλήρωναν το ερωτηµατολόγιο ενσυνείδητα και σωστά χωρίς σηµαντικά

σφάλµατα και απώλειες.

Το ερωτηµατολόγιο ήταν σχετικά απλό και αναφερόταν στις συνήθειες καπνίσµατος µε διαχω-

ϱισµένες τρεις οµάδες έκθεσης : καπνιστές, πρώην καπνιστές και µη-καπνιστές. Μετά κατέγραφαν
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το χρόνο ϑανάτου, ο οποίος ήταν σχετικά εύκολος να ϐρεθεί από τους αντίστοιχους Ιατρικούς συλ-

λόγους. Το 1976 ανακοινώθηκε η πρώτη αναφορά όπου το κύριο αποτέλεσµα ήταν : «οι ϑάνατοι

από καρκίνο του πνεύµονα και άλλες ασθένειες ήταν περισσότεροι για τους καπνιστές». Ως δευ-

τερεύον αποτέλεσµα ανέφεραν και την δοσολογική ϑετική σχέση καπνίσµατος και δείκτη γενικής

ϑνησιµότητας· για λεπτοµέρειες ϐλ. Doll & Peto (1976).

∆ύο είναι τα σηµαντικά χαρακτηριστικά της µελέτης :

1. Το µέγεθος του δείγµατος είναι µεγάλο (41000). Αυτό ήταν ϑεµιτό αφού η κύρια ασθένεια

που εξέταζαν (καρκίνος του πνεύµονα) είναι σπάνια ασθένεια µε επιπολασµό µικρότερο του

8/10000.

2. Το δείγµα δεν ήταν τυχαίο. ΄Ηταν απογραφικό του πληθυσµού των Ιατρών της Βρετανίας.

Τα αποτελέσµατα δεν µπορούν να γενικευτούν σε όλο τον πληθυσµό της Βρετανίας.

2.5.2.2 ∆ιαµόρφωση και Επιλογή των υπό Σύγκριση Οµάδων

Στις περισσότερες προοπτικές µελέτες ξεκινάµε µε δύο ή περισσότερες οµάδες-κοορτές µε δια-
ϕορετική έκθεση σε ένα ή περισσότερους παράγοντες κινδύνου. Συνήθως έχουµε δύο οµάδες
έκθεσης και µη έκθεσης σε ένα παράγοντα κινδύνου (εκτεθειµένοι/exposed και µη εκτεθειµέ-
νοι/non-exposed στον κίνδυνο).

Οι πιο συνηθισµένες περιπτώσεις είναι οι ακόλουθες

1. Αν ο παράγοντας κινδύνου εµφανίζεται µε µεγάλη συχνότητα ή είναι ποσοτική µεταβλητή
τότε µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε απλή τυχαία δειγµατοληψία σε όλο τον πληθυσµό
που µας ενδιαφέρει να εξετάσουµε.

2. Σε αρκετές περιπτώσεις επιλέγουµε οµάδες τις οποίες µπορούµε να παρακολουθήσουµε
εύκολα. Για παράδειγµα ασθενείς ενός Ιατρείου ή ασφαλισµένοι σε µια εταιρεία ή νεο-
σύλλεκτοι στρατιώτες. Με αυτό τον τρόπο καταφέρνουµε να µειώσουµε το ποσοστό µη
απόκρισης και τις ελλιπείς τιµές. ∆υστυχώς όµως τα αποτελέσµατα αυτά συνήθως ανα-
ϕέρονται στον συγκεκριµένο πληθυσµό από τον οποίο πήραµε το δείγµα της µελέτης και
δύσκολα γενικεύονται έτσι ώστε να ϐγάλουµε συµπεράσµατα για το γενικό πληθυσµό.

3. Μελέτες µε εθελοντές. Είναι πιο σπάνια περίπτωση και είναι επικίνδυνες για µεροληψίες.
Σε καµιά περίπτωση δεν είναι αντιπροσωπευτικές του πληθυσµού. Γενικά πρέπει να
αποφεύγονται. Οι µόνες µελέτες µε εθελοντές που ϑεωρούνται αξιόπιστες και αποδεκτές,
αλλά είναι παρεµβατικής ϕύσης, είναι οι κλινικές δοκιµές που ϑα δούµε στο κεφάλαιο 8.
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4. Απογραφικές µελέτες ενός πληθυσµού µικρής κλίµακας (κάτοικοι ενός χωριού ή πόλης,
ϕοιτητές ενος πανεπιστηµίου κλπ.).

Μελέτες µε µέγεθος κοντά στα 10000 άτοµα µπορούν να χρησιµοποιηθούν για τη µελέτη
σχετικά συχνών ασθενειών όπως η στεφανιαία νόσος.

Επίσης πολύ συχνά χρησιµοποιείται και η εξοµοίωση (matching) για να αποφευχθούν οι
επιδράσεις συγχυτικών παραγόντων. ΄Ετσι για κάθε άτοµο στη µία οµάδα µε συγκεκριµένα χα-
ϱακτηριστικά αντιστοιχούµε ένα άτοµο στην άλλη µε ακριβώς τα ίδια χαρακτηριστικά. Με αυτό
τον τρόπο, οι δύο οµάδες είναι ακριβώς ίδιες ως προς τους συγχυτικούς παράγοντες αδρανο-
ποιώντας έτσι την επίδρασή τους. Οι πιο σηµαντικοί συγχυτικοί παράγοντες είναι η ηλικία και
το ϕύλο. Εάν οι συγχυτικοί παράγοντες δεν αδρανοποιηθούν µέσω του σχεδιασµού της µελέτης,
τότε µπορούµε να τους αδρανοποιήσουµε λαµβάνοντας τους ύποψη στην κατάλληλη στατιστική
ανάλυση. Τρεις είναι οι σηµαντικές προσεγγίσεις : η στρωµατοποιηµένη ανάλυση, η προτυποί-
ηση/τυποποίηση δεικτών νοσηρότητας και ϑνησιµότητας και τα παλινδροµικά µοντέλα.

2.5.2.3 Προβλήµατα στην Παρακολούθηση

΄Ενα ϐασικό πρόβληµα που αντιµετωπίζουµε στις µελέτες παρακολούθησης είναι η διαγνωστι-
κή προκατάληψη. Αν ο Γιατρός γνωρίζει την οµάδα έκθεσης τότε επηρεάζεται και εντοπίζει
λανθασµένα αυξηµένο αριθµό αρρώστων, σε σχέση µε τον πραγµατικό, στην οµάδα κινδύνου.

΄Αλλο σηµαντικό πρόβληµα είναι το αυξηµένο ποσοστό µη απόκρισης. Εδώ είναι σηµαντικό
να µην διαφοροποιούνται τα άτοµα που τελικά συµµετέχουν στη µελέτη σε σχέση µε αυτά που
δεν ανταποκρίνονται και δε συµµετέχουν. Αυτό στην πράξη είναι πολύ δύσκολο να ελεγχθεί.
Απλοί έλεγχοι µπορούν να γίνουν µε διάφορα δηµογραφικά στοιχεία τα όποια είναι διαθέσιµα
(π.χ. τόπος κατοικίας, επάγγελµα, ηλικία κλπ.).

Τέλος, ένα πολύ συχνό πρόβληµα είναι οι ελλιπείς ή λογοκριµένες τιµές καθώς επίσης η
απώλεια ατόµων κατά τη διάρκεια της µελέτης. Το ποσοστό αυτών των περιπτώσεων µπορεί να
σχετίζεται και µε την ίδια τη ϕύση της ασθένειας.

2.5.3 Αναδροµικές Μελέτες ή Μελέτες Μαρτύρων-Ασθενών

2.5.3.1 Γενικές ΄Εννοιες

Οι αναδροµικές µελέτες συλλέγουν, από το παρόν, δεδοµένα που αφορούν το παρελθόν, δηλαδή
κοιτάζουν πίσω χρονικά. Αυτό σηµαίνει ότι οι συµµετέχοντες ερωτώνται για συνήθειες που είχαν
στο παρελθόν. ΄Ετσι αυτές οι µελέτες ϐασίζονται σε αναµνηστική ανάκληση πληροφοριών (recall
information) και για το λόγο αυτό εµπεριέχουν σφάλµα µέτρησης.
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Οι πιο συνηθισµένες αναδροµικές µελέτες είναι αυτές των µαρτύρων-ασθενών (case-control
studies). Συνήθως αποτελούνται από δύο οµάδες : των περιπτώσεων (cases) ή ασθενών (δηλαδή
των ατόµων που έχουν τη νόσο) και των µαρτύρων (controls, ατόµων δηλαδή που δεν έχουν
τη νόσο ή άλλη σχετική). Οι περιπτώσεις αποτελούν την οµάδα των ασθενών (disease group)
ενώ οι µάρτυρες αποτελούν την οµάδα ελέγχου (control group). Τα άτοµα που έχουν τη νόσο
δεν επιλέγονται τυχαία αλλά συνήθως απογραφικά από µια (ή περισσότερες) νοσοκοµειακές
µονάδες που ειδικεύονται στη νόσο που ϑέλουµε να εξετάσουµε. Οι µάρτυρες µπορούν να
επιλεγούν από το γενικό πληθυσµό. Συνήθως όµως επιλέγονται από άλλα τµήµατα των ίδιων
νοσοκοµειακών µονάδων από τα οποία έχουµε επιλέξει τους ασθενείς. Φυσικά δεν πρέπει να
έχουν κάποια ασθένεια σχετική µε αυτή που εξετάζουµε. Ο κύριος λόγος για την επιλογή των
µαρτύρων από το ίδιο νοσοκοµείο είναι ότι έτσι διατηρούµε διάφορους κοινωνικο-οικονοµικούς
συγχυτικούς παράγοντες σταθερούς. Στόχος αυτών των µελετών είναι να εξετάσουµε αν υπάρχει
διαφοροποίηση της έκθεσης στον κίνδυνο για τις δύο οµάδες (ασθενών και µαρτύρων). Αυτό
γιατί αν ένας παράγοντας συνδέεται µε µία νόσο τότε περιµένουµε να εµφανίζεται και πιο συχνά
στην οµάδα των ασθενών.

Το κύριο της πλεονέκτηµα είναι το χαµηλό κόστος και η σχετική ευκολία διενέργειας της.
΄Ενα άλλο ϐασικό πλεονέκτηµα είναι ότι µπορεί να χρησιµοποιηθεί για σπάνιες ασθένειες σε
αντίθεση µε τις προοπτικές µελέτες.

2.5.3.2 Στάδια Σχεδιασµού

Τα κύρια στάδια του σχεδιασµού µιας αναδροµικής µελέτης είναι τα ακόλουθα

1. Η επιλογή των ασθενών.

2. Η επιλογή των µαρτύρων.

3. Ο τρόπος ορισµού και µέτρησης του παράγοντα κινδύνου.

4. Η ανάλυση της σχέσης νόσου-παράγοντα κινδύνου.

α) Επιλογή των ασθενών: Πρώτα από όλα ϑα πρέπει να γίνει αναλυτικός ορισµός του «α-
σθενή» έτσι ώστε να είναι ξεκάθαρο ποια άτοµα ϑα µπορούν να εισαχθούν στην οµάδα ασθενών.
΄Ενας ϐασικός κανόνας είναι να συµπεριλαµβάνουµε άτοµα στα οποία η νόσος έχει πρόσφα-
τα εντοπιστεί. ΄Ατοµα που έχουν άλλες σηµαντικές και χρόνιες ασθένειες δε ϑα πρέπει να
συµπεριλαµβάνονται στην οµάδα ασθενών. ΄Οπως είπαµε και παραπάνω, τους ασθενείς τους
λαµβάνουµε απογραφικά για ένα χρονικό διάστηµα από εξειδικευµένες Ιατρικές µονάδες. Αυτό
κυρίως συµβαίνει διότι ο πληθυσµός των ασθενών είναι περιορισµένος και µικρός.
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ϐ) Επιλογή των µαρτύρων: Η επιλογή των µαρτύρων είναι σχετικά πιο δύσκολη. Οι µάρτυρες
ϑα πρέπει να αντιπροσωπεύουν το γενικό πληθυσµό. Σε αυτή την περίπτωση ϑα µπορούσαµε να
κάνουµε απλή τυχαία ή στρωµατοποιηµένη δειγµατοληψία. ΄Οµως µερικά πρακτικά προβλή-
µατα (υψηλό ποσοστό µη απόκρισης και υψηλό κόστος) οδηγούν στην επιλογή των µαρτύρων
από τις ίδιες νοσοκοµειακές µονάδες από όπου επιλέξαµε και τους ασθενείς. Προσοχή όµως
δε ϑα πρέπει να έχουν καµία ασθένεια σχετική µε τη νόσο που εξετάζουµε ή άλλη σηµαντική
ασθένεια. Επίσης άλλος σηµαντικός παράγοντας που συνηγορεί στην χρήση µαρτύρων από τις
ίδιες µονάδες είναι το γεγονός ότι εξασφαλίζει µεγαλύτερη συγκρισιµότητα των µαρτύρων µε
τους ασθενείς όσον αφορά κοινωνικο-οικονοµικούς και γεωγραφικούς παράγοντες.

Για να αδρανοποιήσουµε συγχυτικούς παράγοντες όπως η ηλικία και το ϕύλο, πολλές ϕορές
οι µάρτυρες επιλέγονται έτσι ώστε να έχουν ίδια χαρακτηριστικά µε τους ασθενείς. ΄Οταν αυτό
γίνεται για το κάθε άτοµο ξεχωριστά τότε έχουµε ατοµική εξοµοίωση (individual matching) ενώ
όταν η εξοµοίωση γίνεται έτσι ώστε οι δύο οµάδες να έχουν ίδιες περιθώριες κατανοµές ως προς
τους συγχυτικούς παράγοντες τότε έχουµε την εξοµοίωση συχνοτήτων (frequency matching).

Τέλος ένα ϐασικό στοιχείο είναι ότι το άτοµο που κάνει την επιλογή των µαρτύρων δε ϑα
πρέπει να γνωρίζει τους παράγοντες κινδύνου έτσι ώστε να αποφύγουµε τη µεροληψία επιλογής.

γ) Μέτρηση της έκθεσης στον κίνδυνο: Ο τρόπος που µετριέται η έκθεση στον κίνδυνο
ϐασίζεται αποκλειστικά σε αναµνηστική ανάκληση της πληροφορίας. Για το λόγο αυτό εµπε-
ϱιέχει και σηµαντικό σφάλµα µέτρησης. Στις µελέτες αυτές συνήθως η έκθεση µετριέται µε
κατηγορικές µεταβλητές λίγων επιπέδων (π.χ. κάπνιζες πριν ένα έτος ; ΝΑΙ/ΟΧΙ). Ακόµα και
αν η έκθεση στον κίνδυνο µετριέται ποσοτικά, οι αποκρίσεις σε αυτές τις µελέτες πρέπει να
δίνονται σε κατηγορίες/οµάδες. Αυτό έτσι ώστε να ελαχιστοποιούνται σφάλµατα µέτρησης λόγω
της ανάκλησης πληροφορίας από τη µνήµη. Σε αυτές τις µελέτες είναι πολύ πιο δύσκολο να
εντοπιστούν δοσολογικές σχέσεις νόσου-παράγοντα κινδύνου. Σε πολλές περιπτώσεις, η έκθεση
στον κίνδυνο µπορεί να ληφθεί από αξιόπιστους καταλόγους νοσοκοµείων ή να οριστεί αντικει-
µενικά έτσι ώστε να ελαχιστοποιηθεί το σφάλµα ανάκλησης µνήµης (π.χ. απόσταση κατοικίας
τα 5 τελευταία έτη από ένα εργοστάσιο χηµικής επεξεργασίας).

Τέλος η συνέντευξη ϑα πρέπει να γίνεται από το ίδιο άτοµο το οποίο να έχει καταρτιστεί
κατάλληλα. Επιπλέον πρέπει να γίνεται µε τον ίδιο ακριβώς τρόπο και στις δύο οµάδες. Για
να αποφευχθούν απρόβλεπτα προβλήµατα µεροληψίας καλό ϑα είναι να µη γνωρίζει την οµάδα
στην οποία ανήκει το κάθε άτοµο.

δ) Ανάλυση της σχέσης νόσου-παράγοντα κινδύνου: Εδώ ορίζουµε το τρόπο µέτρησης του
κινδύνου. Παραδείγµατα κυρίως σε κατηγορικά δεδοµένα ϑα δούµε στην επόµενη ενότητα.
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2.5.3.3 Πλεονεκτήµατα και Μειονεκτήµατα

Τα κύρια πλεονεκτήµατα των αναδροµικών µελετών είναι τα ακόλουθα:

1. Απαιτούν µικρό δείγµα.

2. Είναι περιορισµένες χρονικά (συνήθως κάθε άτοµο εξετάζεται µία ϕορά µόνο).

3. Είναι µελέτες σχετικά εύκολες και µε χαµηλό κόστος.

4. Μελετούν ικανοποιητικά τη σχέση νόσου και παράγοντα κινδύνου.

5. Μπορούν να χρησιµοποιηθούν για τη µελέτη σπάνιων ασθενειών.

Τα µειονεκτήµατα είναι αρκετά και µπορούν να συνοψιστούν στα ακόλουθα:

1. Είναι επιρρεπείς σε µεροληψίες και σφάλµατα µέτρησης (κυρίως λόγω της ανάκλησης
µνήµης).

2. Πρέπει να γίνεται προσεκτική επιλογή της οµάδας ελέγχου.

3. Μπορούµε να υπολογίσουµε µόνο σχετικά µέτρα κινδύνου και όχι απόλυτα (ϐλέπε επό-
µενη ενότητα).

4. Πλασµατικές σχέσεις εµφανίζονται πιο συχνά από ότι στις προοπτικές.

5. Αν δεν προσέξουµε µπορεί να έχουµε µεροληπτική επιλογή των συµµετεχόντων (selection
bias).

6. Εξετάζουν τις σχέσεις ανάποδα όσον αφορά τη χρονική τους αλληλουχία και για το λόγο
αυτό δεν έχουν ισχυρό αποδεικτικό κύρος.

Παρόλα αυτά οι αναδροµικές µελέτες είναι ένα πολύ σηµαντικό εργαλείο το οποίο έχει επι-
κρατήσει στην Ιατρική έρευνα. ΄Ενας απλός κανόνας είναι ότι πρέπει να εµπιστευόµαστε κυρίως
αποτελέσµατα µεγάλων προοπτικών µελετών αλλά «καµία προοπτική έρευνα δεν πρέπει να ξε-
κινάει χωρίς να έχει προηγηθεί µια αναδροµική». Για το λόγο αυτό µπορούν να λειτουργήσουν
ως διερευνητικές και επικουρικές των µεγάλων προοπτικών µελετών.



Κεφάλαιο 3

∆είκτες Νοσηρότητας, Μέτρα Κινδύνου

και ∆ιαγνωστικού Ελέγχου

3.1 Μέτρα Νοσηρότητας - Εµφάνισης µιας Νόσου

3.1.1 Επιπολασµός

Ως επιπολασµό (prevalence) µιας ασθένειας ονοµάζουµε το ποσοστό (ή αναλογία) του πληθυ-
σµού που έχει την νόσο τη χρονική στιγµή t (στιγµιαίος επιπολασµός). Ως επιπολασµό περιόδου
[t0, t1) µιας ασθένειας ονοµάζουµε το ποσοστό (ή αναλογία) του πληθυσµού που έχει την νόσο σε
µία οποιαδήποτε χρονική στιγµή t µέσα στο διάστηµα [t0, t1) (δηλαδή t0 ≤ t < t1). Πιο απλά ο
(στιγµιαίος) επιπολασµός είναι η πιθανότητα ένα άτοµο του πληθυσµού να έχει την υπό εξέταση
νόσο d τη χρονική στιγµή t. ∆ίνεται από τον τύπο

Prevalencedt =
Nd
t

Nt
,

όπου Nd
t είναι ο αριθµός των ατόµων του πληθυσµού µε την ασθένεια d τη χρονική στιγµή

t και N(x) είναι το µέγεθος του συνολικού πληθυσµού τη χρονική στιγµή t. Ο δείκτης του
επιπολασµού ϑεωρείται µέτρο συγχρονικών-διατµηµατικών µελετών (cross-sectional measure)
διότι δε λαµβάνει υπόψη του το χρόνο και εκτιµάται µόνο από τέτοιου είδους µελέτες όπου η
δειγµατοληψία είναι τυχαία και αντιπροσωπευτική του γενικού πληθυσµού. Η εκτίµηση του
επιπολασµού από µια συγχρονική-διατµηµατική µελέτη µεγέθους n δίνεται απλά από τον τύπο:

̂Prevalencedt =
1

n

n∑

i=1

Y d
i =

nd

n
,

όπου Y d
i είναι µια δίτιµη-δείκτρια µεταβλητή που παίρνει τιµές ένα (1) και µηδέν (0) αν το i

άτοµο έχει ή όχι τη νόσο d αντίστοιχα και nd είναι ο συνολικός αριθµός των ατόµων στο δείγµα

23
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που έχουν τη νόσο d.
Να σηµειώσουµε ότι οι παραπάνω τύποι αναφέρονται στο στιγµιαίο επιπολασµό ο οποίος

χρησιµοποιείται πιο συχνά. Στην περίπτωση υπολογισµού του επιπολασµού περιόδου τότε τα
µεγέθη Nt και n συµβολίζουν το µέσο αριθµό ατόµων του πληθυσµού και δείγµατος κατά το
χρονικό διάστηµα που εξετάζουµε. Για λεπτοµέρειες παραπέµπουµε στα ϐιβλία των Daly et. al

(1991, σελ. 281-282) και Pereira-Maxwell (1998, σελ. 62).

3.1.2 Αθροιστική Επίπτωση

Σε αντίθεση µε τον επιπολασµό που είναι ένας στιγµιαίος δείκτης που εκτιµάει την έκταση µιας
νόσου στον πληθυσµό εδώ ϑα ορίσουµε κάποιους δείκτες που λαµβάνουν υπόψη τους και το
χρόνο. Πριν όµως προχωρήσουµε στον ορισµό της αθροιστικής επίπτωσης πρέπει να ορίσουµε
την έννοια του επεισοδίου ή περιστατικού µίας νόσου.

Μια περίπτωση (case) ονοµάζεται «επεισόδιο» ή «περιστατικό» (incident) τη στιγµή ακριβώς
που εµφανίζει για πρώτη ϕορά τα συµπτώµατα της νόσου.

«Αθροιστική επίπτωση» (cummulative incidence) µίας νόσου για το χρονικό διάστηµα [t0, t1)

είναι η πιθανότητα ένα άτοµο που δεν έχει εκδηλώσει προηγουµένως την ίδια νόσο να εµφανίσει
για πρώτη ϕορά τα συµπτώµατα της νόσου µέσα σε αυτό το διάστηµα (Rosner, 1994, σελ. 61).
Συνεπώς δίνεται από την πιθανότητα

Idt0,t1 = P(t0 < D
d < t1|Dd > t0) =

NIdt0,t1
NIdt0

όπου Dd είναι ό χρόνος εµφάνισης της νόσου d, NIdt0,t1 είναι ο αριθµός των νέων επεισοδίων
της νόσου d στο χρονικό διάστηµα [t0, t1) και NI(t0) είναι αριθµός των ατόµων του πληθυσµού
χωρίς να έχει εκδηλώσει τη νόσο d πρίν τον χρόνο t0. Η αθροιστική επίπτωση εκτιµάται από
προοπτικές µελέτες (σε αντίθεση µε τον επιπολασµό) από το τύπο:

Îdt0,t1 =

∑n
i=1 Y

Id(t0,t1)
i

∑n
i=1 Y

Id(t0)
i

=
nidt0,t1
nidt0

όπου nid(t0, t1) και nid(t0) είναι οι αντίστοιχες δειγµατικές ποσότητες των NId(t0, t1) και NI(t0).
Επιπλέον Y Id(t0,t1)

i και Y Id(t0)
i είναι δίτιµες-δείκτριες (0 − 1) συναρτήσεις που παίρνουν τη τιµή

ένα αν το i άτοµο εµφανίσει επεισόδιο µίας νόσου στο χρονικό διάστηµα [t0, t1) και αν το i άτοµο
δεν έχει προϊστορία της νόσου µέχρι το χρόνο t0 αντίστοιχα.

Συνάρτηση ή πιθανότητα αποφυγής της νόσου (ή επιβίωσης) µέχρι τον χρόνο t είναι η πιθανό-
τητα ένα άτοµο να µην εµφανίσει την νόσο πριν τη χρονική στιγµή t (ή να επιβιώσει τουλάχιστον
µέχρι τη χρονική στιγµή t) και δίνεται από τον τύπο S(t) = P(Dd > t).
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Χρησιµοποιώντας τη συνάρτηση επιβίωσης µπορούµε να γράψουµε:

I(t0, t1) =
S(t0)− S(t1)

S(t0)
= 1− S(t1)

S(t0)
.

3.1.3 Ρυθµός Επίπτωσης

Η αθροιστική επίπτωση λαµβάνει υπόψη του το χρόνο ως πρός τα επεισόδια της νόσου που
εµφανίζονται µέσα σε ένα χρονικό διάστηµα. ∆ε λαµβάνει υπόψη του το χρόνο διάρκειας µιας
νόσου ο οποίος είναι σηµαντικός παράγοντας για τη κατανόηση της επίδρασης της νόσου στον
πληθυσµό. Για παράδειγµα µια νόσος µε µικρή πιθανότητα εµφάνισης αλλά µεγάλη διάρκεια
µπορεί να εµφανίζει υψηλό επιπολασµό δηλαδή να υπάρχουν πολλά άτοµα στον πληθυσµό µε
τη νόσο και για το λόγο αυτό να είναι σηµαντική η επίδρασή της στο σύνολο του πληθυσµού.

΄Ετσι ορίζουµε το «ϱυθµό επίπτωσης» (incidence rate) ως το λόγο του αριθµού των νέων
επεισοδίων µιας νόσου σε ένα χρονικό διάστηµα [t0, t1) προς «ανθρωποχρόνο κινδύνου» για την
ίδια περίοδο (Pereira-Maxwell, 1998, σελ. 29). Ο «ανθρωποχρόνος κινδύνου» δεν είναι τίποτα
άλλο από το χρόνο παρακολούθησης αθροιστικά για όλα τα άτοµα του πληθυσµού. ΄Ετσι, εδώ ο
παρανοµαστής είναι χρόνος σε αντίθεση µε τηναθροιστική επίπτωση όπου παρανοµαστής είναι
ο αριθµός των ατόµων του πληθυσµού. ΄Οσον αφορά τον πληθυσµό, ο ϱυθµός επίπτωσης δίνεται
από τον τύπο:

IRdt0,t1 =
NIdt0,t1
T(t0,t1)

=
NIdt0,t1∑Nt0

i=1 Ti,(t0,t1)

όπου Nt0 είναι όλα τα άτοµα στον πληθυσµό το χρόνο t0, T(t0,t1) είναι ο συνολικός ανθρωποχρόνος
παρακολούθησης και Ti,(t0,t1) είναι ο χρόνος παρακολούθησης µέσα στο χρονικό διάστηµα [t0, t1)

για το άτοµο i. Αν δεν υπάρχουν απώλειες στο χρόνο παρακολούθησης και ως συνέπεια όλα
τα άτοµα παρακολουθούνται για συνολική διάρκεια ίση µε (t1 − t0) τότε ο ϱυθµός επίπτωσης
δίνεται ως

IRdt0,t1 =
NIdt0,t1

Nt0(t1 − t0)
.

3.1.4 ∆ιάρκεια Ασθένειας

Ως «διάρκεια ασθένειας» (duration) ορίζουµε το χρονικό διάστηµα από τη πρώτη εµφάνισητης
νόσου ως την τελική ϑεραπεία και τη συµβολίζουµε ως D (ή Dd). ΄Οταν αναφερόµαστε σε ένα
πληθυσµό ή ένα δείγµα τότε µας ενδιαφέρει η µέση διάρκεια της νόσου για τα άτοµα που έχουν
εµφανίσει τη νόσο και τη συµβολίζουµε ως D (ή Dd). ΄Οταν µια ασθένεια είναι ϑανατηφόρα
τότε ως διάρκεια Ϲωής ονοµάζεται ο χρόνος µέχρι την κατάληξη του ασθενή. ΄Οπως είπαµε η
διάρκεια είναι σηµαντικό µέτρο της επίδρασης µίας ασθένειας σε ένα πληθυσµό καθώς ασθένειες
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µε µεγάλη µέση διάρκεια οδηγούν σε υψηλό επιπολασµό (δηλαδή πολλά άτοµα στον πληθυσµό
έχουν τη νόσο) ακόµα και αν ο ϱυθµός επίπτωσης είναι µικρός.

3.2 Μέτρα Κινδύνου για ∆ίτιµα - Κατηγορικά ∆εδοµένα.

Συνήθως στις Ιατρικές µελέτες, η κύρια µεταβλητή απόκρισης είναι δίτιµη (η ασθένεια είναι
παρούσα ή όχι). Επιπλέον οι πιο συνηθισµένοι παράγοντες κινδύνου είναι επίσης κατηγορικοί
όπως για παράδειγµα το ϕύλο. ΄Ετσι λοιπόν σε αυτή την ενότητα ϑα ορίσουµε δείκτες µέτρησης
του κινδύνου εµφάνισης µίας νόσου όταν έχουµε δίτιµες κατηγορικές µεταβλητές. Στην πιο
απλή περίπτωση µας ενδιαφέρει να συγκρίνουµε τον κίνδυνο εµφάνισης µιας νόσου σε ένα
άτοµο που έχει εκτεθεί στον παράγοντα κινδύνου µε τον αντίστοιχο κίνδυνο ενός ατόµο που δεν
έχει εκτεθεί στον ίδιο παράγοντα κινδύνου.

Ενώ όταν συγκρίνουµε δύο ή περισσότερες οµάδες ως προς κάποιες ποσοτικές µεταβλητές
µας ενδιαφέρει κυρίως η σύγκριση των µέτρων κεντρικής τους ϑέσης (κυρίως µέση τιµή και/ή
διάµεσος), στην αντίστοιχη σύγκριση κάποιων οµάδων ως προς κάποιες κατηγορικές µεταβλη-
τές µας ενδιαφέρει η σύγκριση των δεσµευµένων κατανοµών ή πιθανοτήτων. Αυτό πρακτικά
µεταφράζεται στη σύγκριση των ποσοστών (ή πιθανοτήτων ή αναλογιών) για κάθε διαφορετική
οµάδα έκθεσης σε ένα παράγοντα κινδύνου.

Στην ενότητα αυτή ϑα ασχοληθούµε µε την πιο απλή περίπτωση της σύγκρισης δίτιµων
(Bernoulli) παραγόντων κινδύνου X σε δύο οµάδες µιας δεύτερης κατηγορικής µεταβλητής Y
που συνήθως είναι η εµφάνιση της νόσου. ∆ηλαδή ϑα επικεντρωθούµε στη σύγκριση κατηγορι-
κών µεταβλητών που περιγράφονται από 2× 2 πίνακες συνάφειας.

3.2.1 Εισαγωγικές ΄Εννοιες για 2× 2 Πίνακες Συνάφειας.

3.2.1.1 Πίνακες Συνάφειας

Αν ϑέλουµε να περιγράψουµε 2 κατηγορικές µεταβλητές µαζί τότε πρέπει να κάνουµε οµα-
δοποιηµένα ϱαβδοδιαγράµµατα (barchart) και πίνακες συνάφειας διπλής εισόδου (two - way
contingency tables). Οι πίνακες συνάφειας διπλής εισόδου δεν είναι τίποτα άλλο από κατανοµές
συχνοτήτων για δύο κατηγορικές µεταβλητές δηλαδή για όλους τους συνδυασµούς των κατηγο-
ϱιών των 2 µεταβλητών που περιγράφουµε. Εκτιµούν την από κοινού συνάρτηση πιθανότητας
των δύο µεταβλητών που εξετάζουµε. ΄Εστω δύο µεταβλητές X και Y µε επίπεδα I και J τότε
έχουµε I × J συνδυασµούς. Η απεικόνιση του γίνεται µε ένα ορθογώνιο πίνακα µε I γραµµές
και J στήλες. Κάθε συνδυασµός εµφανίζεται στον πίνακα διπλής εισόδου ως ένα κουτί το οποίο
ονοµάζεται κελί (cell). Ο αριθµός των εµφανίσεων κάθε συνδυασµού (X, Y ) = (i, j) στο δείγµα
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ονοµάζεται συχνότητα (count) και συµβολίζεται µε nij . Το συνολικό µέγεθος του δείγµατος
συµβολίζεται µε n και είναι ίσο µε n =

∑I
i=1

∑J
j=1 nij . Η αντίστοιχη πιθανότητα P(X = i, Y = j)

συµβολίζεται ως πij και εκτιµάται από το pij = nij/n .
Γενικά, όταν λέµε ότι έχουµε έναν I × J πίνακα στην ουσία εννοούµε ένα πίνακα συνάφειας

διπλής εισόδου µε I γραµµές και J στήλες. ΄Ετσι ένας 2× 2 πίνακας διπλής εισόδου ϑα έχει την
ακόλουθη µορφή:

Y: Νόσος Περ.Κατ.
X:Παρ. Κινδύνου 1 (Ασθενής) 2 (Υγιής) X

1 (Παρόν) n11 n12 n1.
2 (Απών) n21 n22 n2.
Περ.Κατ. Y n.1 n.2 n.. = n

Οι µονοµεταβλητές κατανοµές των X και Y δίνονται στην τελευταία στήλη και γραµµή του
παραπάνω πίνακα και ονοµάζονται περιθώριες κατανοµές (marginal distributions). Η περιθώ-
ϱια συχνότητα µιας κατηγορίας i της µεταβλητής X συµβολίζεται ως ni. (ή εναλλακτικά ni+) ενώ
η περιθώρια συχνότητα µιας κατηγορίας j της µεταβλητής Y συµβολίζεται ως n.j (ή εναλλακτικά
n+j) και δίνονται από τους τύπους ni. =

∑J
j=1 nij και n.j = ∑I

i=1 nij. Γενικά η τελεία «.» ή εναλ-
λακτικά το σύµβολο της πρόσθεσης «+» στους δείκτες υποδηλώνει άθροισµα. ΄Ετσι µε n.. ή n++

πολύ συχνά συµβολίζεται το συνολικό άθροισµα του δείγµατος. Με παρόµοιο τρόπο ορίζονται
και οι περιθώριες πιθανότητες πi. και π.j των X και Y και οι αντίστοιχες δειγµατικές τους
εκτιµήσεις pi. και p.j. Οι παραπάνω πίνακες διπλής εισόδου ονοµάζονται πίνακες συνάφειας
(contingency tables)όταν τα κελιά περιέχουν συχνότητες (counts). Εναλλακτική ονοµασία είναι
«πίνακες σταυρωτής καταχώρησης» (cross-classified tables).

3.2.1.2 ∆εσµευµένες Πιθανότητες

Σε πολλούς πίνακες η µία µεταβλητής (π.χ. Y ) είναι το λογικό αποτέλεσµα - απόκριση (response)
και η άλλη (π.χ. X ) είναι η ανεξάρτητη ή επεξηγηµατική µεταβλητή (explanatory variable). Σε
αυτή την περίπτωση η ανεξάρτητη µεταβλητή X µπορεί να είναι σταθερή ή προκαθορισµένη από
το σχεδιασµό του πειράµατος και όχι τυχαία µεταβλητή. Τότε η πιθανότητα πij = P(X = i, Y = j)

δεν έχει νόηµα (αφού η X δεν είναι τυχαία µεταβλητή). ΄Οµως µας ενδιαφέρει η κατανοµή της
µεταβλητής Y για κάθε δεδοµένη και διαφορετική τιµή (επίπεδο) της µεταβλητής X . Συνεπώς
µας ενδιαφέρει να εξετάσουµε πως η µεταβλητή Y αλλάζει για διαφορετικές τιµές του X . ΄Ετσι,
λοιπόν, έχει νόηµα η ανάλυση των υπό-συνθήκη πιθανοτήτων

πj|i = P(Y = j|X = i)
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µε ∑J
j=1 πj|i = 1. Οι πιθανότητες (π1|i , . . . , πJ |i) δίνουν τη δεσµευµένη (ή υπό συνθήκη) κατανοµή

(conditional distribution) της Y για το i επίπεδο της X .
Στους πίνακες 2 × 2 ο έλεγχος ανεξαρτησίας µπορεί να γίνει µε τον έλεγχο της ισότητας

δύο και µόνο δεσµευµένων πιθανοτήτων (ϐλέπε εξίσωση 3.1). ΄Ετσι, λοιπόν, µπορούµε να
ϕτιάξουµε διάφορα µέτρα τα όποια δεν είναι τίποτα άλλο από συναρτήσεις των πιθανοτήτων
P(Ασθενής|Κίνδυνος Παρόν) = πj=1|i=1 και P(Ασθενής|Κίνδυνος Απών) = πj=1|i=2 και στην ου-
σία ϑα µετρούν την σχέση και απόκλιση των δύο αυτών πιθανοτήτων.

3.2.1.3 Ανεξαρτησία ∆ύο Κατηγορικών Μεταβλητών

Η ανεξαρτησία µεταξύ δύο µεταβλητών ορίζεται στατιστικά ως

πij = P(X = i, Y = j) = P(X = i)P(Y = j) = πi.π.j .
Η ανεξαρτησία των δύο µεταβλητών συνεπάγεται ότι και οι δεσµευµένες κατανοµές P(Y |X = i)

είναι ίσες για όλα τα i εφόσον

πj|i = P(Y = j|X = i) =
P(Y = j, X = i)

P(X = i)

=
P(Y = j)P(X = i)

P(X = i)
= P(Y = j) = π.j .

Αυτό πρακτικά σηµαίνει ότι η εµφάνιση της νόσου (Y ) παραµένει σταθερή ανεξάρτητα της έκ-
ϑεσης ή όχι στον παράγοντα κινδύνου X . Με τον ίδιο τρόπο µπορούµε να ϐρούµε τα ίδια
αποτελέσµατα για τις δεσµευµένες κατανοµές πi|j = P(X = i|Y = j).

Συνεπώς ο έλεγχος της ανεξαρτησίας είναι ισοδύναµος µε τον έλεγχο

H0 : πj|i = π.j ∀ i = 1, . . . , I και j = 1, . . . , J .

Επειδή υπάρχει ο περιορισµός ∑J
j=1 πj|i = 1, στον παραπάνω έλεγχο ο δείκτης j µπορεί να πάρει

τιµές µέχρι το J−1 εφόσον ισότητα των πιθανοτήτων των πρώτων J−1 επιπέδων ϑα συνεπάγεται
αυτόµατα και ισότητα των πιθανοτήτων στο J επίπεδο. Για 2 × 2 πίνακες ο έλεγχος µπορεί να
περιοριστεί στην απλή σχέση

H0 : πj=1|i=1 = πj=1|i=2 έναντι της εναλλακτικής H1 : πj=1|i=1 6= πj=1|i=2 , (3.1)

που για τη περίπτωση νόσου και παράγοντα κινδύνου µπορεί να γραφτεί ως

H0 : P(A|E) = P(A|E) έναντι της εναλλακτικής H1 : P(A|E) 6= P(A|E),

όπου A, E και E είναι τα ενδεχόµενα να είναι κάποιος ασθενής (δηλαδή να εµφανίσει τη νόσο),
να έχει εκτεθεί και να µην έχει εκτεθεί στον παράγοντα κινδύνου αντιστοίχως.
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Στην ουσία όλα τα µέτρα κινδύνου που ϑα περιγράψουµε πιο κάτω συγκρίνουν τον κίν-
δυνο, ο οποίος µετριέται µε την πιθανότητα εµφάνισης της νόσου, σε κάθε οµάδα έκθεσης σε
ένα παράγοντα κινδύνου. Τα µέτρα κινδύνου στην ουσία µετράνε τις διαφορές στον κίνδυνο
(πιθανότητα εµφάνισης της νόσου) και µας δίνουν ενα συνολικό δείκτη εξάρτησης µεταξύ του
παράγοντα κινδύνου που εξετάζουµε και της νόσου.

3.2.2 Οφειλόµενος ή Αποδιδόµενος Κίνδυνος

Ως αποδιδόµενο κίνδυνο (∆αφνή, 1997 - attributable risk) ή διαφορά κινδύνου(risk difference,
Rosner, 1995, σελ. 362-363) ορίζουµε τη διαφορά µεταξύ των ϱυθµών επίπτωσης (ή των δεικτών
ϑνησιµότητας) των οµάδων µε άτοµα εκτεθειµένα και µη εκτεθειµένα σε ένα παράγοντα κινδύ-
νου. Εναλλακτικά ονοµάζεται και οφειλόµενος ή αποδοτέος κίνδυνος (Τριχόπουλος, 1982, σελ.
189). ΄Οταν αναφερόµαστε σε ένα πίνακα συνάφειας 2×2 τότε ο αποδιδόµενος κίνδυνος ορίζεται
ως η διαφορά των δεσµευµένων πιθανοτήτων πj=1|i=1 και πj=1|i=2. ΄Ετσι µπορούµε να ορίσουµε

AR = πE − πE = P(A|E)− P(A|E) = πj=1|i=1 − πj=1|i=2 = πj=2|i=2 − πj=2|i=1

όπου πE = P(A|E) και πE = P(A|E) ορίζουµε για λόγους συντοµίας τις πιθανότητες εµφάνισης
της νόσου ανάλογααν κάποιος έχει εκτεθεί στον κίνδυνο (E) ή όχι(E). Η ποσότητα αυτή µπορεί
να εκτιµηθεί ως

ÂR = pE − pE = pj=1|i=1 − pj=1|i=2 =
n11

n1. −
n21

n2. =
n11

n11 + n12

− n21

n21 + n22

,

όπου pE και pE αντιστοιχούν στις δειγµατικές αναλογίες εµφάνισης της νόσου ανάλογα αν
κάποιος έχει εκτεθεί στον κίνδυνο ή όχι. Ο έλεγχος ανεξαρτησίας (3.1) µπορεί να γραφτεί απλά
ως H0 : AR = 0 έναντι της εναλλακτικής H1 : AR 6= 0.

Το πρόβληµα µε τον παραπάνω δείκτη είναι ότι µετράει απόλυτες διαφορές. ΄Ετσι οι πιθανό-
τητες 0.10 και 0.20 ϑα µας δώσουν ίδιο AR µε τις πιθανότητες 0.6 και 0.7 αγνοώντας το γεγονός
ότι στην πρώτη περίπτωση η πιθανότητα της µίας οµάδας είναι διπλάσια από την άλλη. Αυτό
µπορεί να διορθωθεί µε τον ποσοστιαίο αποδιδόµενο κίνδυνο (Τριχόπουλος, 1982, σελ. 190)
που δίνεται από τον τύπο

pAR =
πE − πE
πE

=
P(A|E)− P(A|E)

P(A|E)
=
πj=1|i=1 − πj=1|i=2

πj=1|i=1

=
AR

πE
.

3.2.3 Σχετικός Κίνδυνος (Relative Risk, RR)

Το επόµενο ϕυσικό µέτρο που µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε είναι ο «σχετικός κίνδυνος»
(relative risk) ο οποίος ορίζεται ως ο λόγος της επίπτωσης ή της ϑνησιµότητας δύο οµάδων
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µε διαφορετική έκθεση στον παράγοντα κινδύνου. Σε πίνακες 2 × 2 δίνεται από το λόγο των
πιθανοτήτων πj=1|i=1 προς πj=1|i=2, δηλαδή

RR =
πE
πE

=
P(A|E)

P(A|E)
=
πj=1|i=1

πj=1|i=2

=
1− πj=2|i=1

1− πj=2|i=2

.

Εκτιµάται από την ποσότητα

R̂R =
pE
pE

=
pj=1|i=1

pj=1|i=2

=
n11/n1.
n21/n2. .

Χρησιµοποιώντας το σχετικό κίνδυνο, ο έλεγχος ανεξαρτησίας (3.1) µπορεί να γραφτεί απλά
ως H0 : RR = 1 έναντι της εναλλακτικής H1 : RR 6= 1. Συνεπώς, αν µοναδιαίος σχετικός
κίνδυνος συνεπάγεται ανεξαρτησία µεταξύ των δύο µεταβλητών. Στην Ιατρική, όταν η µεταβλητή
απόκρισης Y εκφράζει την εµφάνιση µιας νόσου και η µεταβλητή X την έκθεση στον παράγοντα
κινδύνου τότε, αν ο σχετικός κίνδυνος είναι κοντά στο ένα, µπορούµε να πούµε ότι η πιθανότητα
εµφάνισης της νόσου δεν επηρεάζεται από τη διαφορετική έκθεση στον παράγοντα κινδύνου X
(ή δεν αλλάζει για τις διαφορετικές κατηγορίες της µεταβλητής X ).

Αν RR = a, τότε η ερµηνεία του σχετικού κινδύνου µπορεί να γίνει µε οποιαδήποτε από τις
παρακάτω προτάσεις :

1. Η πιθανότητα εµφάνισης της νόσου (Y = 1) όταν ένα άτοµο εκτεθεί στον παράγοντακιν-
δύνου (X = 1) είναι ίση µε a ϕορές την ίδια πιθανότητα όταν δεν εκτεθεί στον παράγοντα
κινδύνου (X = 2).

2. Αν a > 1 τότε : Η πιθανότητα εµφάνισης της νόσου (Y = 1) όταν ένα άτοµο εκτεθεί στον
παράγοντα κινδύνου (X = 1) είναι ίση µε a − 1 ϕορές µεγαλύτερη (ή (a − 1)100% ϕορές
µεγαλύτερη) από την ίδια πιθανότητα όταν δεν εκτεθεί στον κίνδυνο (X = 2).

3. Αν a < 1 τότε : Η πιθανότητα εµφάνισης της νόσου (Y = 1) όταν ένα άτοµο εκτεθεί στον
παράγοντα κινδύνου (X = 1) είναι ίση µε 1 − a ϕορές µικρότερη (ή (1 − a)100% ϕορές
µικρότερη) από την ίδια πιθανότητα όταν δεν εκτεθεί στον κίνδυνο (X = 2) (η µεταβλητή
µας εδώ λέγεται προστατευτικός παράγοντας).

4. Αν a = 1 τότε : Η πιθανότητα εµφάνισης της νόσου (Y = 1) όταν ένα άτοµο εκτεθεί
στον παράγοντα κινδύνου (X = 1) είναι ίση µε την ίδια πιθανότητα όταν δεν εκτεθεί στον
κίνδυνο (X = 2) (δηλαδή η µεταβλητή X δεν επηρεάζει την εµφάνιση της νόσου συνεπώς
δεν αποτελεί παράγοντα κινδύνου).
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3.2.4 Λόγος Σχετικών Πιθανοτήτων (Odds Ratio, OR)

Πριν ορίσουµε την έννοια του Λόγου Σχετικών πιθανοτήτων χρειαζόµαστε να εισάγουµε και να
εξηγήσουµε πλήρως την έννοια της σχετικής πιθανότητας.

3.2.4.1 Σχετική Πιθανότητα (odds)

Ο όρος ‘‘odds’’ χρησιµοποιείται πολύ συχνά στην Αγγλική γλώσσα υποκαθιστώντας το όρο ‘‘pro-
bability’’ (πιθανότητα) και συνήθως δίνει µια εκτίµηση της τύχης που έχει κάποιος να κερδίσει
σε ένα αγώνα ή στοίχηµα. Μαθηµατικά το odds ενός ενδεχοµένου A δίνεται από τον τύπο

Odds(A) =
P(A)

1− P(A)

και δεν είναι τίποτα άλλο από τον λόγο της πιθανότητας εµφάνισης ενός ενδεχοµένου έναντι
της πιθανότητας µη εµφάνισης του (δηλαδή την πιθανότητα του συµπληρωµατικού, ως προς το
δειγµατικό χώρο, ενδεχοµένου).

Η απόδοση του όρου odds στα Ελληνικά δεν ήταν εύκολη υπόθεση. Ανοίγοντας το λεξικό
Αγγλικής γλώσσας του Longman (1987) ϐρίσκουµε τις ακόλουθες δύο ερµηνείες (σχετικές µε
πιθανότητες):

1. «Η πιθανότητα ότι κάτι ϑα συµβεί ή όχι»

2. «Πιθανότητα εκφρασµένη σε αριθµούς για χρήση σε στοιχήµατα».

Πράγµατι ο όρος odds χρησιµοποιείται κυρίως για στοιχήµατα και δίνει τις «ευκαιρίες» νίκης
µιας οµάδας ή ενός διαγωνιζόµενου. Για παράδειγµα η Ελληνική οµάδα ποδοσφαίρου πριν
το Ευρωπαϊκό πρωτάθληµα ποδοσφαίρου του 2004 είχε, σύµφωνα µε τα διεθνή γραφεία στοι-
χηµάτων, πιθανότητα κατάκτησης (ή πιο σωστά αποτυχίας κατάκτησης) του πρωταθλήµατος 80

προς 1 (80 : 1) δηλαδή odds =1/80. Υπό αυτή τη δεύτερη προσέγγιση, το odds δεν είναι τίποτα
άλλο από τον λόγο ή την αναλογία του αριθµού εµφάνισης ενός ενδεχοµένου (εκφρασµένο είτε
σε απόλυτους αριθµούς είτε ως πιθανότητες) προς τον αριθµό µη εµφάνισης του ενδεχοµένου
αυτού (Pereira-Maxwell, 1998, σελ. 49).

Κοιτάζοντας τώρα ένα Αγγλο-ελληνικό λεξικό, το odds µεταφράζεται απλά σαν πιθανότητα
το οποίο όµως δεν αποδίδει την ακριβή έννοια του όρου. Από τα παραπάνω είδαµε ότι δεν είναι
τίποτα άλλο από το λόγο της πιθανότητας ενός ενδεχοµένου έναντι της πιθανότητας του συµ-
πληρωµατικού ενδεχοµένου. Για το λόγο αυτό η σωστότερη και ακριβέστερη απόδοση του στα
ελληνικά ϑα µπορούσε να γίνει µε τον όρο «Λόγος πιθανοτήτων σχετικών ενδεχοµένων». Επειδή
η απόδοση αυτή είναι αρκετά δύσχρηστη µπορούµε να χρησιµοποιούµε τον πιο σύντοµο όρο
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«συµπληρωµατική πιθανότητα» ο οποίος είναι πιο εύχρηστος και αποδίδει τις δύο πιο σηµαντι-
κές έννοιες του odds : την άµεση σχέση του µε την πιθανότητα και τη συµπληρωµατικότητα των
πιθανοτήτων που συγκρίνουµε. Ο ελληνικός όρος «συµπληρωµατική πιθανότητα» εµφανίστηκε
στην Ελληνική ϐιβλιογραφία από τη συνάδελφο Ουρανία ∆αφνή (ϐλέπε ∆αφνή, 1997, σελ. 30).

Παρόλα αυτά υπάρχει ένα πρόβληµα µε την ονοµασία «συµπληρωµατική πιθανότητα». Α-
ναφέρεται µόνο στη σύγκριση πιθανοτήτων συµπληρωµατικών ενδεχοµένων. Το γεγονός αυτό
κάνει απαγορευτικό την χρήση του παραπάνω όρου για τα odds που προκύπτουν από σύγκριση
επιπέδων µη-δίτιµων κατηγορικών µεταβλητών εφόσον αυτά αναφέρονται σε λόγους πιθανοτή-
των µη-συµπληρωµατικών ενδεχοµένων (δηλ. odds12 = π1/π2 µε π1 +π2 < 1). Για το λόγο αυτό
τα τελευταία χρόνια έχει επικρατήσει ο όρος «σχετική πιθανότητα» τον οποίο ϑα χρησιµοποιή-
σουµε και εδώ. Ο όρος αυτός αποδίδει δύο σηµαντικά στοιχεία του odds : α) ότι είναι ένα µέτρο
πιθανότητας ενός ενδεχοµένου και ϐ) ότι το µέτρο αυτό το ϐλέπουµε συγκριτικά µε ένα δεύτερο
ενδεχόµενο.

Πρακτικά η σχετική πιθανότητα είναι 1− 1 µετασχηµατισµός της αρχικής πιθανότητας εφό-
σον

odds =
π

1− π ⇔ π =
odds

1 + odds
.

που σηµαίνει ότι µεταφέρει ακριβώς την ίδια πληροφορία µε διαφορετικό τρόπο. Η ερµηνεία
της ϑεωρείται πιο εύκολη από την απλή πιθανότητα διότι συγκρίνει την πιθανότητα εµφάνισης
ενός ενδεχοµένου µε την πιθανότητα µη εµφάνισης. ΄Ετσι όταν η Ελληνική οµάδα είχε σχετική
πιθανότητα να µην κερδίσει το ευρωπαϊκό πρωτάθληµα του 2004 80 : 1 αυτό σήµαινε ότι
πιθανότητα να µην κερδίσει το πρωτάθληµα ήταν ίση µε 80 ϕορές την πιθανότητα να κερδίσει.
Πιο απλά η πιθανότητα να κερδίσει ήταν µόλις (1/(80 + 1) =) 0.0123 .

Στην Ιατρική η σχετική πιθανότητα επικεντρώνεται στην πιθανότητα εµφάνισης της νόσου σε
σχέση µε τη µη εµφάνιση της. Η ερµηνεία της σχετικής πιθανότητας δίνεται από τις ακόλουθες
προτάσεις

1. Αν odds =1 (ή 1 : 1) τότε οι πιθανότητες εµφάνισης ή µη εµφάνισης του ενδεχοµένου που
εξεταζουµε είναι ίσες (δηλαδή 50%).

2. Αν odds = a τότε η πιθανότητα εµφάνισης του ενδεχοµένου που εξετάζουµε είναι ίση µε
a ϕορές την πιθανότητα µη εµφάνισής του.

3. Αν odds = a και

(α΄) a > 1 τότε η πιθανότητα εµφάνισης του ενδεχοµένου που εξετάζουµε είναι a − 1 (ή
(a − 1)100%) ϕορές µεγαλύτερη από την πιθανότητα µη εµφάνισης του.
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(ϐ΄) a < 1 τότε η πιθανότητα εµφάνισης του ενδεχοµένου που εξετάζουµε είναι 1 − a (ή
(1− a)100%) ϕορές µικρότερη από την πιθανότητα µη εµφάνισης του.

Συνεπώς όταν µιλάµε για την σχετική πιθανότητα εµφάνισης της νόσου τότε :

• odds =1 συνεπάγεται ίση πιθανότητα εµφάνισης και µη εµφάνισης της νόσου.

• odds > 1 συνεπάγεται η εµφάνιση της νόσου είναι πιο πιθανή από την πιθανότητα µη
εµφάνισης της νόσου.

• odds < 1 συνεπάγεται η εµφάνιση της νόσου είναι λιγότερο πιθανή από την πιθανότητα
µη εµφάνισης της νόσου.

Επιστρέφοντας στους 2 × 2 πίνακες συνάφειας, µπορούµε να ορίσουµε δύο σχετικές πιθα-
νότητες ή odds (ένα για κάθε επίπεδο της µεταβλητής X ) από τις σχέσεις :

odds(X = 1) =
π1|i=1

π2|i=1
=

π1|i=1

1− π1|i=1
=
π11

π12
και odds(X = 2) =

π1|i=2

π2|i=2
=

π1|i=2

1− π1|i=2
. =

π21

π22
.

Οι παραπάνω ποσότητες µπορούν να εκτιµηθούν ως εξής

̂odds(X = 1) =
p1|i=1

p2|i=1

=
n11/n1.
n12/n1. =

n11

n12

και ̂odds(X = 2) =
p1|i=2

p2|i=2

=
n21/n2.
n22/n2. =

n21

n22

.

Γυρίζοντας στις κύριες µεταβλητές της Ιατρικής έρευνας, µας ενδιαφέρουν οι σχετικές πιθα-
νότητες εµφάνισης της νόσου όταν έχουµε έκθεση ή όχι στον παράγοντα κινδύνου. Συνεπώς
µας ενδιαφέρουν οι σχετικές πιθανότητες

oddsE =
P(A|E)

1− P(A|E)
=

πE
1− πE και oddsE =

P(A|E)

1− P(A|E)
=

πE
1− πE

οι οποίες εκτιµούνται από τους τύπους

̂oddsE =
pE

1− pE και ̂oddsE =
pE

1− pE
.

3.2.4.2 Σύγκριση Σχετικών πιθανοτήτων µε τη χρήση του Odds Ratio.

Στην παραπάνω παράγραφο ορίσαµε τις σχετικές πιθανότητες για να µπορέσουµε να προχω-
ϱήσουµε στον ορισµό του «λόγου σχετικών πιθανοτήτων» ή ‘‘odds ratio ’’ στην Αγγλική γλώσσα.
΄Οπως ϕαίνεται και από την ονοµασία του δεν είναι τίποτα άλλο από µια σύγκριση odds για
διαφορετικές τιµές ή επίπεδα µια δεύτερης µεταβλητής X . ΄Ετσι λοιπόν ο λόγος σχετικών πιθα-
νοτήτων του X = 1 έναντι του X = 2 δίνεται από τον τύπο

OR =
odds(X = 1)

odds(X = 2)
=
π1|i=1/π2|i=1

π1|i=2/π2|i=2

=
π11/π12

π21/π22

=
π11π22

π21π12

. (3.2)
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Από τα παραπάνω ϐλέπουµε ότι δεν είναι τίποτα άλλο από το χιαστό λόγο των πιθανοτήτων που
εµφανίζονται σε ένα 2 × 2 πίνακα συνάφειας. Για το λόγο αυτό πολλές ϕορές ονοµάζεται και
«λόγος σταυρωτού ή χιαστού πολλαπλάσιου» (‘‘crossproduct ratio’’). Στην Ιατρική Στατιστική
χρησιµοποιούνται και οι όροι : «προσεγγιστικός σχετικός κίνδυνος» ή «σχετικός λόγος» ή απλά
«σχετικός κίνδυνος» (για λεπτοµέρειες ϐλ. Τριχόπουλος, Τζώνου και Κατσουγιάννη, 2000, σελ.
70–75) οι οποίοι όµως δεν αποδίδουν πλήρως την έννοια του odds ratio . Τα τελευταία χρόνια η
ίδια σχολή χρησιµοποιεί τον όρο «σχετικός λόγος συµπληρωµατικών πιθανοτήτων» ο οποίος είναι
µακροσκελής και δεν είναι τόσο εύχρηστος και γενικός όσο ο όρος «λόγος σχετικών πιθανοτήτων».

Στους 2 × 2 πίνακες συνάφειας ο λόγος σχετικών πιθανοτήτων (ΛΣΠ) εκτιµάται από τον
εκτιµητή

ÔR =
p11p22

p21p12

=
n11n22

n21n12

.

δηλαδή από το λόγο των χιαστών πολλαπλάσιων του πίνακα συχνοτήτων. Αν ϑέλουµε να ορίσου-
µε το ΛΣΠ ως συνάρτηση των πιθανοτήτων εµφάνισης της νόσου τότε
OR = πE

1−πE ×
1−πE
πE

και ενώ ο αντίστοιχος εκτιµητής είναι ÔR = pE
1−pE ×

1−pE
pE

.
Ο ΛΣΠ χρησιµοποιείται ευρέως κυρίως στην Ιατρική. Η δηµοτικότητα του ΛΣΠ οφείλεται

στη σχετικά εύκολη ερµηνεία του, στο γεγονός ότι µπορεί να υπολογιστεί και σε προοπτικές
και σε αναδροµικές µελέτες, στο ότι αναφέρεται σε συγκρίσεις σχετικών πιθανοτήτων (odds) και
στο ότι προκύπτει άµεσα από τις παραµέτρους των µοντέλων λογιστικής παλινδρόµησης που ϑα
εξετάσουµε παρακάτω.

Η σύνδεση των ΛΣΠ (OR) µε την έννοια της ανεξαρτησίας σε πίνακες 2× 2 είναι άµεση αφού

«ανεξαρτησία» ⇔ OR = 1.

για το λόγο αυτό ο έλεγχος (3.1) µπορεί να γραφτεί και ως

H0 : OR = 1 έναντι της εναλλακτικής H1 : OR 6= 1.

Εναλλακτικά, αν OR > 1 τότε το πρώτο επίπεδο της κατηγορικής µεταβλητής (δηλαδή η πρώ-
τη γραµµή του πίνακα συνάφειας) είναι πιο πιθανή από το δεύτερο επίπεδο. Για παράδειγµα αν
OR =4 τότε το πρώτο επίπεδο της µεταβλητής X (πρώτη γραµµή του πίνακα, X = 1) έχει σχετική
πιθανότητα τετραπλάσια της σχετικής πιθανότητας του δεύτερου επιπέδου της µεταβλητής X
(δεύτερης γραµµής, δηλ. X = 2). Αν OR =1/4 τότε η δεύτερη γραµµή του πίνακα (δηλαδή
για X = 2) έχει σχετική πιθανότητα τετραπλάσια της σχετικής πιθανότητας της πρώτης γραµ-
µής (δηλαδή για X = 1). Από τα παραπάνω είναι προφανές ο ΛΣΠ αλλάζει (και η αντίστοιχη
ερµηνεία του) αν αλλάξουµε τη σειρά των επίπεδων της µιας από τις δύο µεταβλητές. Αν όµως
αλλάξουµε τη σειρά και στις δυο µεταβλητές και δηµιουργήσουµε τον αντίστοιχο πίνακα ο ΛΣΠ
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δεν µεταβάλλεται. ΄Ετσι µπορούµε να ερµηνεύσουµε τον ΛΣΠ µε τους ακόλουθους ισοδύναµους
τρόπους:

• «η σχετική πιθανότητα του Y = 1 όταν X = 1 είναι ίση µε OR ϕορές την αντίστοιχη
συπληρωµατική πιθανότητα όταν X = 2»

• «η σχετική πιθανότητα του Y = 2 όταν X = 2 είναι ίση µε OR ϕορές την αντίστοιχη
συπληρωµατική πιθανότητα όταν X = 1».

Επιστρέφοντας στις συνηθισµένες µεταβλητές των Ιατρικών µελετών (νόσος και παράγοντας
κινδύνου) τότε η ερµηνεία µπορεί να γραφτεί µε κάποιον από τους ακόλουθους εναλλακτικού
τρόπους :

1. Αν OR = a τότε η σχετική πιθανότητα της νόσου (Y = 1) όταν ένα άτοµο εκτεθεί στον
κίνδυνο (X = 1) είναι ίση µε a ϕορές την ίδια σχετική πιθανότητα όταν δεν εκτεθεί στον
κίνδυνο (X = 2). ΄Η ισοδύναµα: η σχετική πιθανότητα µη εµφάνισης της νόσου (Y = 2)
όταν ένα άτοµο εκτεθεί στον κίνδυνο (X = 2) είναι ίση µε a ϕορές την ίδια σχετική
πιθανότητα όταν εκτεθεί στον κίνδυνο (X = 1).

2. Αν OR = a > 1 τότε η σχετική πιθανότητα της νόσου (Y = 1) όταν ένα άτοµο εκτεθεί
στον κίνδυνο (X = 1) είναι a − 1 (ή {a − 1}100%) ϕορές µεγαλύτερη της ίδιας σχετικής
πιθανότητας όταν δεν εκτεθεί στον κίνδυνο (X = 2).

3. Αν OR = a < 1 τότε η σχετική πιθανότητα της νόσου (Y = 1) όταν ένα άτοµο εκτεθεί
στον κίνδυνο (X = 1) είναι 1 − a (ή {1 − a}100%) ϕορές µικρότερη της ίδιας σχετικής
πιθανότητας όταν δεν εκτεθεί στον κίνδυνο (X = 2).

Ο ΛΣΠ είναι στενά συνδεδεµένος µε το σχετικό κίνδυνο στην Ιατρική διότι, κάτω από προ-
ϋποθέσεις, αποτελεί προσεγγιστική εκτίµηση του στις µελέτες µαρτύρων-ασθενών. Γενικά όταν
OR > 1 τότε ο κίνδυνος αυξάνει µε την παρουσία του παράγοντα X (άρα ο X παράγοντας ή
µεταβλητή είναι επιβαρυντικός για τη νόσο ή αλλιώς παράγοντας κινδύνου) ενώ αν OR < 1

τότε ο κίνδυνος µειώνεται µε την παρουσία του X (άρα ο X παράγοντας ή µεταβλητή είναι
προστατευτικός για τη νόσο).

Στην στατιστική πολλές ϕορές χρησιµοποιούµε και το λογάριθµο του ΛΣΠ. Ο λόγος είναι ότι
µπορούµε να εξετάσουµε την κατανοµή του πιο εύκολα. Επιπλέον ο λογάριθµος είναι αυτός
που επίσης χρησιµοποιείται στα µοντέλα λογιστικής παλινδρόµησης. Στην περίπτωση αυτή η
υπόθεση της ανεξαρτησίας (3.1) µπορεί να γραφεί ως

H0 : logOR = 0 έναντι της εναλλακτικής H1 : logOR 6= 0.
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Ο παραπάνω ορισµός του ΛΣΠ ϐασίζεται στη νόσο ως µεταβλητή απόκρισης. Πιο συγκεκρι-
µένα, λαµβάνει υπόψη της ως επιτυχία την εµφάνιση της νόσου, και µετα συγκρίνει τις σχετικές
πιθανότητες της νόσου µεταξύ των ατόµων που έχουν ή όχι εκτεθεί σε ένα παράγοντα κινδύνου.
Ο λόγος των σχετικών πιθανοτήτων εµφάνισης µιας νόσου για άτοµα διαφορετικής έκθεσης σε
ένα παράγοντα ονοµάζεται και λόγος σχετικής πιθανότητας µιας νόσου (disease odds ratio,
Rosner, 1994, σελ. 365).

Εάν λάβουµε ως επιτυχία την έκθεση στον κίνδυνο και υπολογίσουµε το ΛΣΠ ως το λόγο των
σχετικών πιθανότητων έκθεσης στον κίνδυνο για τους ασθενείς και µάρτυρες τότε υπολογίζουµε
τον ΛΣΠ έκθεσης σε ένα παράγοντα (exposure odds ratio, Rosner, 1994, σελ. 366). Στην ουσία
στους 2× 2 πίνακες οι δύο ΛΣΠ συµπίπτουν και είναι σαν να ϐλέπουµε το ίδιο αντικείµενο από
διαφορετική οπτική γωνία. Συνέπεια του παραπάνω αποτελέσµατος είναι και το γεγονός ότι αν
αλλάξουµε τη διάταξη των µεταβλητών σε ένα 2 × 2 πίνακα (δηλαδή ποια µεταβλητή καθορίζει
τις γραµµές και ποια µεταβλητή τις στήλες του πίνακα) τότε ο ΛΣΠ ϑα παραµείνει αµετάβλητος.

3.2.5 Εκτίµηση του σχετικού κινδύνου και του ΛΣΠ µε τη Χρήση SPSS.

Στο SPSS µπορούµε να υπολογίσουµε το σχετικό κίνδυνο και το λόγο σχετικών πιθανοτήτων για
πίνακες 2× 2 . Αυτό µπορεί να γίνει στο µενού

Analyze>Descriptive Statistics>Crosstabs.
Αφού εισάγουµε τις µεταβλητές που επιθυµούµε στις στήλες και στις γραµµές, επιλέγουµε το
δεύτερο σε σειρά κουτί επιλογών που εµφανίζεται στο κάτω µέρος της οθόνης µε τίτλο Statistics

και τσεκάρουµε την εκτύπωση των δεικτών κινδύνου µε ένδειξη Risk. Προσοχή οι δείκτες
κινδύνου (σχετικός κίνδυνος και λόγος σχετικών πιθανοτήτων) υπολογίζονται µόνο για 2 × 2

πίνακες.

3.3 Σχέση Σχετικού Κινδύνου και ΛΣΠ (Odds Ratio)

΄Ενας από τους λόγους που ο ΛΣΠ έγινε δηµοφιλής στην Ιατρική στατιστική (ή Βιοστατιστική)
είναι και το γεγονός ότι µπορεί να υπολογιστεί και στους δύο τύπους µελετών που χρησιµο-
ποιούνται στην ιατρική δηλαδή και στις προοπτικές (µελέτες κοορτής) και στις αναδροµικές
(µελέτες µαρτύρων-ασθενών) σε αντίθεση µε το σχετικό κίνδυνο που µπορεί να υπολογιστεί µό-
νο σε προόπτικες µελέτες. Επιπλέον, ο ΛΣΠ είναι ασυµπτωτικά ίσος µε το σχετικό κίνδυνο όταν
η πιθανότητα εµφάνισης της νόσου είναι µικρή δηλαδή στις σπάνιες αρρώστιες. ΄Οπως είδαµε
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και παραπάνω

OR =
OddsE
OddsE

=
Odds(X = 1)

Odds(X = 2)
=
πj=1|1/πj=2|1
πj=1|2/πj=2|2

=
πj=1|1
πj=1|2

× πj=2|1
πj=2|2

=
RR(Y = 1)

RR(Y = 2)
.

Αν το γεγονός που εξετάζουµε έχει πιθανότητα εµφάνισης πολύ µικρή (για παράδειγµα µια
σπάνια ασθένεια) τότε πj=2|1 ≈ 1 και πj=2|2 ≈ 1 άρα και RR(Y = 2) ≈ 1 καταλήγοντας στο
αποτέλεσµα OR ≈ RR(Y = 1). Σύµφωνα µε τον Rosner (1994, σελ. 368) για να έχουµε
ικανοποιητική προσέγγιση του σχετικού κινδύνου από το λόγο σχετικών πιθανοτήτων ϑα πρέπει
ο επιπολασµός (δηλ. πιθανότητα) της νόσου να είναι µικρότερη του 0.10 .

Από τα παραπάνω µπορούµε να κατανοήσουµε και το λόγο για τον οποίο ο σχετικός κίνδυνος
δεν µπορεί να υπολογιστεί σε αναδροµικές µελέτες. Για να υπολογίσουµε το σχετικό κίνδυνο
χρειάζεται να γνωρίζουµε (ή να µπορούµενα εκτιµήσουµε) την πιθανότητα εµφάνισης της νόσου
πj=1|1 και πj=1|2. Κάτι τέτοιο δεν είναι δυνατόν στις µελέτες µαρτύρων-ασθενών όπου το µέγεθος
τόσο των ασθενών όσο και των µαρτύρων είναι προκαθορισµένο λόγω του σχεδιασµού της µελέτης
άρα δεν µπορούν να ϑεωρηθούν ως τυχαίες µεταβλητές. Αντίθετα στις προοπτικές µελέτες, όπου
λαµβάνεται δείγµα αντιπροσωπευτικό του υπό µελέτη πληθυσµού, αυτές οι ποσότητες µπορούν
να εκτιµηθούν άρα να υπολογιστεί και ο σχετικός κίνδυνος. Από την άλλη µεριά, και ο ΛΣΠ,
που δίνεται από τον τύπο 3.2, ϕαίνεται να προαπαιτεί την εκτίµηση αυτών των πιθανοτήτων.
Αναλύοντας όµως την εξίσωση (3.2) ϐλέπουµε ότι

OR =
π1|i=1/π2|i=1

π1|i=2/π2|i=2

=
π11π22

π21π12

. =
πi=1|1π1.πi=2|2π2.
πi=1|2π2.πi=2|1π1. ⇔

OR =
πi=1|1πi=2|2
πi=1|2πi=2|1

. (3.3)

Συνεπώς ο ΛΣΠ ορίζεται επαρκώς αν αντί για τις δεσµευµένες πιθανότητες πj=1|i για i = 1, 2

γνωρίζουµε τις πιθανότητες πi|j=1 για i = 1, 2 οι οποίες µπορούν να εκτιµηθούν από µια µελέτη
µαρτύρων-ασθενών. Τα παραπάνω αποδεικνύουν ότι ο ΛΣΠ µπορεί να εκτιµηθεί χωρίς πρό-
ϐληµα ανεξαρτήτως ποια από τις δύο µεταβλητές (X ή Y ) ϑα είναι τυχαία. Συνεπώς µπορεί να
χρησιµοποιηθεί και να υπολογιστεί και στις αναδροµικές και στις προοπτικές µελέτες.

3.4 Υπολογισµός του Σχετικού Κινδύνου στις Μελέτες Μαρτύρων-

Ασθενών

Επιστρέφοντας στο σχετικό κίνδυνο έχουµε:

RR =
P(A|E)

P(A|E)
=
πE
πE
.
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΄Οµως στις µελέτες µαρτύρων-ασθενών η κατανοµή των ασθενών (A) και µαρτύρων A είναι προ-
καθορισµένη και συνεπώς οι παραπάνω πιθανότητες δεν µπορούν να εκτιµηθούν. Για το λόγο
αυτό ϑα χρησιµοποιήσουµε το ϑεώρηµα του Bayes για να εκφράσουµε το σχετικό κίνδυνο ως
πιθανότητες ή κατανοµή του παράγοντα κινδύνου X (δηλαδή των ενδεχοµένων E και E). Συνε-
πώς

RR =
P(A|E)

P(A|E)
=
P(A, E)/P(E)

P(A, E)/P(E)

=
P(E|A)P(A)/P(E)

P(E|A)P(A)/P(E)
=
P(E|A)

P(E|A)
× P(E)

P(E)
.

Στην παραπάνω ισότητα, η πιθανότητα έκθεσης και µη έκθεσης αναφέρεται στο γενικό πλη-
ϑυσµό. Σε µία µελέτη µαρτύρων ασθενών, λόγω της δειγµατοληψίας, αυτή πιθανότητα δεν
εκτιµάται σωστά. ΄Αρα µε τη χρήση του ϑεωρήµατος της ολικής πιθανότητας µπορούµε να
γράψουµε

RR(A) =
P(E|A)

1− P(E|A)
× P(E|A)P(A) + P(E|A)P(A)

P(E|A)P(A) + P(E|A)P(A)

=
P(E|A)

1− P(E|A)
× [1− P(E|A)]P(A) + [1− P(E|A)][1− P(A)]

P(E|A)P(A) + P(E|A)[1− P(A)]
.

Στην παραπάνω ισότητα πρέπει να γνωρίζουµε τις πιθανότητες έκθεσης στον παράγοντα κινδύ-
νου δεδοµένου ότι κάποιος έχει ή όχι τη νόσο δηλαδή είναι ασθενής ή µάρτυρας - πιθανότητες
P(E|A) και P(E|A). Επιπλέον πρέπει να γνωρίζουµε και τον επιπολασµό της νόσου P(A) ο οποί-
ος όµως δεν µπορεί να εκτιµηθεί από µια µελέτη µαρτύρων-ασθενών αλλά από µία συγχρονική
ή προοπτική µελέτη µε τυχαίο δείγµα από το γενικό πληθυσµό.

3.5 Παραδείγµατα

3.5.1 Μυοκαρδιακή Ανεπάρκεια και Αντισύλληψη (Μελέτη Μαρτύρων-

Ασθενών).

Παράδειγµα 3.1 Τα δεδοµένα του 2 × 2 Πίνακα 3.1 προέρχονται από την ερευνητική δουλειά

των Mann et. al (1975, Brit. J. Med.). Στη έρευνα αυτή 58 γυναίκες κάτω των 45 χρονών

µε µυοκαρδιακή ανεπάρκεια εξετάσθηκαν ως προς τη χρήση ή όχι αντισυλληπτικού χαπιού. Το

δείγµα προερχόταν από δύο νοσοκοµεία της Αγγλίας και της Ουαλίας την περίοδο 1968–1972.

Επίσης επιλέχτηκε περίπου τριπλάσιος αριθµός µαρτύρων από τα ίδια νοσοκοµεία που δεν είχαν

την νόσο της µυοκαρδιακής ανεπάρκειας. Τα δεδοµένα αυτά δίνονται επίσης στις σελ. 11–13 από

τον Agresti (1990).
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X: Y: Μυοκαρδιακή Ανεπάρκεια Περ.Κατ.
Αντισυλ.Χάπι 1: Ναι 2: ΄Οχι X

1: Ναι 23 34 57
2: ΄Οχι 35 132 167

Περ.Κατ. Y 58 166 224

Πίνακας 3.1: ∆εδοµένα Παραδείγµατος 3.1: Μυοκαρδιακή Ανεπάρκεια και Αντισυλληπτικό
Χάπι (Mann et. al , 1975).

3.5.1.1 Εισαγωγή των ∆εδοµένων στο SPSS.

Για να εισάγουµε τον παραπάνω πίνακα στο SPSS ή σε άλλο στατιστικό πακέτο συνήθως χρεια-
Ϲόµαστε 3 στήλες. Μία µε τη µεταβλητή X, µία µε την µεταβλητή Y και µία µε τις αντίστοιχες
συχνότητες. Το πλήθος των γραµµών ϑα είναι ίσος µε το συνδυασµό των πιθανών τιµών των
δύο µεταβλητών. Συνεπώς εδώ ϑα έχουµε 4 γραµµές (2 × 2). ΄Αρα τα παραπάνω δεδοµένα ϑα
περαστούν στο SPSS µε την ακόλουθη µορφή.

contrac myocard counts
1 1 23
1 2 34
2 1 35
2 2 132

Μετά πρέπει να ορίσουµε τη µεταβλητή counts ως ϐάρος στο µενού
Data>Weight Cases .

Η ανάλυση για τους πίνακες διπλής εισόδου γίνεται από το µενού
Analyze>Descriptive Stats>Crosstabs

τοποθετώντας στο row(s) και στο column(s) τις µεταβλητές contrac και myocard αντίστοιχα.
Σε µερικά πακέτα όπως το Splus ή Stat-exact µπορούµε να εισάγουµε τον παραπάνω πίνακα

κατευθείαν όπως δίνονται στον Πίνακα 3.1.

3.5.1.2 Από κοινού και δεσµευµένες Συναρτήσεις Πιθανότητας.

Η από κοινού συνάρτηση κατανοµής για το παραπάνω παράδειγµα δίνεται από τον ακόλουθο
πίνακα
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X: Y: Μυοκαρδιακή Ανεπάρκεια Περ.Κατ.
Αντισυλ.Χάπι 1: Ναι 2: ΄Οχι X

1: Ναι p11 = 23
224

= 0.103 p12 = 34
224

= 0.152 p1. = 23+34
224

= 0.255

2: ΄Οχι p21 = 35
224

= 0.156 p22 = 132
224

= 0.589 p1. = 35+132
224

= 0.745

Περ.Κατ. Y p.1 = 24+35
224

= 0.259 p.2 = 34+132
224

= 0.741

Από το SPSS µπορούµε να υπολογίσουµε τον παραπάνω πίνακα αν στην επιλογή cells του
µενού Crosstabs επιλέξουµε την εµφάνιση µόνο των Percentages:Total.

Στο συγκεκριµένο παράδειγµά µας, εφόσον η µεταβλητή απόκρισης είναι η µυοκαρδιακή
ανεπάρκεια, µας ενδιαφέρει να συγκρίνουµε την κατανοµή της νόσου µεταξύ των ατόµων που
χρησιµοποίησαν αντισύλληψη µε την αντίστοιχη κατανοµή στην οµάδα των ατόµων που δεν
χρησιµοποιησαν αντισύλληψη. Η σύγκριση αυτή ϑα µας δώσει και την επίδραση της χρήσης
αντισυλληπτικού χαπιού στην πιθανότητα εµφάνισης της νόσου. Η παραπάνω σύγκριση σηµαί-
νει ότι ϑα συγκρίνουµε τις δεσµευµένες κατανοµές P(Y |X = 1) και P(Y |X = 2) (για τις οµάδες
που χρησιµοποιούν ή όχι αντισυλληπτικό χάπι αντίστοιχα). Οι κατανοµές αυτές µπορούν εύκο-
λα να εξαχθούν στο SPSS από το υποµενού Cells του µενού Crosstabs επίλέγοντας τα ποσοστά
ανά γραµµή (Percentages:Row). ΄Ετσι οι δεσµευµένες κατανοµές της νόσου δίνονται από τον
ακόλουθο πίνακα:

X: Y: Μυοκαρδιακή Ανεπάρκεια
Αντισυλ.Χάπι 1: Ναι 2: ΄Οχι

1: Ναι p1|i=1 = 23
57

= 0.404 p2|i=1 = 34
57

= 0.596

2: ΄Οχι p1|i=2 = 35
167

= 0.210 p2|i=2 = 132
167

= 0.790

Περ.Κατ. Y p.1 = 24+35
224

= 0.259 p.2 = 34+132
224

= 0.741

Πρακτικά, στον παραπάνω πίνακα ϑέλουµε να συγκρίνουµε τις πιθανότητες (ή τα ποσοστά)
εµφάνισης της νόσου στις δύο οµάδες δηλαδή το 0.404 µε το 0.210 (40.4% µε 21%). Αυτό είναι
ισοδύναµο µε το έλεγχο της ισότητας των πιθανοτήτων (ή ποσοστών) της µη εµφάνισης της νόσου
(δηλαδή του 0.596 µε το 0.79).

Στο παραπάνω πρόβληµα όµως η κατανοµή της µεταβλητής απόκρισης (µυοκαρδιακής α-
νεπάρκειας) είναι σταθερή (προκαθορισµένη) από το σχεδιασµό του πειράµατος - µελέτης. Για
το λόγο αυτό, η εξέταση των παραπάνω κατανοµών δεν έχει νόηµα. Αυτό που µπορούµε να
ελέγξουµε, χωρίς όµως να µπορεί να µας µεταφέρει όλη τη επιθυµητή πληροφορία, είναι οι
κατανοµές P(X |Y ) εφόσον το X είναι όντως τυχαίο. Αυτές οι µελέτες λέγονται αναδροµικές
και στη συγκεκριµένη περίπτωση µελέτη µαρτύρων - ασθενών (ή περιπτώσεων). Ο πίνακας
που δίνει τις δεσµευµένες κατανοµές ως προς τη X µεταβλητή (χρήση αντισυλληπτικού χα-
πιού) δίνεται στο SPSS από το Cells του µενού Crosstabs επιλέγοντας τα ποσοστά ανά στήλη
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(Percentages:Column). ΄Ετσι οι δεσµευµένες κατανοµές της χρήσης του χαπιού δίνονται από
τον ακόλουθο πίνακα:

X: Y: Μυοκαρδιακή Ανεπάρκεια Περ.Κατ.
Αντισυλ.Χάπι 1: Ναι 2: ΄Οχι X

1: Ναι p1|j=1 = 23
58

= 0.397 p1|j=2 = 34
166

= 0.205 p1. = 23+34
224

= 0.255

2: ΄Οχι p2|j=1 = 35
58

= 0.603 p2|j=2 = 132
166

= 0.795 p1. = 35+132
224

= 0.745

Προσοχή εδώ πρέπει να δοθεί στη ερµηνεία των παραπάνω αποτελεσµάτων. ΄Ετσι εδώ
µπορούµε να συγκρίνουµε το ποσοστό των ασθενών που χρησιµοποιούν αντισυλληπτικό χάπι
(39.7%) µε το αντίστοιχο ποσοστό των µαρτύρων (20.5%). Με χρήση του ϑεωρήµατος του Bayes
µπορούµε να υπολογίσουµε και τις δεσµευµένες κατανοµές P(Y |X) που µας ενδιαφέρουν αλλά
χρειάζεται να ξέρουµε το ποσοστό της ασθένειας στον πληθυσµό (δηλαδή τον επιπολασµό).

3.5.1.3 Εκτίµηση ΛΣΠ και Συνάρτησης Κινδύνου.

Το επόµενο ϐήµα είναι να υπολογίσουµε το σχετικό κίνδυνο. Τα αποτελέσµατα (όπως δίνονται
από το SPSS) είναι τα ακόλουθα

Από τα παραπάνω ϐλέπουµε ότι

1. OR = 2.551 :

(α΄) Η σχετική πιθανότητα εµφάνισης της µυοκαρδιακής ανεπάρκειας (Y = 1) σε µια
γυναίκας που χρησιµοποιεί αντισυλληπτικό χάπι (X = 1) είναι ίση µε 2.55 ϕορές
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την αντίστοιχη πιθανότητα σε µια γυναίκα που δε χρησιµοποιεί αντισυλληπτικό χάπι
(X = 2).

(ϐ΄) Αν αλλάξουµε τη σειρά των κατηγοριών στις δύο µεταβλητές τότε δεν αλλάζει ο ΛΣΠ.
Σε αυτή την περίπτωση η ερµηνεία µπορεί να γίνει ως εξής : η σχετική πιθανότητα
µη εµφάνισης της µυοκαρδιακής ανεπάρκειας (Y = 2) σε µια γυναίκα που δεν
χρησιµοποιεί αντισυλληπτικό χάπι (X = 2) είναι ίση µε 2.55 ϕορές την αντίστοιχη
πιθανότητα µιας γυναίκας που χρησιµοποιεί αντισυλληπτικό χάπι (X = 1).

(γ΄) Πιο απλά ϑα µπορούσαµε να πούµε ότι η χρήση του αντισυλληπτικού χαπιού από τις
γυναίκες αυξάνει τη (σχετική) πιθανότητα (ή τον κίνδυνο εµφάνισης) µυοκαρδιακής
ανεπάρκειας.

(δ΄) Οι παραπάνω ερµηνείες καταλήγουν στο ίδιο συµπέρασµα: ότι η χρήση του αντισυλ-
ληπτικού χαπιού αποτελεί παράγοντα κινδύνου για τη µυοκαρδιακή ανεπάρκεια.

2. RR(myocard = 1) = 23/57
35/167

= 0.404
0.210

= 1.936: δηλαδή η πιθανότητα µυοκαρδιακής ανεπάρ-
κειας για µια γυναίκα που χρησιµοποιεί αντισυλληπτικό χάπι είναι 93% υψηλότερη από
την αντιστοιχή πιθανότητα µιας γυναίκας που δε χρησιµοποιεί τέτοιο είδος αντισύλληψης.

3. RR(myocard = 2) = 34/57
132/167

= 0.596
0.790

= 0.759: δηλαδή η πιθανότητα να µην εµφανίσει
τη νόσο της µυοκαρδιακής ανεπάρκειας µια γυναίκα που χρησιµοποιεί αντισυλληπτικό
χάπι είναι 24% µικρότερη της αντίστοιχης πιθανότητας µιας γυναίκας που δε χρησιµοποιεί
τέτοιου είδους αντισύλληψη.

4. ΠΡΟΣΟΧΗ: Παρόλο που ερµηνεύσαµε παραπάνω το σχετικό κίνδυνο σε µία µελέτη µαρτύρων-
ασθενών αυτό δεν είναι σωστό παρά µόνο στις προοπτικές µελέτες. Και αυτό γιατί η κα-
τανοµή της µεταβλητής Y δηλαδή της νόσου έχει προκαθοριστεί από τον ερευνητή και ως
εκ-τούτου δεν είναι τυχαία και συνεπώς δεν µπορεί να εκτιµηθεί παρά µόνο µε τη χρήση
του ϑεωρήµατος του Bayes και αν γνωρίζουµε πια είναι η πιθανότητα της µυοκαρδιακής
ανεπάρκειας στο γενικό πληθυσµό των γυναικών. Υπενθυµίζουµε επίσης ότι εάν αυτή η
πιθανότητα είναι µικρή τότε µπορούµε να ϑεωρήσουµε το ΛΣΠ ως καλή προσέγγιση του
σχετικού κινδύνου.

3.5.2 Επίδραση Καπνίσµατος στην Επιβίωση σε Ασθενείς µε ένα επει-

σόδιο Καρδιακής ανακοπής (Προοπτική Μελέτη)

Σε αυτή την ενότητα ϑα χρησιµοποιήσουµε το Παράδειγµα των Daly et. al (1991, σελ. 185)
για να δούµε πως ϑα συγκρίνουµε τα µέτρα κινδύνου σε µια προοπτική µελέτη.
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Παράδειγµα 3.2 Σε µια προοπτική µελέτη κατά την οποία εξετάσθηκαν 368 άνδρες καπνιστές

ηλικίας κάτω των 60 ετών οι οποίοι έπαθαν µια καρδιακή ανακοπή και επιβίωσαν. Μετά από 2 έτη

εξετάσθηκαν πόσοι από αυτούς είχαν επιβιώσει και τους χωρίσαµε ανάλογα εάν είχαν κόψει το

τσιγάρο ή όχι. ΄Ετσι εδώ µας ενδιαφέρει να εξετάσουµε αν το σταµάτηµα του καπνίσµατος (X) είχε

ευνοϊκή επίδραση στην επιβίωση µετά από δύο έτη (Y ). Τα δεδοµένα δίνονται στον 2 × 2 Πίνακα

που ακολουθεί

X: Y: Επιβίωση σε 2 χρόνια Περ.Κατ.
Συνέχισαν το κάπνισµα ; 1: Πεθαµένος 2: Ζωντανός X

1: Ναι 19 (12.3%) 135 (87.7%) 154
2: ΄Οχι 15 ( 7.0%) 199 (93.0%) 214

Περ.Κατ. Y 34 ( 9.2%) 334 (90.8%) 368

Πίνακας 3.2: ∆εδοµένα Παραδείγµατος 3.2: Κάπνισµα και Επιβίωση σε Ασθενείς Καρδιακής
Ανεπάρκειας (Daly et. al , 1983).

Υπολογίζοντας τον αποδοτέο κίνδυνο ϐρίσκουµε ότι είναι ίσος µε 5.3%. Συνεπώς οι ασθενείς
που συνέχισαν να καπνίζουν µετά το καρδιακό επεισόδιο παρουσιάζουν αυξηµένη πιθανότητα
ϑανάτου, σε σχέση µε αυτούς που διέκοψαν το κάπνισµα, κατά 5.3 ποσοστιαίες µονάδες. Αυτή η
διαφορά αποδίδεται στο σταµάτηµα του καπνίσµατος. Το πλεονέκτηµα του αποδοτέου κινδύνου
είναι ότι δίνει τη διαφορά σε ποσοστιαίες µονάδες κάτι που δε ϕαίνεται στο σχετικό κίνδυνο που
ϑα δούµε παρακάτω.

Ο σχετικός κίνδυνος εδώ είναι ίσος µε RR = 0.123/0.07 = 1.757. Αυτό σηµαίνει ότι ο
κίνδυνος ϑανάτου για τους ασθενείς που συνέχισαν το κάπνισµα είναι ίσος µε 1.76 ϕορές (ή
76% µεγαλύτερος από) τον ίδιο κίνδυνο των ασθενών που σταµάτησαν το κάπνισµα.

Ο ποσοστιαίος αποδοτέος κίνδυνος είναι ίσος µε 0.053/0.123 = 43.1%. Αυτό σηµαίνει ότι το
43% του κινδύνου ϑανάτου που διατρέχει ένας ασθενής που συνέχισε το κάπνισµα µπορεί να
αποδοθεί στο γεγονός ότι δε σταµάτησε το κάπνισµα. Συνεπώς, το 43% των ϑανάτων (2 χρόνια
µετά το πρώτο καρδιακό επεισόδιο) των ασθενών που συνεχίσαν να καπνίζουν ϑα µπορούσε να
είχε αποφευχθεί αν είχαµε µπορέσει να τους πείσουµε να κόψουν το κάπνισµα (δηλαδή περίπου
8 άτοµα, 19× 0.431 = 8.1).

Τέλος εδώ ο ΛΣΠ είναι ίσος µε OR = (19 × 199)/(15 × 135) = 1.867. ∆ηλαδή η σχετική
πιθανότητα ϑανάτου για τους ασθενείς που συνέχισαν το κάπνισµα είναι 86% µεγαλύτερη από
την πιθανότητα ϑανάτου των ασθενών που σταµάτησαν το κάπνισµα. Βλέπουµε εδώ, ότι παρόλο
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που η πιθανότητα ϑανάτου είναι λίγο µεγαλύτερη του 10% για τη µία οµάδα, ο ΛΣΠ πλησιάζει
αρκετά το σχετικό κίνδυνο.

3.5.3 Παράδειγµα 3: ΄Ασκηση για το Σπίτι.

Παράδειγµα 3.3 Πριν µερικά χρόνια, υπήρχαν υποψίες στην Ιατρική ϐιβλιογραφία ότι ο καρ-

κίνος του στήθους στις γυναίκες σχετίζεται µε την ηλικία της πρώτης γέννας. Η υπόθεση αυτή

αναφέρει ότι ο κίνδυνος καρκίνου τους στήθους αυξάνεται όσο µεγαλώνει η ηλικία που γυναίκα

γεννάει το πρώτο της παιδί. ΄Αρα, µε ϐάση τη ϑεωρία αυτή, ένας σηµαντικός παράγοντας κινδύνου

για τον καρκίνο του στήθους είναι η ηλικία της γυναίκας στην πρώτη γέννα. Αυτή η ϑεωρία εξηγεί

και γιατί ο καρκίνος του στήθους είναι σηµαντικά αυξηµένος σε οµάδες µε αυξηµένο κοινωνικό

- οικονοµικό και εκπαιδευτικό επίπεδο αφού Ϲευγάρια που ανήκουν σε αυτές τις οµάδες γεννούν

συνειδητά σε µεγάλες ηλικίες. Το 1970 έγινε µια διεθνής πολυκεντρική µελέτη (MacKahon et. al

, 1970) µε τη συµµετοχή των ΗΠΑ, Ελλάδας, Γιουγκοσλαβίας, Βραζιλίας, Ταϊβάν, και Ιαπωνίας.

Περιπτώσεις καρκινοπαθών επιλέχθηκαν από συγκεκριµένα νοσοκοµεία στις παραπάνω χώρες.

Οι µάρτυρες επιλέχθηκαν από τα ίδια νοσοκοµεία έτσι ώστε να είναι συγκρίσιµης ηλικίας και να

µην έχουν καρκίνο µαστού ή άλλα σχετικά νοσήµατα. ΄Ολες γυναίκες χωρίστηκαν σε δύο οµάδες

κινδύνου ανάλογα αν η ηλικία της πρώτης γέννας ήταν µικρότερη ή µεγαλύτερη των 30 ετών

(E : X ≥ 30 και E : X ≤ 29). Λεπτοµέρειες σχετικές µε το παράδειγµα µπορείτε να ϐρείτε και στο

ϐιβλίο του Rosner (1994 σελ. 346). Τα δεδοµένα δίνονται στον 2× 2 Πίνακα που ακολουθεί

Ηλικία στην πρώτη γέννα Περ.Κατ.
(1)≥ 30 (2) ≤ 29 X

1: Ασθενής 683 2537 3220
2: Μάρτυρας 1498 8747 10245
Περ.Κατ. Y 2181 11284 13465

Πίνακας 3.3: ∆εδοµένα Παραδείγµατος 3.3: Καρκίνος του στήθους και ηλικία πρώτης γέννας
(MacKahon et. al , 1970).

Να υπολογίσετε τα κατάλληλα µέτρα κινδύνου. Ποια ταιριάζουν και γιατί ;
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3.6 Συµπερασµατολογία και ΄Ελεγχοι Υπόθεσης για 2×2 Πί-

νακες Συνάφειας

3.6.1 Ισότητα ∆ύο ∆ιωνυµικών Ποσοστών

3.6.1.1 Αποδιδόµενος κίνδυνος

Γενική Προσέγγιση: Ας υποθέσουµε ότι έχουµε δύο οµάδες µε διαφορετική έκθεση στον
κίνδυνο E και E και ότι η µεταβλητή απόκρισης Y είναι επίσης δίτιµη: έχει ή όχι τη νόσο (A και
A). Σε αυτή την περίπτωση µας ενδιαφέρει να ελέγξουµε κατά πόσο η πιθανότητα εµφάνισης
της νόσου είναι ίδια στις δύο οµάδες. Συνεπώς

H0 : P(A|E) = P(A|E)

έναντι της εναλλακτικής
H1 : P(A|E) 6= P(A|E)




⇔

H0 : P(A|E)− P(A|E) = 0

H1 : P(A|E)− P(A|E) 6= 0




⇔

H0 : πE = πE
έναντι της εναλλακτικής
H1 : πE 6= πE




⇔

H0 : πE − πE = 0

H1 : πE − πE 6= 0




⇔

H0 : AR = 0

H1 : AR 6= 0

.

Συνεπώς µπορούµε να υποθέσουµε ότι ο αριθµός των ατόµων που έχουν τη νόσο σε κάθε
οµάδα έκθεσης ακολουθεί διωνυµική κατανοµή οπότε

Y |E ∼ Bin(πE, nE) και Y |E ∼ Bin(πE, nE).

Από τα παραπάνω συνεπάγεται ότι µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε τη διωνυµική κατανοµή
για να ελέγξουµε κατά πόσο ο αποδιδόµενος κίνδυνος είναι µηδέν ή όχι.

Επιπλέον µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε το κεντρικό οριακό ϑεώρηµα και να ϕτιάξουµε
ένα z− test. Αν οι αναµενόµενες τιµές nEπE, nE(1−πE), nEπE και nE(1−πE) είναι µεγαλύτερες
του πέντε τότε µπορούµε να υποθέσουµε ότι

pE ∼ N

(
πE,

πE(1− πE)
nE

)
και pE ∼ N

(
πE,

πE(1− πE)
nE

)

όπου pE και pE είναι οι δειγµατικές αναλογίες εµφάνισης της νόσου για τις οµάδες µε έκθεση ή
όχι στον παράγοντα κινδύνου. Αν τώρα πάρουµε τις διαφορές ϑα έχουµε

ÂR = pE − pE ∼ N

(
πE − πE,

πE(1− πE)
nE

+
πE(1− πE)

nE

)
.

΄Αρα µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε για τον παραπάνω έλεγχο τη συνάρτηση ελέγχου:

z =
ÂR − AR√

πE(1−πE)
nE

+
πE(1−πE)

nE

∼ N(0, 1).
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Αν ισχύει η H0 τότε AR = πE − πE = 0 και πE = πE = π συνεπώς η συνάρτηση ελέγχου γίνεται

z =
ÂR√

π(1− π)
(

1
nE

+ 1
nE

) ∼ N(0, 1).

Αντικαθιστούµε το κοινό π µε την αντίστοιχη εκτίµηση του p = (nEpE + nEpE)/(nE + nE) οπότε

z =
ÂR√

p(1− p)
(

1
nE

+ 1
nE

) =
pE − pE√

p(1− p)
(

1
nE

+ 1
nE

) ∼ N(0, 1).

Εφόσον ο αποδιδόµενος κίνδυνος µπορεί να εκτιµηθεί µόνο στις προοπτικές µελέτες, µόνο
εκεί µπορούµε να εφαρµόσουµε την παραπάνω προσέγγιση. Στις αναδροµικές µελέτες, η πα-
ϱαπάνω σύγκριση µπορεί να γίνει ανάποδα για να συγκρίνουµε την έκθεση στον κίνδυνο για
τους µάρτυρες και τους ασθενείς, δηλαδή να ελέγξουµε την υπόθεση

H0 : P(E|A) = P(E|A) έναντι της εναλλακτικής H1 : P(E|A) 6= P(E|A).

Από τα παραπάνω επίσης προκύπτει ότι µπορούµε να ϕτιάξουµε 100(1 − α)% διαστήµατα
εµπιστοσύνης για τον αποδιδόµενο κίνδυνο το οποίο ϑα δίνεται από τον τύπο

ÂR ± z1−α/2

√√√√pE(1− pE)
nE

+
pE(1− pE)

nE
.

Σύµφωνα µε τον Rosner (1994, σελ. 363) η παραπάνω προσέγγιση είναι ικανοποιητική µόνο
αν nEpE(1− pE) ≥ 5 και nEpE(1− pE) ≥ 5.

Αποδιδόµενος κίνδυνος σε πίνακες 2×2: Στους πίνακες 2×2 όπου η σειρα των ενδεχοµένων
για τις δύο µεταβλητές είναι (E, E) και (A, A) ο αποδιδόµενος κίνδυνος δίνεται από τον τύπο

AR = πE − πE = π1|1 − π1|2

και εκτιµάται

ÂR = pE − pE = p1|1 − p1|2 =
n11

n1. −
n21

n2. =
n11

n11 + n12

− n21

n21 + n22

=
n11n21 + n11n22 − n21n11 − n21n12

(n11 + n12)(n21 + n22)
=

n11n22 − n21n12

(n11 + n12)(n21 + n22)

=
n11n22 − n21n12

n1.n2.
Το κοινό ποσοστό εκτιµάται ίσο µε

p =
n.1

n
=

n11 + n21

n11 + n12 + n21 + n22

.
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ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ ΕΛΕΓΧΟΥ AR

H0 : πE = πE έναντι της εναλλακτικής H1 : πE 6= πE ⇔
H0 : AR = 0 έναντι της εναλλακτικής H1 : AR 6= 0

zAR =
pE − pE√

p(1− p)
(

1
nE

+ 1
nE

)

p =
nEpE + nEpE
nE + nE

Απορρίπτουµε την H0 όταν |zAR| < Zα/2.

∆ΙΑΣΤΗΜΑ ΕΜΠΙΣΤΟΣΥΝΗΣ

Από τα παραπάνω επίσης προκύπτει ότι µπορούµε να ϕτιάξουµε 100(1 − α)%

διαστήµατα εµπιστοσύνης για τον αποδιδόµενο κίνδυνο το οποίο ϑα δίνεται από
τον τύπο

ÂR ± z1−α/2

√√√√pE(1− pE)
nE

+
pE(1− pE)

nE
.

Πίνακας 3.4: Συνοπτικός Πίνακας ∆ιαστήµατος εµπιστοσύνης και ελέγχου υπόθεσης Αποδιδό-
µενου κινδύνου.
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Επιπλέον το τυπικό σφάλµα του αποδιδόµενου κινδύνου, εάν η H0 ισχύει, ϑα είναι ίση µε

se(ÂR) =

√
p(1− p)

(
1

n1. +
1

n2.
)

=

√
n.1n.2

n2

(
1

n1. +
1

n2.
)

=

√
n.1n.2

n2

(
n1. + n2.
n1.n2.

)
=

√
n.1 n.2

n n1. n2. .
Συνεπώς η συνάρτηση ελέγχου δίνεται από τον τύπο

Z =
n11

n11+n12
− n21

n21+n22√
n.1 n.2

n n1. n2. =
n11n22−n21n12

n1.n2.√
n.1 n.2

n n1. n2.
=

(n11n22 − n21n12)
√
n√

n.1n.2n1.n2. .

Οι παραπάνω τύποι δε ϑα αλλάξουν αν χρησιµοποιήσουµε αντίστροφα (όπως είναι και ο συνη-
ϑισµένος τρόπος) τα ενδεχόµενα των δύο µεταβλητών δηλαδή έχουµε X = (E, E) και Y = (A, A).
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3.6.1.2 Σχετικός κίνδυνος.

Γενική Προσέγγιση: ΄Οπως είδαµε ο σχετικός κίνδυνος ορίζεται ως ο λόγος των πιθανο-
τήτων εµφάνισης κινδύνου για τις δύο οµάδες διαφορετικής έκθεσης στον κίνδυνο δηλαδή
RR = πE/πE. Σε αυτή την ενότητα ϑα ασχοληθούµε µε την κατανοµή δειγµατοληψίας του
δειγµατικού σχετικού κινδύνου R̂R = pE/pE την οποία µπορούµε να τη χρησιµοποιήσουµε για
την κατασκευή διαστηµάτων εµπιστοσύνης και ελέγχων υποθέσεων. Για να είµαστε πιο ακρι-
ϐείς ϑα ασχοληθούµε µε την κατανοµή δειγµατοληψίας του λογαρίθµου του σχετικού κινδύνου
(γενικά όταν έχουµε λόγους εκτιµητριών ϑα δουλεύουµε µε λογαρίθµους). ΄Ετσι έχουµε

log R̂R = log pE − log pE

γνωρίζοντας ότι

nEpE ∼ Bin(πE, nE)

nEpE ∼ Bin(πE, nE),

όπου Bin(p, n) είναι η διωνυµική κατανοµή µε πιθανότητα επιτυχίας p και αριθµό επαναλή-
ψεων n. Από τα παραπάνω µπορούµε να υπολογίσουµε τη µέση τιµή και τη διακύµανση των
εκτιµητριών pE και pE οι οποίες δίνονται από τις ποσότητες

E(pE) = πE και Var(pE) =
πE(1− πE)

nE

E(pE) = πE και Var(pE) =
πE(1− πE)

nE
.

Για αρκετά µεγάλο δείγµα (πιο συγγεκριµένα για nEpE ≥ 5 και nE(1 − pE) ≥ 5) µπορούµε να
ϑεωρήσουµε ότι η κατανοµή του pE προσεγγίζεται ικανοποιητικά από την κανονική κατανοµή
µε µέσο και διακύµανση που δίνονται από την παραπάνω εξίσωση. Ακριβώς το ίδιο ισχύει και
για την οµάδα µη εκτεθειµένων δηλαδή πρέπει να ισχύει nEpE ≥ 5 και nE(1 − pE) ≥ 5. ΄Ετσι
έχουµε

pE ∼ N

(
πE,

πE(1− πE)
nE

)
και pE ∼ N

(
πE,

πE(1− πE)
nE

)
.

Για να προχωρήσουµε τώρα ϑα χρειαστούµε τη σειρά Taylor η οποία µας λέει ότι κάθε
συνάρτηση h(x) µπορεί να γραφτεί ώς

h(x) =
∞∑

k=0

h(k)(a)
(x − a)k

k!
= h(a) + h ′(a)(x − a) + h ′′(a)

(x − a)2

2
+ h ′′′(a)

(x − a)3

6
+ . . .

όπου h(k)(x) είναι η παράγωγος k τάξης της συνάρτησης h(x). ΄Εστω λοιπόν ότι X είναι τυχαία
µεταβλητή και a = E(X) = µ τότε µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε την παραπάνω έκφραση
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για να υπολογίσουµε ασυµπτωτικά τη µέση τιµή και τη διακύµανση µιας συνάρτησης της X .
Συνεπώς παίρνοντας την προσέγγιση που ϐασίζεται στους τρεις πρώτους όρους έχουµε

E(h(X)) =
∞∑

k=0

h(k)(µ)
E(X − µ)k

k!

≈ h(µ) + h ′(µ)E(X − µ) + h ′′(µ)
E(X − µ)2

2

≈ h(µ) + h ′′(µ)
V (X)

2
. (3.4)

΄Οµοια µπορούµε να υπολογίσουµε τη διακύµανση ϐασιζόµενοι στους δύο πρώτους όρους της
σειράς. ΄Ετσι έχουµε

V (h(X)) = V

( ∞∑

k=0

h(k)(µ)
(X − µ)k

k!

)

≈ V (h(µ) + h ′(µ)(X − µ))

≈ {h ′(µ)}2V (X). (3.5)

Γυρνώντας στην περίπτωση του σχετικού κινδύνου, ϑέτοντας X = pE, h(X) = log(pE),
E(X) = πE και V (X) = πE(1− πE)/nE στον τύπο (3.4) έχουµε

E(log pE) ≈ log πE − 1

π2
E

πE(1− πE)
2nE

= log πE − 1

2nE

(1− πE)
πE

το οποίο για µεγάλο nE γίνεται ίσο µε log πE. Συνεπώς το log pE είναι ασυµπτωτικά αµερόληπτος
εκτιµητής του log πE. ΄Οµοια από τον τύπο (3.5) προκύπτει ότι

V (log pE) ≈ 1

π2
E

πE(1− πE)
nE

=
1

nE

(1− πE)
πE

.

Χρησιµοποιώντας τους δύο πρώτους όρους της σειρά Taylor µπορούµε να γράψουµε

log pE = log πE + (pE − πE)(log πE)
′ + O

όπου

O =
∞∑

k=2

(log πE)
(k) (pE − πE)k

k!
=

∞∑

k=2

(−1)k−1k!π−kE
(pE − πE)k

k!
=

∞∑

k=2

(−1)k−1
(
pE − πE
πE

)k
.

Συνεπώς µπορούµε να γράψουµε
√
n(log pE − log πE) =

√
nE
pE − πE
πE

+
√
nEO

Για n →∞ προκύπτει ότι

√
nE(log pE − log πE) → √

nE
pE − πE
πE

ασυµπτ.∼ N
(
0,

1− πE
πE

)
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και συνεπώς

log pE
ασυµπτ.∼ N

(
log πE,

1

nE

(1− πE)
πE

)
.

Με ακριβώς τα ίδια επιχειρήµατα ϐρίσκουµε και την ασυµπτωτική κατανοµή του log pE η οποία
δίνεται ως

log pE
ασυµπτ.∼ N

(
log πE,

1

nE

(1− πE)
πE

)
.

Από τις παραπάνω εξισώσεις προκύπτει και η κατανοµή δειγµατοληψίας του λογαρίθµου (υ-
ποθέτοντας ανεξαρτησία των δύο οµάδων έκθεσης στον κίνδυνο) η οποία ϑα δίνεται από τον
τύπο

log R̂R = log pe − log pE
ασυµπτ.∼ N

(
logRR,

1

nE

(1− πE)
πE

+
1

nE

(1− πE)
πE

)
.

Στην πράξη εκτιµούµε το τυπικό σφάλµα χρησιµοποιώντας τις δειγµατικές αναλογίες pE και
pE από τον τύπο

V (log R̂R) =
1

nE

(1− pE)
pE

+
1

nE

(1− pE)
pE

=
1

nE

nE − rE
rE

+
1

nE

(nE − rE)
rE

=
1

rE
− 1

nE
+

1

rE
− 1

nE
.

όπου rE και rE είναι ο παρατηρούµενος αριθµός των ασθενών στις οµάδες µε ή χωρίς έκθεση στον
κίνδυνο αντίστοιχα. ΄Ενα 100(1 − α)% διάστηµα εµπιστοσύνης για το λογάριθµο του σχετικού
κινδύνου ϑα δίνεται από τις τιµές log R̂R ± z1−α/2

√
V (log R̂R) δηλαδή

log R̂R ± z1−α/2

√
1

rE
− 1

nE
+

1

rE
− 1

nE

όπου zq είναι το 100q ποσοστηµόριο της τυποποιηµένης κανονικής κατανοµής. Αντίστοιχα για
το σχετικό κίνδυνο το αντίστοιχο διάστηµα εµπιστοσύνης προκύπτει από τις τιµές

e
log R̂R±z1−α/2

√
1
rE
− 1
nE

+ 1
r
E
− 1
n
E

όπου e ≈ 2.71 είναι η ϐάση των ϕυσικού λογαρίθµου. Σύµφωνα µε τον Rosner (1994, σελ. 364)
η παραπάνω προσέγγιση είναι ικανοποιητική µόνο αν nEpE(1− pE) ≥ 5 και nEpE(1− pE) ≥ 5.

Αν ϑέλουµε να ελέγξουµε την υπόθεση της ανεξαρτησίας µεταξύ νόσου και παράγοντα κιν-
δύνου τότε µπορούµε να κάνουµε τον έλεγχο:

H0 : RR = 1 έναντι της εναλλακτικής H1 : RR 6= 1.
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Χρησιµοποιούµε τη συνάρτηση ελέγχου

Z =
log R̂R√

1
rE
− 1

nE
+ 1

rE
− 1

nE

∼ N(0, 1).

Αν |Z | < Z1−α/2 τότε δεν απορρίπτουµε την υπόθεση της ανεξαρτησίας σε επίπεδο σηµαντικότη-
τας 100α% αλλιώς απορρίπτουµε την H0.

Επιπλέον πολλές ϕορές µας ενδιαφέρει και αν ένας παράγοντας είναι επιβαρυντικός ή προ-
στατευτικός. Σε αυτές τις περιπτώσεις χρησιµοποιούµε την ίδια µηδενική υπόθεση αλλά διαφο-
ϱετική εναλλακτική: H1 : RR > 1 (επιβαρυντικός παράγοντας) ή H1 : RR < 1 (προστατευτικός
παράγοντας). Στην ουσία εδώ κάνουµε ελέγχους µίας ουράς (one sided tests) όπου απορρίπτου-
µε την H0 στην περίπτωση όπου Z < Zα όταν ελέγχουµε αν ο παράγοντας είναι προστατευτικός
(H1 : RR < 1) και στην περίπτωση όπου Z > Z1−α όταν ελέγχουµε αν ο παράγοντας είναι
επιβαρυντικός (H1 : RR > 1).

Σχετικός κίνδυνος σε 2 × 2 Πίνακες: Σε 2 × 2 πίνακες το τυπικό σφάλµα του log R̂R είναι
ίσο µε

se(log R̂R) =
1

n11

− 1

n1.
+

1

n21

− 1

n2.
.

3.6.1.3 Λόγος Σχετικών Πιθανοτήτων.

Γενική Προσέγγιση: Ο λόγος σχετικών πιθανοτήτων (ΛΣΠ ή Odds Ratio ή OR) δίνεται από
τον τύπο

OR =
OddsE
OddsE

=
πE/(1− πE)
πE/(1− πE)

=
πE(1− πE)
πE(1− πE)

και εκτιµάται από το
ÔR =

pE/(1− pE)
pE/(1− pE)

=
pE(1− pE)
pE(1− pE)

.

΄Οπως και στις προηγούµενες περιπτώσεις δουλεύουµε µε το λογάριθµο δηλαδή µε

log ÔR = log
pE

1− pE − log
pE

1− pE
.

Με ϐάση την διωνυµική κατανοµή ϐρίσκουµε ότι

E(pE) = πE και V (pE) = πE(1− πE)/nE.

Από τον ασυµπτωτικό τύπο (3.4) έχουµε

E

(
log

pE
1− pE

)
≈ log

πE
1− πE +

(
−π−2

E + (1− πE)−2
) πE(1− πE)

ne

≈ logOddsE +
1

nE

(
OddsE − 1

OddsE

)
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∆ΙΑΣΤΗΜΑ ΕΜΠΙΣΤΟΣΥΝΗΣ RR

΄Ενα 100(1−α)% διάστηµα εµπιστοσύνης για το λογάριθµο του σχετικού κινδύνου
ϑα δίνεται από τις τιµές log R̂R ± z1−α/2

√
V (log R̂R) δηλαδή

log R̂R ± z1−α/2

√
1

rE
− 1

nE
+

1

rE
− 1

nE

όπου zq είναι το 100q ποσοστηµόριο της τυποποιηµένης κανονικής κατανοµής.
Αντίστοιχα για το σχετικό κίνδυνο το αντίστοιχο διάστηµα εµπιστοσύνης προκύπτει
από τις τιµές

e
log R̂R±z1−α/2

√
1
rE
− 1
nE

+ 1
r
E
− 1
n
E

όπου e ≈ 2.71 είναι η ϐάση των ϕυσικού λογαρίθµου.
Η παραπάνω προσέγγιση είναι ικανοποιητική µόνο αν nEpE(1 − pE) ≥ 5 και
nEpE(1− pE) ≥ 5.

ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ ΕΛΕΓΧΟΥ RR

Αν ϑέλουµε να ελέγξουµε την υπόθεση της ανεξαρτησίας µεταξύ νόσου
και παράγοντα κινδύνου τότε µπορούµε να κάνουµε τον έλεγχο:

H0 : logRR = 0 έναντι της εναλλακτικής H1 : logRR 6= 0.

Χρησιµοποιούµε τη συνάρτηση ελέγχου

Z =
log R̂R√

1
rE
− 1

nE
+ 1

rE
− 1

nE

∼ N(0, 1).

Αν |Z | < Z1−α/2 τότε δεν απορρίπτουµε την υπόθεση της ανεξαρτησίας
σε επίπεδο σηµαντικότητας 100α% αλλιώς απορρίπτουµε την H0.

Πίνακας 3.5: Συνοπτικός Πίνακας ∆ιαστήµατος εµπιστοσύνης και ελέγχου υπόθεσης Σχετικού
κινδύνου.
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εφόσον h(x) = log x − log(1 − x), h ′(x) = x−1 + (1 − x)−1 = 1/[x(1 − x)] και h ′′(x) =

−x−2 + (1− x)−2. Επιπλέον για nE µεγάλο έχουµε E
(
log pE

1−pE
)
≈ logOddsE . ΄Οσον αφορά τη

διακύµανση έχουµε

V

(
log

pE
1− pE

)
≈ {h ′(µ)}2 V (pE)

≈
(

1

πE(1− πE)

)2
πE(1− πE)

nE

≈ 1

nE

1

πE(1− πE)

≈
(
nE
rE
nE

nE − rE
nE

)−1

=

(
rE(nE − rE)

nE

)−1

≈
(

nE
rE(nE − rE)

)
=

(
nE − rE + rE
rE(nE − rE)

)

≈ 1

nE
+

1

nE − rE .

Ακολουθώντας την ίδια λογική

E

(
log

pE
1− pE

)
≈ logOddsE για nE µεγάλο,

V

(
log

pE
1− pE

)
=

1

rE
+

1

nE − rE
.

Συνεπώς

E(log ÔR) = log
πE

1− πE − log
πE

1− πE
= logOddsE − logOddsE = logOR

V (log ÔR) =
1

rE
+

1

nE − rE +
1

rE
+

1

nE − rE
.

άρα για (nE, nE) αρκετά µεγάλα έχουµε (χρησιµοποιώντας τα ίδια επιχειρήµατα όπως στο ΡΡ)

log ÔR
ασυµπτ.∼ N

(
logOR,

1

rE
+

1

nE − rE +
1

rE
+

1

nE − rE

)
.

Το παραπάνω αποτέλεσµα µπορεί να προκύψει άµεσα από την κατανοµή δειγµατοληψίας
του σχετικού κίνδυνου αν γράψουµε το ΛΣΠ ως

log ÔR = log
πE
πE
− log

1− πE
1− πE

= log R̂R − log R̂R
′
.

Στην προηγούµενη ενότητα υπολογίσαµε την κατανοµή του log R̂R ενώ η κατανοµή του log R̂R
′
=

log 1−πE
1−πE

προκύπτει µε τον ίδιο τρόπο αφού είναι ο σχετικός κίνδυνος του συµπληρωµατικού
ενδεχοµένου A (ενώ ο RR εξετάζει το A).
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∆ΙΑΣΤΗΜΑ ΕΜΠΙΣΤΟΣΥΝΗΣ OR

΄Ενα 100(1 − α)% διάστηµα εµπιστοσύνης για το λογάριθµο του ΛΣΠ ϑα δίνεται
από τις τιµές log ÔR ± z1−α/2

√
V (log ÔR) δηλαδή

log ÔR ± z1−α/2

√
1

rE
+

1

nE − rE +
1

rE
+

1

nE − rE
όπου zq είναι το 100q ποσοστηµόριο της τυποποιηµένης κανονικής κατανοµής.
Αντίστοιχα για το ΛΣΠ το αντίστοιχο διάστηµα εµπιστοσύνης προκύπτει από τις
τιµές

e
log ÔR±z1−α/2

√
1
rE

+ 1
nE−rE + 1

r
E

+ 1
n
E
−r
E

όπου e ≈ 2.71 είναι η ϐάση των ϕυσικού λογαρίθµου.
Η παραπάνω προσέγγιση είναι ικανοποιητική µόνο αν nEpE(1 − pE) ≥ 5 και
nEpE(1− pE) ≥ 5.

ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ ΕΛΕΓΧΟΥ OR

Αν ϑέλουµε να ελέγξουµε την υπόθεση της ανεξαρτησίας µεταξύ νόσου και παρά-
γοντα κινδύνου τότε µπορούµε να κάνουµε τον έλεγχο:

H0 : logOR = 0 έναντι της εναλλακτικής H1 : logOR 6= 0.

Χρησιµοποιούµε τη συνάρτηση ελέγχου

Z =
log ÔR√

1
rE

+ 1
nE−rE + 1

rE
+ 1

nE−rE
∼ N(0, 1).

Αν |Z | < Z1−α/2 τότε δεν απορρίπτουµε την υπόθεση της ανεξαρτησίας σε επίπεδο
σηµαντικότητας 100α% αλλιώς απορρίπτουµε την H0.

Πίνακας 3.6: Συνοπτικός Πίνακας ∆ιαστήµατος εµπιστοσύνης και ελέγχου υπόθεσης λόγου
σχετικών πιθανοτήτων.
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ΛΣΠ σε 2× 2 Πίνακες: Σε 2× 2 πίνακες ο παραπάνω τύπος απλοποιείται σε

log ÔR
ασυµπτ.∼ N

(
logOR,

1

n11

+
1

n12

+
1

n21

+
1

n22

)
.

Στην περίπτωση που ένα κελί είναι ίσο µε µηδέν τότε ο ΛΣΠ ϑα είναι ίσος µε µηδέν ή ϑα
απειρίζεται. Αντίστοιχα δεν µπορούµε να υπολογίσουµε το τυπικό σφάλµα το οποίο επίσης
απειρίζεται. Στην περίπτωση αυτή έχει επικρατήσει να προσθέτουµε την ποσότητα δ = 0.5 σε
όλα τα κελιά και να ξαναυπολογίζουµε τον εκτιµητή και τη διακύµανση του δηλαδή

ÔRcor =
(n11 + δ)(n22 + δ)

(n21 + δ)(n12 + δ)

Var(log ÔRcor) =
1

n11 + δ
+

1

n12 + δ
+

1

n21 + δ
+

1

n22 + δ
.

΄Οταν όλα τα nij είναι σχετικά µεγάλα τότε ο παραπάνω εκτιµητής διαφέρει ελάχιστα του αρχικού
εκτιµητή.

3.6.1.4 Παράδειγµα 3.2 (συνέχεια)

Από τον πίνακα 3.2 του παραδείγµατος 3.2 µπορούµε να υπολογίσουµε τα ακόλουθα µέτρα
κινδύνου:

α) Αποδιδόµενος κίνδυνος: ÂR = pE − pE = 0.123− 0.070 = 0.053 . Επιθυµούµε να δούµε
αν αυτή η διαφορά ϑνησιµότητας είναι στατιστικά σηµαντική, συνεπώς ϑέλουµε να ελέγξουµε
την υπόθεση

H0 : AR = 0 έναντι της εναλλακτικής H1 : AR 6= 0.

Αν η µηδενική υπόθεση ισχύει έχουµε

V (ÂR|H0) = p(1− p)
(

1

nE
+

1

nE

)

=
34

368

334

368

(
1

154
+

1

214

)

= 0.092× 0.9080.1117 = 0.000936 ⇔
se(ÂR|H0) =

√
0.000936 = 0.0306 .

΄Αρα z = 0.0503/0.0306 = 1.7413 < z0.975 = 1.96 άρα δεν απορρίπτουµε την H0 συνεπώς δεν
υπάρχει στατιστική διαφορά της ϑνησιµότητας ανάλογα αν ο ασθενής συνεχίσει το κάπνισµα
(προσοχή η διαφορά είναι στατιστικά σηµαντική για α = 0.10). Σηµείωση: ισχύει η προϋπόθεση
nEpE(1− pE) = 154× 0.123(1− 0.123) = 16.6 > 5 και nEpE(1− pE) = 214× 0.07(1− 0.07) =

23.96 > 5.
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Για να ϐρούµε το 95% διάστηµα εµπιστοσύνης υπολογίζουµε πρώτα το τυπικό σφάλµα

se(ÂR) =

√√√√pE(1− pE)
nE

+
pE(1− pE)

nE

=

√
0.123(1− 0.123)

154
+

0.07(1− 0.07)

214
=
√

0.000700461 + 0.0003042056 = 0.0317

συνεπώς το 95% ∆Ε δίνεται από τον τύπο 0.053± 1.96× 0.0317 = (−0.009, 0.115) .

ϐ) Σχετικός κίνδυνος:

R̂R =
pE
pE

= 0.123/0.070 = 1.76

log R̂R = log 1.76 = 0.5654

se(log R̂R) =

√
1

19
− 1

154
+

1

15
− 1

214
=
√

0.108132 = 0.3288 .

Το 95% ∆Ε για το λογάριθµο του σχετικού κινδύνου δίνεται από τον τύπο 0.5654±1.96×0.3288 =

(−0.0791, 1.2099) ενώ για το σχετικό κίνδυνο είναι ίσο µε (e−0.0791, e1.2099) = (0.924, 3.353).
Μπορούµε να ελέγξουµε την υπόθεση H0 : RR = 1 έναντι της εναλλακτικής H1 : RR 6= 1 µε
την ελεγχοσυνάρτηση ZRR = 0.5654/0.3288 = 1.72 < z0.975 άρα δεν απορρίπτουµε την H0 για
α= 5% και συνεπώς τα ποσοστά ϑνησιµότητας δεν αλλάζουν για τα άτοµα που συνέχισαν να
καπνίζουν σε σχέση µε τα άτοµα που σταµατήσαν το κάπνισµα.

γ) Λόγος σχετικών πιθανοτήτων:

ÔR =
19× 199

15× 135
= 1.867

log ÔR = log 1.867 = 0.6244

se(log ÔR) =

√
1

19
+

1

135
+

1

15
+

1

199
=
√

0.1317 = 0.363 .

Το 95% ∆Ε για το λογάριθµου του ΛΣΠ δίνεται από τον τύπο 0.6244 ± 1.96 × 0.363 =

(−0.0867, 1.3358) ενώ για το σχετικό κίνδυνο είναι ίσο µε (e−0.0867, e1.3358) = (0.9167, 3.8030).
Μπορούµε να ελέγξουµε την υπόθεση H0 : OR = 1 έναντι της εναλλακτικής H1 : OR 6= 1 µε την
ελεγχοσυνάρτηση ZOR = 0.6244/0.363 = 1.72 < z0.975 άρα δεν απορρίπτουµε την H0 για α= 5%

και συνεπώς η σχετική πιθανότητα ϑανάτου δεν διαφοροποιείται σηµαντικά για τα άτοµα που
συνέχισαν να καπνίζουν σε σχέση µε τα άτοµα που σταµατήσαν το κάπνισµα.
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3.6.2 ΄Ελεγχος Ανεξαρτησίας χ2 του του Pearson.

Η προηγούµενη ενότητα αναφέρεται στον έλεγχο της ισότητας δύο ποσοστών δηλαδή στο έλεγχο
της σχέσης δύο δίτιµων κατηγορικών µεταβλητών. ΄Οταν ϑέλουµε να ελέγξουµε γενικότερα την
ισότητα της πιθανότητας εµφάνισης της νόσου σε πολλές διαφορετικές οµάδες ή γενικότερα
µεταξύ δύο κατηγορικών µεταβλητών µε πολλά επίπεδα τότε χρησιµοποιούµε τον έλεγχο της
ανεξαρτησίας του Pearson.

Ας υποθέσουµε λοιπόν ότι έχουµε X και Y κατηγορικές µεταβλητές µε I και J επίπεδα.
Επιθυµούµε να ελέγξουµε την υπόθεση H0 : «Ανεξαρτησία µεταξύ X και Y » έναντι της εναλλα-
κτικής H1 : «X και Y είναι εξαρτηµένες µεταβλητές». Τότε, όπως είδαµε και στην ενότητα 3.2.1.3
η ανεξαρτησία συνεπάγεται ότι

πij = πi.π.j.
Οι αναµενόµενες τιµές των κελιών i, j κάτω από την υπόθεση της ανεξαρτησίας ϑα είναι ίσες µε

E(Nij|H0) = ϸij = nπi.π.j
οι οποίες ϑα εκτιµηθούν στο δείγµα από τις ποσότητες

eij = n
ni.
n

n.j
n

=
ni.n.j
n

.

Αν υποθέσουµε οτι ο αριθµός των παρατηρήσεων σε κάθε κελί ακολουθεί Poisson κατανοµή
δηλαδή

Nij ∼ Poisson(εij)

τότε
Nij − εij√

εij

ασυµ.∼ N(0, 1).

Συνεπώς (
Nij − εij√

εij

)2 ασυµ.∼ χ2
1

και το άθροισµα τους ακολουθεί τη χ2 κατανοµή µε (I − 1)(J − 1) ϐαθµούς ελευθερίας
I∑

i=1

J∑

j=1

(Nij − εij)2

εij

ασυµ.∼ χ2
(I−1)(J−1).

Πρακτικά στο δείγµα χρησιµοποιούµε τα αντίστοιχα δειγµατικά µέτρα δηλαδή την παρατηρού-
µενη συχνότητα nij και την εκτιµούµενη από το δείγµα αναµενόµενη τιµή eij κάθε κελιού (i, j).
Συνεπώς υπολογίζουµε

χ2
obs =

I∑

i=1

J∑

j=1

(Nij − εij)2

εij
. (3.6)
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Απορρίπτουµε την υπόθεση της ανεξαρτησίας όταν χ2
obs > χ

2
(I−1)(J−1),1−α. Η παραπάνω προσέγ-

γιση είναι ικανοποιητική για eij ≥ 5.
΄Οσον αφορά τους 2 × 2 πίνακες συνάφειας, η συνάρτηση ελέγχου µπορεί να απλοποιηθεί

στην ακόλουθη ποσότητα (ϐλ. Armitage και Berry, 1994, σελ. 135)

χ2
obs =

n(n11n22 − n12n21)
2

n1.n2.n.1n.2

= z2. (3.7)

Ο έλεγχος ανεξαρτησίας του Pearson στους 2 × 2 πίνακες είναι ισοδύναµος µε τον έλεγχο για
τον αποδιδόµενο κίνδυνο που περιγράψαµε στην ενότητα 3.6.1.1.

Στους πίνακες 2 × 2 για λόγους καλύτερης προσέγγισης χρησιµοποιείται το χ2 τεστ µε τη
διόρθωση του Yates το οποίο δίνεται από τον τύπο:

χ2
Yates =

2∑

i=1

2∑

j=1

(|nij − eij| − 1/2)2

eij
∼ χ2

1 . (3.8)

Παράδειγµα 3.2 (συνέχεια ΙΙ): Στο παράδειγµά µας

χ2
obs =

368(19× 199− 15× 135)2

34× 334× 154× 214
= 3.03(= 1.742) < χ2

0.95 = 3.841

άρα δεν απορρίπτουµε την υπόθεση της ανεξαρτησίας.
Εναλλακτικά µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε τον τύπο (3.6) οπότε

e11 = 34× 154/368 = 14.23

e12 = 139.77

e21 = 19.77

e22 = 194.2

χ2
obs =

(19− 14.23)2

14.23
+

(135− 139.77)2

139.77
+

(15− 19.77)2

19.77
+

(199− 194.23)2

194.23
= 3.03 ⇔ p − value = 0.082 .

Τέλος αν χρησιµοποιήσουµε το χ2 µε τη διόρθωση του Yates έχουµε

χ2
Yates =

(|19− 14.23| − 1/2)2

14.23
+

(|135− 139.77| − 1/2)2

139.77
+

(|15− 19.77| − 1/2)2

19.77
+

(|199− 194.23| − 1/2)2

194.23
= 2.43 ⇔ p − value = 0.119 .

Συνεπώς δεν απορρίπτουµε την υπόθεση της ανεξαρτησίας για επίπεδο σηµαντικότητας 5%.

3.6.3 ΄Ελεγχος Μεγίστης Πιθανοφάνειας.

Το 1935 ο Wilks απέδειξε
G2 = −2 log

L0

L1

∼ χ2
d1−d0
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όπου Lk είναι η πιθανοφάνεια και dk είναι ο αριθµός των εκτιµώµενων παραµέτρων κάτω από
από την υπόθεση Hk, για k = 0, 1. ΄Οταν έχουµε I × J πίνακες οι υποθέσεις είναι

H0: «X,Y ανεξάρτητες µεταβλητές» έναντι της H1: «X,Y εξαρτηµένες µεταβλητές».
΄Οταν η H1 ισχύει, πρέπει να εκτιµήσουµε όλες τις από κοινού πιθανότητες πij που είναι d1 =

IJ − 1 (αφαιρούµε µία επειδή ισχύει ότι ∑I
i=1

∑J
j=1 πij = 1 άρα εκτιµούµε µία λιγότερη αφού

την τελευταία την υπολογίζουµε απλά ως συνάρτηση των υπολοίπων). ΄Οταν η H0 ισχύει, πρέπει
να εκτιµήσουµε τις περιθώριες κατανοµές πi. και π.j δηλαδή πρέπει να εκτιµήσουµε d0 =

(I − 1) + (J − 1) = I + J − 2 παραµέτρους. Συνεπώς d1 − d0 = IJ − 1 − I − J + 2 =

IJ − I − J + 1 = I(J − 1)− (J − 1) = (I − 1)(J − 1).
Επιπλέον, υποθέτοντας πολυωνυµική κατανοµή έχουµε

L0 =
I∏

i=1

J∏

j=1

(πi.π.j)Nij ⇔ log L0 =
I∑

i=1

J∑

j=1

Nij log πi. +
I∑

i=1

J∑

j=1

Nij log π.j
L1 =

I∏

i=1

J∏

j=1

πNijij ⇔ log L1 =
I∑

i=1

J∑

j=1

Nij log πij.

άρα

G2 = −2(log L0 − log L1) = −2
I∑

i=1

J∑

j=1

Nij log
πi.π.j
πij

= −2
I∑

i=1

J∑

j=1

Nij log
εij/n

πij
= −2

I∑

i=1

J∑

j=1

Nij log
εij
nπij

⇒

G2
obs = −2

I∑

i=1

J∑

j=1

nij log
eij
nij

.

΄Οπως και στον έλεγχο του Pearson απορρίπτουµε την υπόθεση της ανεξαρτησίας αν G2
obs >

χ2
(I−1)(J−1),1−α. Προϋπόθεση για να ισχύει ασυµπτωτικά ότι G2 ∼ χ2

(I−1)(J−1) είναι n/(IJ) ≥ 5 η
οποία δεν είναι τόσο αυστηρή όσο οι προϋποθέσεις του ελέγχου ανεξαρτησίας του Pearson.

Από τα παραπάνω ϐλέπουµε ότι και το G2 είναι ένα µέτρο απόκλισηςµεταξύ των παρατηρού-
µενων (nij) και των αναµενόµενων (eij) συχνοτήτων. Το αποτέλεσµα είναι ανάλογο αν υποθέσουµε
ότι η κατανοµή δειγµατοληψίας είναι Poisson ή διωνυµική. ΄Οταν η µηδενική υπόθεση της α-
νεξαρτησίας είναι αληθής τότε και η χ2 δοκιµασία του Pearson και ο έλεγχος πιθανοφάνειας ϑα
καταλήγουν στο ίδιο συµπέρασµα.

Παράδειγµα 3.2 (συνέχεια ΙΙΙ): Στο παράδειγµά µας

G2
obs = −2(19 log 14.2319 + 135 log 139.77135 + 15 log 19.7715 + 199 log 194.23199)

= 2.982695 ⇔ p − value = 0.0842 .

Συνεπώς δεν απορρίπτουµε την υπόθεση της ανεξαρτησίας για επίπεδο σηµαντικότητας 5%.
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3.6.4 Ακριβής ΄Ελεγχος Ανεξαρτησίας του Fisher.

Οι παραπάνω έλεγχοι είναι ασυµπτωτικοί που σηµαίνει ότι για να τους εφαρµόσουµε ϑα πρέπει
το δείγµα πρέπει να είναι ικανοποιητικά µεγάλο και ως εκ τουτου πρέπει να ισχύουν κάποιες
προϋποθέσεις. ΄Οταν λέµε ότι ένας έλεγχος είναι ακριβής (exact) εννοούµε ότι δε ϐασίζεται σε
ασυµπτωτικά αποτελέσµατα και συνεπώς δεν προαπαιτεί την ισχύ προϋποθέσεων όσον αφορά
το µέγεθος και τη σύνθεση του δείγµατος. Συνήθως οι ασυµπτωτικοί έλεγχοι χρησιµοποιούνται
συχνότερα διότι ϐασίζονται στην κανονική και στις παράγωγες της κατανοµές (όπως για παρά-
δειγµα τη χ2). Συνεπώς οι κριτικές τιµές και τα p − value και µπορούν να υπολογιστούν πολύ
πιο εύκολα από αυτές τις κατανοµές.

Εδώ ϑα δούµε τον ακριβή έλεγχο του Fisher (Fisher’s exact test) ο οποίος ϐασίζεται στο
αποτέλεσµα ότι αν η υπόθεση της ανεξαρτησίας ισχύει και κρατήσουµε σταθερές τις περι-
ϑώριες συχνότητες τότε το N11 ϑα ακολουθεί υπεργεωµετρική κατανοµή. ΄Ετσι µπορούµε να
υπολογίσουµε όλους τους πιθανούς πίνακες που αντιστοιχούν στις συγκεκριµένες περιθώριες
συχνότητες και τις αντίστοιχες πιθανότητες µε ϐάση την υπεργεωµετρική κατανοµή. Από αυτές
µπορούµε να να υπολογίσουµε το p− value ως άθροισµα των πιθανοτήτων που αντιστοιχούν σε
πίνακες µε χειρότερη ή ίση τιµή ελεγχοσυνάρτησης από αυτή που έχουµε παρατηρήσει.

Παράδειγµα 3.4 ΄Εστω ότι έχουµε παρατηρήσει τον πίνακα

Y Περ.Κατ.

X A A X

E 3 1 4

E 1 3 4

Περ.Κατ. Y 4 4 8

και µας ενδιαφέρει να ελέγξουµε την υπόθεση H0 : OR = 1 έναντι της H1 : OR > 1. Φυσικά

δε µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε τις παραπάνω ασυµπτωτικές διαδικασίες αλλά ϑα πρέπει να

χρησιµοποιήσουµε την ακριβή δοκιµασία του Fisher. Εφόσον οι περιθώριες συχνότητες είναι

σταθερές οι πιθανές τιµές του n11 είναι 0, 1, 2, 3, 4. ΄Αρα πιθανοί πίνακες είναι
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Y Περ.Κατ. Πίνακας Α

X A A X

E 3 1 4 n11 = 3

E 1 3 4

Περ.Κατ. Y 4 4 8 OR = 9

Y Περ.Κατ. Πίνακας Β

X A A X

E 3+1=4 1-1=0 4 n11 = 4

E 1-1=0 3+1=4 4

Περ.Κατ. Y 4 4 8 OR = ∞ ή ORcor = 81

Y Περ.Κατ. Πίνακας Γ

X A A X

E 3-1=2 1+1=2 4 n11 = 2

E 1+1=2 3-1=2 4

Περ.Κατ. Y 4 4 8 OR = 1

Y Περ.Κατ. Πίνακας ∆

X A A X

E 3-2=1 1+2=3 4 n11 = 1

E 1+2=3 3-2=1 4

Περ.Κατ. Y 4 4 8 OR = 1/9 = 0.111

Y Περ.Κατ. Πίνακας Ε

X A A X

E 3-3=0 1+3=4 4 n11 = 0

E 1+3=4 3-3=0 4

Περ.Κατ. Y 4 4 8 OR = 0 ή ORcor = 1/81 = 0.012

Για να υπολογίσουµε το p − value ϑα ϐρούµε τις πιθανότητες των πινάκων µε OR µεγαλύτερο ή

ίσο του 9 που παρατηρήσαµε στο δείγµα. Συνεπώς

p − value = P(A) + P(B) =


 4

3





 4

1





 8

4




+


 4

4





 4

0





 8

4




= P(A) + P(B) =
4× 4

5× 6× 7× 8/(2× 3× 4)
+

1

5× 6× 7× 8/(2× 3× 4)

=
16

5× 2× 7
+

1

5× 2× 7
=

17

70
= 0.24286 .

συνεπώς δεν απορρίπτουµε την H0. Αν κάνουµε τον έλεγχο δύο ουρών τότε

p − value = P(Πίνακες µε OR ≥ 9) + P(Πίνακες µε OR ≤ 1/9)
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= P(A) + P(B) + P(∆) + P(E) = 1− P(Γ) = 1−


 4

2





 4

2





 8

4




= 1− 36

70
= 1− 0.514 = 0.486

∆εν απορρίπτουµε την H0 ούτε στον έλεγχο των δύο ουρών.

Γενικά στους 2× 2 πίνακες η πιθανότητα ενός πίνακα δίνεται και από τον τύπο

P(n11, n12, n21, n22|n.1, n.2, n1., n2.) =
n.1!n.2!n1.!n2.!

n!n11!n12!n21!n22!
,

για λεπτοµέρειες παραπέµπουµε στο ϐιβλίο του Rosner (1994, σελ. 371).
Η διαδικασία του ελέγχου του Fisher µπορεί να περιγραφεί περιληπτικά από τα ακόλουθα

ϐήµατα:

1. Κατασκευάζουµε όλους τους πιθανούς πίνακες που αντιστοιχούν στις περιθώριες συχνό-
τητες που έχουµε παρατηρήσει.

2. Υπολογίζουµε την συνάρτηση ελέγχου για κάθε πίνακα.

3. Υπολογίζουµε την πιθανότητα εµφάνισης για τους πίνακες µε χειρότερη (πιο αποµακρυ-
σµένη) ή ίση τιµή ελεγχοσυνάρτησης από αυτή που παρατηρήσαµε στο δείγµα µας.

4. Υπολογίζουµε το p-value

(α΄) Αν H1 : πE 6= πE ή H1 : OR 6= 1 τότε p-value= 2 min{P(N11 ≤ n11), P(N11 ≥ n11)}.
(ϐ΄) Αν H1 : πE > πE ή H1 : OR > 1 τότε p-value= P(N11 ≤ n11).

(γ΄) Αν H1 : πE < πE ή H1 : OR < 1 τότε p-value= P(N11 ≥ n11).

Οι ακριβείς έλεγχοι ισχύουν πάντα αλλά τους εφαρµόζουµε µόνο αν eij < 5 όποτε δε µπορούµε
να χρησιµοποιήσουµε τους αντίστοιχους ασυµπτωτικούς ελέγχους.

3.6.5 Μόντε Κάρλο ΄Ελεγχοι Ανεξαρτησίας.

Σε αρκετές περιπτώσεις, όταν χρειάζεται να υπολογίσουµε τα ακριβή τεστ, ο αριθµός των πι-
ϑανών πινάκων είναι µεγάλος. Στην περίπτωση αυτή µπορούµε, αντί να υπολογίσουµε όλους
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τους πίνακες, να προσοµοιώσουµε ένα ορισµένο αριθµό από αυτούς (δηλάδη να κατασκευά-
σουµε ένα τυχαίο δείγµα) έτσι ώστε να εκτιµήσουµε το πραγµατικό p − value. Το µέγεθος του
δείγµατος των πινάκων που προσοµοιώνουµε είναι συνήθως µεγάλο (π.χ. 10000 πίνακες) έτσι
ώστε να εκτιµήσουµε µε ακρίβεια το απαιτούµενο p − value. Ως αποτέλεσµα παίρνουµε ένα
διάστηµα εµπιστοσύνης (συνήθως 99%) για το p − value. Για να απορρίψουµε την H0 πρέπει
όλο το διάστηµα εµπιστοσύνης να είναι µικρότερο του α που χρησιµοποιούµε για τον έλεγχο
της µηδενικής υπόθεσης που µας ενδιαφέρει. Αν το α εµπεριέχεται στο ∆Ε του p − value τότε
δεν µπορούµε να αποφασίσουµε για την H0 ενώ η H0 δεν απορρίπτεται αν το α είναι µικρότερο
από όλο το ∆Ε του p − value.

3.7 ∆ιαγνωστικοί έλεγχοι

Ως διαγνωστικούς ελέγχους (diagnostic tests) ή προσυµπτωτικούς ελέγχους (screening tests)
ονοµάζουµε διάφορους Ιατρικούς ελέγχους που γίνονται µε σκοπό τον εντοπισµό και την πρό-
ληψη ασθενειών. Τέτοιοι έλεγχοι είναι οι σειρά των ετήσιων Ιατρικών check up, οι αιµατολογικές
εξετάσεις, το τεστ Παπανικολάου και διάφορες ακτινογραφίες. Σκοπός τους είναι ο εντοπισµός
ασθενειών που δεν µπορούν να ϕανούν µε άλλο τρόπο ή ο εντοπισµός της νόσου σε πρώϊµο
στάδιο (πριν την εµφάνιση συµπτωµάτων) ώστε να αντιµετωπιστεί εγκαίρως και αποτελεσµατικά.
Χαρακτηριστικό των διαγνωστικών ελέγχων είναι ότι αν κάποιος εµφανίσει ϑετικό αποτέλεσµα
τότε είναι πιθανό να έχει την υπό εξέταση νόσο και συνεπώς υποβάλλεται σε επιπλέον (και
πιο µεγάλης ακρίβειας) εξετάσεις ή κατευθείαν σε ϑεραπεία (αν το διαγνωστικό τεστ είναι πολύ
ακριβές).

Στις περιπτώσεις αυτές είναι πολύ σηµαντικό το ϑεώρηµα του Bayes το οποίο δίνεται από
τον τύπο

P(Bk|A) =
P(A|Bk)P(Bk)∑
j P(A|Bj)P(Bj)

µε ∑
j P(Bj) = 1 και Ai ∩ Aj = ® για κάθε i 6= j.

3.7.1 Ευαισθησία και Ειδικότητα.

Σε όλη την παρακάτω ενότητα ϑα συµβολίζουµε µε A και A το ενδεχόµενο παρουσίας ή απουσίας
µιας ασθένειας και µε T+ και T− τη ϑετική ή αρνητική διάγνωση ενός τεστ ως προς την παρουσία
της ίδιας ασθένειας.

Ορισµός 3.1 Η ϑετική προγνωστική τιµή (positive predictive value) ενός διαγνωστικού τεστ

είναι η πιθανότητα κάποιος να είναι ασθενής όταν ο διαγνωστικός έλεγχος έχει ϐρεθεί ϑετικός
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δηλαδή

PV+ = P(A | T+).

Ορισµός 3.2 Η αρνητική προγνωστική τιµή (negative predictive value) ενός διαγνωστικού

τεστ είναι η πιθανότητα κάποιος να µην είναι ασθενής όταν ο διαγνωστικός έλεγχος έχει ϐρεθεί

αρνητικός δηλαδή

PV− = P(A | T−).

Παράδειγµα 3.5 Η πιθανότητα εµφάνισης µίας νόσου είναι ένα άτοµο στα 10000 όταν ένας

έλεγχος ϐρεθεί αρνητικός και ένα άτοµο στα 100 όταν ϐρεθεί ο ίδιος έλεγχος ϑετικός. Τότε η

ϑετική προγνωστική τιµή είναι ίση µε PV+ = 1/100 = 0.01 ενώ αρνητική προγνωστική τιµή είναι

ίση µε PV− = 1− 1/10000 = 0.9999.

Για να έχουµε ένα καλό διαγνωστικό έλεγχο ϑα πρέπει και οι δύο προγνωστικές τιµές να
είναι υψηλές και κοντά στο ένα. Σε πολλές περιπτώσεις µόνο η µια από τις προγνωστικές τιµές
είναι υψηλή (όπως στο παράδειγµα παραπάνω). Σε αυτή την περίπτωση ο διαγνωστικός έλεγχος
χρησιµοποιείται για να αποκλείσει κάποιες περιπτώσεις. ΄Ετσι στο παραπάνω παράδειγµα, αν
κάποιος ϐγει αρνητικός τότε είµαστε σίγουροι ότι δεν έχει τη νόσο (αποκλείσαµε δηλαδή αυτή την
περίπτωση). Αντίθετα αν ϐγει ϑετικός τότε δε σηµαίνει ότι έχει τη νόσο αφού το PV+ είναι πολύ
χαµηλό και ο γιατρός οφείλει να παραπέµψει τον ασθενή για επιπλέον εξετάσεις µε µεγαλύτερη
διαγνωστική ακρίβεια (δηλαδή υψηλότερο PV+).

Πολλές ϕορές, στη ϑέση του διαγνωστικού ελέγχου µπορεί να είναι και ένα απλό σύµπτωµα
µιας ασθένειας.

Ορισµός 3.3 Ευαισθησία (sensitivity) ενός διαγνωστικού τεστ (ή συµπτώµατος) είναι η πιθανό-

τητα το τεστ να είναι ϑετικό (ή να εµφανίζεται το σύµπτωµα) δεδοµένου ότι κάποιος έχει τη νόσο

που εξετάζουµε δηλαδή

sensitivity = α = P(T+ | A).

Ορισµός 3.4 Ειδικότητα (specificity) ενός διαγνωστικού τεστ (ή συµπτώµατος) είναι η πιθανό-

τητα το τεστ να είναι αρνητικό (ή να µην εµφανίζεται το σύµπτωµα) δεδοµένου ότι κάποιος δεν έχει

τη νόσο που εξετάζουµε δηλαδή

specificity = � = P(T− | A).

Ορισµός 3.5 Ψευδώς αρνητική περίπτωση (false negative case) ονοµάζεται ένα άτοµο που έχει

τη νόσο αλλά το διαγνωστικό τεστ είναι αρνητικό.
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Ορισµός 3.6 Ψευδώς ϑετική περίπτωση (false positive case) ονοµάζεται ένα άτοµο που δεν έχει

τη νόσο αλλά το διαγνωστικό τεστ είναι ϑετικό.

Σηµείωση ότι η ευαισθησία και η ειδικότητα είναι αντίστοιχες µε τα σφάλµατα τύπου Ι και
ΙΙ στους στατιστικούς ελέγχους υποθέσεων.

Σε µία µελέτη συνήθως παρατηρούµε την ειδικότητα και την ευαισθησία και όχι τις προγνω-
στικές τιµές που µας ενδιαφέρουν άµεσα. Και αυτές οι δύο τιµές πρέπει να είναι υψηλές και
κοντά στο ένα για να έχουµε ένα καλό διαγνωστικό τεστ.

Συνήθως η ειδικότητα και η ευαισθησία υπολογίζονται από µελέτες µαρτύρων-ασθενών. Σε
αυτές παίρνουµε ένα προκαθορισµένο αριθµό ασθενών και µαρτύρων, τους κάνουµε τον διαγνω-
στικό έλεγχο που επιθυµούµε και εκτιµούµε άµεσα τις παραπάνω ποσότητες από τις πιθανότητες
p1|1 και p2|2. Ας δούµε όµως τι γίνεται µε τις προγνωστικές τιµές που µας ενδιαφέρουν άµεσα:

PV+ = P(A | T+) =
P(A)P(T+|A)

P(A)P(T+|A) + P(A)P(T+|A)

=
P(A) sensitivity

P(A) sensitivity + {1− P(A)}{1− P(T−|A)}
=

ΠA sensitivity

ΠA sensitivity + (1− ΠA)(1− specificity) . (3.9)

όπου ΠA = P(A) δηλαδή ο επιπολασµός της νόσου. Με παρόµοιο τρόπο ϐρίσκουµε ότι

PV− =
(1− ΠA) specificity

(1− ΠA) specificity + ΠA(1− sensitivity) . (3.10)

Συνεπώς µπορούµε να υπολογίσουµε τις προγνωστικές τιµές και σε µελέτεςµαρτύρων-ασθενών
όπου είναι εύκολη η εκτίµηση της ευαισθησίας και της ειδικότητας αλλά ϑα πρέπει να γνωρί-
Ϲουµε τον επιπολασµό της νόσου που εξετάζουµε.

Παράδειγµα 3.6 ΄Εστω µια µελέτη όπου λάβαµε 100 υπερτασικούς και 100 άτοµα µε κανονική

πίεση. Από τους υπερτασικούς οι 84 είχαν ένα διαγνωστικό τεστ ϑετικό ενώ από τους συµµετέχοντες

µε κανονική πίεση ϐρέθηκαν 23 άτοµα µε τεστ ϑετικό. Η αναλογία υπερτασικών στο σύνολο του

πληθυσµού είναι 1:4.

Από τα παραπάνω έχουµε

ΠA = 0.2

sensitivity = P(T+|A) = 84/100 = 0.84

specificity = P(T−|A) = 1− P(T+|A) = 1− 23/100 = 0.77 .



Κεφάλαιο 3: ∆είκτες Νοσηρότητας, Μέτρα Κινδύνου και ∆ιαγνωστικού Ελέγχου 67

Από τα παραπάνω και µε τη χρήση των τύπων (3.9) και (3.10) προκύπτει ότι

PV+ =
0.2× 0.84

0.2× 0.84 + 0.8× 0.23
= 0.48,

PV− =
0.8× 0.77

0.8× 0.77 + 0.2× 0.16
= 0.95 .

Συνεπώς το τεστ έχει µόνο αρνητική προγνωστική τιµή υψηλή και µπορεί να χρησιµοποιηθεί κυρίως

για τον αποκλεισµό της συγκεκριµένης νόσου.

3.7.2 Ευαισθησία και ειδικότητα σε 2× 2 πίνακες

΄Εστω ότι τα δεδοµένα µιας διαγνωστικής µελέτης πινακοποιούνται µε την ακόλουθη µορφή

∆ιαγνωστικό Νόσος Περ.Κατ.
Τέστ A A X
T+ n11 n12 n1.
T− n21 n22 n2.

Περ.Κατ. Y n.1 n.2 n

α) Μελέτες Κοορτής: Σε µελέτες κοορτής, οι προγνωστικές τιµές µπορούν να υπολογιστούν
κατευθείαν. Συνεπώς έχουµε

P̂V
+

= P̂(A|T+) = n11/n1. = n11/(n11 + n12)

P̂V
−

= P̂(A|T−) = n22/n2. = n22/(n21 + n22)

Π̂A = P̂(A) = n.1/n = (n11 + n21)/n .

Αν η κοορτή είναι ένα αντιπροσωπευτικό δείγµα του πληθυσµού που εξετάζουµε τότεµπο-
ϱούµε να υπολογίσουµε και την ειδικότητα και την ευαισθησία :

Ŝensitivity = P̂(T+|A) = n11/n.1 = n11/(n11 + n21)

Ŝpecificity = P̂(T−|A) = n22/n.2 = n22/(n12 + n22) .

ϐ) Μελέτες Μαρτύρων-Ασθενών: Στις µελέτες µαρτύρων-ασθενών υπολογίζουµε µε τον ίδιο
τρόπο όπως παραπάνω την ευαισθησία και την ειδικότητα. Επιπλέον πρέπει να γνωρίζουµε τον
επιπολασµό από προηγούµενες µελέτες και µετά να χρησιµοποιήσουµε τους τύπους (3.9) και
(3.10) για εκτιµήσουµε τις προγνωστικές τιµές. ΄Ετσι ϑα έχουµε:

P̂V
+

=
Π̂A n11/(n11 + n21)

Π̂A n11/(n11 + n21) + (1− Π̂A)n12/(n12 + n22)

P̂V
−

=
(1− Π̂A) n22/(n12 + n22)

(1− Π̂A) n22/(n12 + n22) + Π̂An21/(n11 + n21)
.
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3.7.3 Καµπύλες ROC

Η παραπάνω διαδικασία περιγράφει τη διάγνωση µίας νόσου µε τη χρήσηενός διαγνωστικού
ελέγχου του οποίου το αποτέλεσµα είναι δίτιµο (ϑετικό ή αρνητικό τεστ). Συνήθως όµως οι
µετρήσεις των διαγνωστικών ελέγχων γίνονται µε ποσοτικές - συνεχείς µεταβλητές. Σε αυτή την
περίπτωση µας ενδιαφέρει το σηµείο διαχωρισµού (cut-off point) πέρα από το οποίο ϑεωρούµε
ότι το τεστ είναι ϑετικό (δηλαδή το σηµείο πέρα από το οποίο υπάρχει αυξηµένη πιθανότητα
εµφάνισης της νόσου). ∆ηλαδή, αν συµβολίσουµε µε T την µέτρηση του διαγνωστικού τεστ,
ψάχνουµε για µια τιµή t για την οποία για T ≤ t ϑα ϑεωρούµε ότι η νόσος δεν είναι παρούσα
(αρνητικό τεστ) ενώ για T > t ϑα ϑεωρούµε ότι η νόσος είναι παρούσα (τεστ ϑετικό).

Στη επιλογή του σηµείου διαχωρισµού µας ϐοηθάνε οι καµπύλες ROC(Receiver Operating
Characteristic curves) οι οποίες απεικονίζουν µε µια καµπύλη τους συνδυασµούς της αναλο-
γίας των ψευδών ϑετικών περιπτώσεων (1− specificity) και της ευαισθησίας (στους άξονες X και
Y αντίστοιχα) για όλες τις τιµές που παρατηρούµε στο δείγµα. Τιµές κατάλληλες ως σηµεία
διαχωρισµού είναι τα σηµεία της καµπύλης που ϐρίσκονται κοντά στην άνω αριστερή γωνία του
διαγράµµατος (και έχουν χαµηλό αριθµό ψευδών ϑετικών περιπτώσεων και υψηλή ευαισθησία).

Συνεπώς οι καµπύλες ROC είναι η διαγραµµατική απεικόνιση των χαρακτηριστικών ενός
ποσοτικού διαγνωστικού τεστ και µας ϐοηθάνε να εξετάσουµε την απόδοση του τεστ για διαφο-
ϱετικά σηµεία προγνωστικού ελέγχου.

Σηµαντική ποσότητα στις καµπύλες ROC είναι η τιµή AUC(area under curve) η οποία µας
δίνει την περιοχή κάτω από την καµπύλη δηλαδή το εµβαδόν που περικλείεται µεταξύ της
καµπύλης ROC και του άξονα των X . Η AUC µετράει την πιθανότητα η τιµή του τεστ ενός
ασθενή (TA) να είναι µεγαλύτερη από την τιµή του τεστ ενός ατόµου χωρίς την υπό εξέταση νόσο
(TA) δηλαδή

AUC = P(TA > TA)

και εκτιµάται από

w =
1

nAnA

nA∑

i=1

nA∑

j=1

S(TAi , T
A
j )

όπου nA και nA ο αριθµός των ατόµων µε ή χωρίς τη νόσο αντίστοιχα, TAi είναι η τιµή του
διαγνωστικού τεστ για το i άτοµο της οµάδας των ασθενών, TAj είναι η τιµή του διαγνωστικού
τεστ για το j άτοµο της οµάδας των µη ασθενών και S(TAi , T

A
j ) παίρνει την τιµή ένα (1) αν TAi > TAj ,

την τιµή 1/2 αν TAi = TAj και την τιµή µηδέν (0) αν TAi < TAj .
΄Οταν ο διαγνωστικός έλεγχος συνδέεται αρνητικά µε τη νόσο (δηλαδή µικρές τιµές του

τεστ υποδεικνύουν µεγάλη πιθανότητα εµφάνισης της νόσου) τότε υπολογίσουµε την ποσότητα
w′ = 1 − w ή απλά µετασχηµατίζουµε το τεστ έτσι ώστε να συνδέεται ϑετικά µε τη νόσο (για
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παράδειγµα πολλαπλασιάζουµε µε το µείον ένα).
Εδώ ενδιαφέρον έχει ο έλεγχος της υπόθεσης H0 : AUC = 0.5 έναντι της εναλλακτικής

H1 : AUC > 0.5. Η τιµή AUC = 0.5 αντιστοιχεί σε ένα τεστ που µαντεύει τυχαία (όπως αν
χρησιµοποιούσαµε ένα νόµισµα για να µαντέψουµε ποιος έχει τη νόσο) και ουσιαστικά δεν έχει
καµία προγνωστική ικανότητα.

Για παραδείγµατα ϐλέπε αντίστοιχες διαφάνειες (αρχείο «05_ROC EXAMPLE 1.pdf» στο
δικτυακό τόπο eclass του µαθήµατος).

Παράδειγµα 3.7 Παράδειγµα WAIS

Παράδειγµα 3.8 Παράδειγµα hivassay

3.7.4 Υπολογισµός Επιπολασµού από ∆ιαγνωστικές Μελέτες.

Οι διαγνωστικές µελέτες µπορούν να χρησιµοποιηθούν και για τον υπολογισµό του επιπολα-
σµού. ΄Ετσι έχουµε

P(T+) = P(T+, A) + P(T+, A)

= P(T+|A)P(A) + P(T+|A)P(A)

= ΠA sensitivity + (1− ΠA)(1− specificity) ⇔
ΠA =

P(T+)− (1− specificity)
sensitivity + specificity− 1

.

Προσοχή, όταν ο επιπολασµός είναι πολύ µικρός (δηλαδή έχουµε σπάνια ασθένεια) ο εκτιµητής
αυτός δεν είναι αξιόπιστος και µπορεί να δώσει αρνητική τιµή.

Παράδειγµα 3.9 ΄Εστω ότι έχουµε τα ακόλουθα δεδοµένα από µια διαγνωστική µελέτη µαρτύρων-

ασθενών

∆ιαγνωστικό Νόσος Περ.Κατ.

Τέστ A A X

T+ 90 180 270

T− 10 720 730

Περ.Κατ. Y 100 900 1000

Από τον παραπάνω πίνακα έχουµε

Ŝensitivity = 90/100 = 0.9

Ŝpecificity = 720/900 = 0.8

P̂(T+) = 270/1000 = 0.27

Π̂A =
0.27− (1− 0.8)

0.9 + 0.8− 1
= 0.07/0.7 = 0.1 .
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Συνεπώς 10% του συνολικού πληθυσµού έχει τη νόσο που εξετάζει η παραπάνω µελέτη.



Κεφάλαιο 4

Κλινικές ∆οκιµές (Clinical Trials)

4.1 Εισαγωγή και Γενικές ΄Εννοιες

Τι είναι οι Κλινικές ∆οκιµές

΄Ενας πρώτος ορισµός αναφέρει ότι, κλινικές δοκιµές(clinical trials) είναι πειραµατικές –
παρεµβατικές µελέτες που συγκρίνουν την αποτελεσµατικότητα διαφορετικών ϑεραπευτικών
µέτρων σε ασθενείς (ϐλ. Armitage & Berry, 1994, σελ. 189).

΄Ενας δεύτερος ορισµός αναφέρει ότι, οι κλινικές δοκιµές είναι συγκριτικές µελέτες στις
οποίες οι επιστήµονες παρεµβαίνουν στη ϕυσική πορεία της νόσου δίνοντας ϕάρµακα ή ϑερα-
πευτικές αγωγές σε τουλάχιστον µία από τις οµάδες µελέτης και µετά εξετάζουν την επίδραση
των αγωγών στη νόσο (ϐλ. Perreira-Maxwell, 1998, AZ of Medical Statistics, σελ. 11).

Επιπλέον οι κλινικές δοκιµές µπορούν να οριστούν ως πολύ προσεκτικά σχεδιασµένεςπροοπτικές
µελέτες παρέµβασης, που στόχο έχουν τον έλεγχο της αποτελεσµατικότητας ϕαρµάκων (drugs)
ή ϑεραπευτικών αγωγών (treatments).

Ποια είναι τα ϐασικά στοιχεία µιας Κλινικής ∆οκιµής

Πρώτο ϐασικό στοιχείο σε µια κλινική δοκιµή είναι η Θεραπευτική Αγωγή (treatment) ή
αλλιώς η Τεχνική Παρέµβασης (intervention technique). Η ϑεραπευτική αγωγή είναι ο
τρόπος παρέµβασης στον ασθενή, µε σκοπό τη ϐελτίωση της κατάστασης του. Σε κάθε κλινική
δοκιµή υπάρχει τουλάχιστον µια ϑεραπευτική αγωγή.

∆εύτερο ϐασικό στοιχείο είναι η Οµάδα Ελέγχου ή Ψευδοφαρµάκουή Αδρανούς Θερα-

πείας (control/placebo groups). Ως ψευδοφάρµακο ή αδρανής ϑεραπεία (placebo), ορίζεται
η αγωγή κατά την οποία δε γίνεται ουσιαστική ϑεραπεία. Μια τέτοια οµάδα αναφοράς, δεν

71
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λαµβάνει ουσιαστικά καµία ϑεραπεία, όµως στην πράξη παίρνει ένα εικονικό ϕάρµακο, για
ψυχολογικούς κυρίως λόγους. Το εικονικό ψεύτικο ή αδρανές αυτό ϕάρµακο /χάπι ονοµά-
Ϲεται ψευδοφάρµακο. Το εικονικό αυτό ψευδοφάρµακο δίνεται στον ασθενή, έτσι ώστε αυτός
να νοµίζει ότι παίρνει παρόµοια ϑεραπεία µε τις υπόλοιπες οµάδες µε σκοπό να αποφεύγονται
ψυχολογικές επιδράσεις. Εδώ ϑα πρέπει να προσθέσουµε ότι ενώ ως οµάδα ελέγχου ή αδρα-
νούς ϑεραπείας, ονοµάζεται η οµάδα ασθενών που δε λαµβάνει ϑεραπεία, συνήθως επειδή είναι
αντιδεοντολογικό να µη δίνεται καθόλου ϑεραπεία, ως οµάδα ελέγχου ή οµάδα αναφοράς

(reference treatment group), ονοµάζεται η οµάδα που παίρνει τη συνηθισµένη ϑεραπεία που
επικρατεί στην ιατρική ϐιβλιογραφία.

΄Ενα τρίτο ϐασικό στοιχείο των κλινικών δοκιµών είναι ο όρος της Μονής ή ∆ιπλής Τύφλω-

σης/άγνοιας (Single or double blind). Μονή Τύφλωση/άγνοια ονοµάζεται η κατάσταση
κατά την οποία, για ψυχολογικούς λόγους και αποφυγή µεροληψιών συνήθως οι ασθενείς δε
γνωρίζουν την αγωγή που λαµβάνουν (single blinded). Επιπλέον ∆ιπλή Τύφλωση/άγνοια εί-
ναι η περίπτωση που και οι Γιατροί ή οι νοσοκόµοι που καταγράφουν τα δεδοµένα δεν γνωρίζουν
την αγωγή που λαµβάνει ο κάθε ασθενής (double blinded).

΄Ενα σηµαντικό σηµείο των κλινικών δοκιµών στο οποίο πρέπει να σταθούµε είναιτο γεγο-
νός ότι µια σωστά σχεδιασµένη και εκτελεσµένη κλινική δοκιµή είναι ένα ισχυρό πειραµατικό
εργαλείο/τεχνική για τη µελέτη και εκτίµηση της αποτελεσµατικότητας µιας αγωγής.

Τελευταίο ϐασικό στοιχείο των κλινικών δοκιµών είναι η Τυχαιοποίηση(Randomization/

Random allocation). Τυχαιοποίηση ονοµάζεται η τυχαία κατανοµή αγωγών στα άτοµα που
συµµετέχουν σε µια κλινική δοκιµή. Επιπλέον έχουµε και την Τυχαιοποιηµένη Ελεγχόµενη
∆οκιµή (Randomized Controlled Trial), που συνήθως χρησιµοποιείται σε δοκιµές ϕάσης III ή
σε κλινικές δοκιµές ϕάσεων I – IV.

4.2 Σύντοµη Ιστορική Αναδροµή.

Η ιστορία των κλινικών δοκιµών αρχίζει απο τον 18ο αιώνα όπου σε µια µελέτητου Lind για τους
λόγους που προκαλείται το σκορβούτο σε ναύτες, ο Lind εξέτασε 6 ϑεραπείες σε 12 ναύτες του
πλοίου ‘‘Salisbury’’. ∆ύο απο τους 12 ασθενείς που έφαγαν πορτοκάλια και λεµόνια συνήλθαν
σε 6 ηµέρες. Στη συνέχεια το 1926 ο Fisher εισάγει την έννοια της τυχαιοποίησης, ενώ ο
Amberson το 1931 (1931, Am. Rev. Tumberc.), διεξάγει την πρώτη τυχαιοποιηµένη µελέτη,
σύµφωνα µε την οποία 24 ασθενείς χωρίστηκαν σε δύο οµάδες µε τη χρήση ενός νοµίσµατος,
ενώ εµφανίζεται και για πρώτη ϕορά από τον ίδιο η έννοια της τύφλωσης/άγνοιας ϑεραπείας,
όπου ως ψευδοφάρµακο χρησιµοποιήθηκε νερό σε σύριγγα. Το 1938 εισάγεται ο όρος placebo
(Dielh et al. 1938 JAMA), ενώ το 1948, γίνεται για πρώτη ϕορά αναφορά στην χρήση τυχαίων
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αριθµών.

4.3 Φάσεις Κλινικών ∆οκιµων

4.3.1 Μελέτες Φάσης I

Στην ϕάση Ι µελέτης και ανάπτυξης µίας ϑεραπείας ή ϕαρµάκου µας ενδιαφέρεινα δούµε
πόσο µπορεί να ανεχτεί ο ανθρώπινος οργανισµός το ϕάρµακο ή την αγωγή. Οι µελέτες αυτές
γίνονται σε µικρό αριθµό ανθρώπων εφόσον έχουν προηγηθεί εργαστηριακές δοκιµές σε Ϲώα. Οι
ασθενείς που συµµετέχουν στις µελέτες αυτής της ϕάσης έχουν συνήθως δοκιµάσει ανεπιτυχώς
όλες τις υπόλοιπες ϑεραπείες (και συνεπώς είναι εθελοντές). Σκοπός της πρώτης ϕάσης είναι
να εκτιµήσουµε το µέγιστο ύψος της δόσης του ϕαρµάκου που µπορεί να γίνει αποδεκτό από
τον οργανισµό χωρίς σηµαντικές παρενέργειες οι οποίες συνήθως µετριούνται από το ϐαθµό
τοξικότητας (toxicity level). Αυτό το όριο ονοµάζεται µέγιστα αποδεκτή δόση - ΜΑ∆ (maximum
tolarated dose - MTD) και για τον καθορισµό της, προκλινικές µελέτες σε µεγάλα Ϲώα ϐοηθούν
(λίγο) στον καθορισµό της ΜΑ∆.

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ (από µελέτες καρκίνου):

1. ΄Ενας µικρός αριθµός ασθενών (συνήθως 3) εισάγεται ακολουθιακά στη µελέτη και τους
δίνεται µια µικρή δόση ϕαρµάκου .

2. Αν σε κανένα ασθενή δεν παρατηρηθεί υψηλός ϐαθµός τοξικότητας τότε αυξάνουµε τη
δόση.

3. Αν έχουµε ένα ασθενή να ξεπερνά το όριο τοξικότητας τότε εισάγουµε άλλους 3 στη µελέτη
στην ίδια δόση.

4. Αν κανένας από τους νέους ασθενείς δεν ξεπεράσει το όριο τοξικότητας τότε περνάµε στο
επόµενο επίπεδο της δόσης.

5. Αν παρατηρήσουµε τουλάχιστον 2 ασθενείς που ξεπερνούν το όριο τοξικότητας τότε στα-
µατάµε τη µελέτη και ϑέτουµε ΜΑ∆ το αµέσως προηγούµενο επίπεδο δόσης.

• Ως ΜΑ∆ ορίζεται η ποσότητα ϕαρµάκου στο οποίο το 1/3 των ασθενών ξεπερνά το όριο
τοξικότητας

Το παραπάνω παράδειγµα είναι ενδεικτικό και ϕυσικά υπάρχουν παραλλαγές των παραπάνω
µελετών .
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Κριτήρια Επιλογής Ασθενών

Τα κριτήρια επιλογής των ασθενών σε µελέτες Φάσης Ι είναι τα ακόλουθα:

1. Να έχουν δοκιµάσει ανεπιτυχώς όλες τις γνωστές ϑεραπείες.

2. Να έχουν την κατάλληλη ηλικία σύµφωνα µε προκαθορισµένα ιατρικά πρότυπα.

3. Αποκλείονται έγκυες γυναίκες.

4. Ο αναµενόµενος χρόνος Ϲωής να είναι µεγαλύτερος απο 12 εβδοµάδες έτσι ώστε να προ-
λάβει να έχει επίδραση το ϕάρµακο.

5. Να υπάρχει κανονική λειτουργία οργάνων.

6. Να µην λαµβάνουν άλλη παράλληλη ϑεραπεία ή λήψη ϕαρµάκων.

7. Να υπάρχει έγγραφη συγκατάθεση του αρρώστου.

Στο σηµείο αυτό πρέπει να αναφέρουµε ότι πρίν ξεκινήσουν οι µελέτες Φάσης Ι,ο ασθενής
πληροφορείται ότι σπάνια παρατηρείται ϐελτίωση της ιατρικής κατάστασης σε τέτοιες µελέτες.
Για το λόγο αυτό ο ασθενής έχει το δικαίωµα να αποσυρθεί απο την µελέτη όποια στιγµή
επιθυµεί.

Ακόµη ϑα πρέπει να διευκρινίσουµε και κάποιους άλλους όρους που ϑα µας είναι χρήσιµοι
στη συνέχεια.

• Ως «Αρχική ∆όση» συνήθως καθορίζεται η δόση ενός σκευάσµατος, πουείναι συνήθως ίση
µε το 1/3 της ελάχιστης τοξικής δόσης (toxic low dose, TLD) έτσι όπως καθορίζεται σε
προκλινικές µελέτες σε µεγάλα Ϲώα.

• Η Τ∆Λ είναι η µικρότερη δόση που προκαλεί αιµατολογική, χηµική ή µορφολογικήαλλαγή
στον οργανισµό ενός Ϲώου ενώ ϑα πρέπει να αναφέρουµε ότι διπλασιασµός της δόσης
αυτής δεν προκαλεί ϑάνατο, ενώ το πρόγραµµα χορήγησης γίνεται καθηµερινά για 3-4
εβδοµάδες.

• Ακόµη το συνηθισµένο σχήµα αύξησης δόσης για 2-12 δόσεις είναι το ακόλουθο:δ→ 2δ
→ 3.3δ → 5δ→ 7δ→ 9δ→ 12δ→ 16δ

• Ως προτεινόµενη δόση για ϑεραπευτική αγωγή καθορίζεται η δόση που προκαλεί
µέτρια τοξικότητα που µπορεί να εξαλειφθεί.

• Ως ελάχιστη τοξική δόση ορίζεται η δόση στην οποία ένας ή παραπάνω από τους 3
ασθενείς δείχνουν συνεπή και εύκολα αφαιρούµενη τοξικότητα.
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4.3.2 Μελέτες Φάσης II

Αφού καθορίσαµε τη ΜΑ∆, επόµενος στόχος είναι ο καθορισµός της ϐιολογικής επίδρασης της
αγωγής και τον προσδιορισµό εµφάνισης παρενεργειών. Οι µελέτες Φάσης ΙΙ, είναι µελέτες
ασφάλειας και αποτελεσµατικότητας των ϕαρµάκων/θεραπειών. Βασίζονται πολύ στη µελέτη
ϕάσης Ι και εξετάζουν την αποτελεσµατικότητα του ϕαρµάκου στο επίπεδο της ΜΑ∆ της ϕάσης
Ι. ΄Ετσι, αν η ΜΑ∆ είναι χαµηλή τότε η επίδραση του ϕαρµάκου είναι χαµηλή ή αργή, ενώ
αν η ΜΑ∆ είναι υψηλή, τότε παρουσιάζονται πολλές παρενέργειες. Για το λόγο αυτό ο σωστός
καθορισµός της ΜΑ∆ στη µελέτη ϕάσης Ι, είναι πολύ σηµαντικός για την συνέχεια των δοκιµών.

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ: Μελέτες 2 σταδίων (2-stage trials).
Στο 2ο στάδιο του πειράµατος προσπαθούµε να εντοπίσουµε µελέτες χωρίς ή µε χαµηλή

επίδραση ϑεραπείας, έτσι λέµε ότι αν θ ≥ 20% τότε προχωράµε, αλλιώς αν θ < 20% τότε
σταµατάµε τη µελέτη. Συνήθως στις µελέτες Φάσης ΙΙ, στο πρώτο στάδιο έχουµε συνήθως 14
ασθενείς. Στο 2ο στάδιο, έχουµε 10-20 ασθενείς επιπλέον των ασθενών του 1ου σταδίου και
στο 2ο στάδιο πλέον ελέγχουµε αν το ϕάρµακο έχει αρκετά µεγάλη επίδραση. ΄Ετσι ώστε να
αντικαταστήσει ένα προυπάρχον σκεύασµα.

Πιθανά µέτρα δράσης των ϕαρµάκων

Στις διάφορες ϕάσεις των κλινικών δοκιµών υπάρχουν κάποια µέτρα σύµφωνα µε τα οποί-
α ελέγχουµε την δράση των ϕαρµάκων. ΄Ενα πρώτο µέτρο είναι η αποτελεσµατικότητα που
µας δείχνει το επί τις % ποσοστό ϑετικής απόκρισης στο ϕάρµακο. ΄Ενα άλλο µέτρο είναι οι
παρενέργειες που όπως είδαµε παραπάνω εξαρτώνται απο τον ϐαθµό τοξικότητας. Αν τα απο-
τελέσµατα είναι ϑετικά τότε προχωρούµε στις µελέτες ϕάσης ΙΙΙ, όπου ελέγχουµε ακόµα πιο
αναλυτικά την αποτελεσµατικότητα του ϕαρµάκου. Βέβαια ϑα πρέπει να αναφέρουµε ότι µια
ψευδώς αρνητική µελέτη ϕάσης ΙΙ µπορεί να είναι καταστρεπτική καθώς αποτρέπει τη χρήση
ενός αποτελεσµατικού ϕαρµάκου.

΄Ενα ακόµη µέτρο είναι ο στατιστικός έλεγχος στο δεύτερο στάδιο της υπόθεσης :

H0 : ϑ > θ0 (µη αποτελεσµατικό ϕάρµακο)

έναντι της εναλλακτικής

H1 : θ ≤ θ0 (αποτελεσµατικό ϕάρµακο).

Φυσικά µας ενδιαφέρει να απορρίψουµε την H0, δηλαδή την αναποτελεσµατικότητα του
ϕαρµάκου. Στο έλεγχο αυτό, πολύ σηµαντικό ϱόλο παίζει το µέγεθος του δείγµατος, µιας
και µεγάλο δείγµα κοστίζει, ενώ µικρό δείγµα έχει πολύ µικρή ισχύ. Λύση στο πρόβληµα
αυτό δίνουν οι µελέτες πολλών σταδίων (ακολουθιακή έγκριση της αποτελεσµατικότητας ενός
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ϕαρµάκου και σταδιακή εισαγωγή ασθενών), όπου αυξάνουν την ισχύ του ελέγχου στατιστικής
σηµαντικότητας ενώ το κόστος παραµένει σε λογικά όρια (µειώνει το κόστος στην περίπτωση µη
αποτελεσµατικών ϕαρµάκων).

4.3.3 Μελέτες Φάσης ΙΙΙ.

Στην ουσία εδώ ελέγχεται πραγµατικά η αποτελεσµατικότητα του ϕαρµάκου/θεραπείας. Απο-
τελεί επέκταση και συνέχεια της ϕάσης ΙΙ. Συνήθως οι Βιοστατιστικοί διαχείριζονται δεδοµένα
ϕάσης ΙΙΙ. ΄Οταν λέµε απλά κλινική δοκιµή αναφερόµαστε στις µελέτες ϕάσης ΙΙΙ.

4.3.4 Μελέτες Φάσης IV.

΄Οταν το ϕάρµακο ϐρεθεί αποτελεσµατικό µε ϐάση τη µελέτη ϕάσης ΙΙΙ τότε τα αποτελέσµατα
ελέγχονται από ένα κρατικό οργανισµό και παρέχεται η άδεια κυκλοφορίας του ϕαρµάκου.
Οι µελέτες ϕάσης IV αφορούν την παρακολούθηση (screening) του ϕαρµάκου µετά την κυ-
κλοφορία. Εδώ σκοπός είναι ο εντοπισµός παρενεργειών ή προβληµάτων που δεν µπορούσαν
να εντοπιστούν στη µελέτη ϕάσης ΙΙΙ, για παράδειγµα τι γίνεται µετά από χρόνια χρήση του
ϕαρµάκου. Επίσης εδώ περιλαµβάνονται και µελέτες έρευνας αγοράς.

4.4 Τύποι Κλινικών ∆οκιµών

Τρεις είναι οι ϐασικότεροι τύποι κλινικών δοκιµών. Ο πρώτος τύπος είναι η κλινική ή ϑερα-

πευτική δοκιµή στην οποία συµµετέχουν ασθενείς και οι αγωγές είναι ϑεραπευτικές. Στόχος
αυτού του τύπου δοκιµών είναι η ϑεραπεία της νόσου, ενώ το µέγεθος δείγµατος είναι 20 ως
100 άτοµα.

Ο δεύτερος τύπος είναι οι κύριες µελέτες πρόληψης (primary prevention studies)στις
οποίες συµµετέχουν υγιείς, οι αγωγές περιλαµβάνουν µέτρα πρόληψης – προφύλαξης και στόχος
είναι η αποφυγή εµφάνισης της νόσου σε υγιείς.

Ο τρίτος τύπος κλινικών δοκιµών είναι οι δευτερεύουσες µελέτες πρόληψης (secondary

prevention studies). Στις δευτερεύουσες µελέτες πρόληψης συµµετέχουν ασθενείς (συνήθως
µε ένα επεισόδιο της νόσου), οι αγωγές περιλαµβάνουν µέτρα πρόληψης – προφύλαξης και
στόχος είναι η αποφυγή εµφάνισης 2ου επεισοδίου της νόσου ή χειροτέρευση της κατάστασης.
΄Ενα χαρακτηριστικό παράδειγµα αυτού του τύπου κλινικών δοκιµών είναι η χηµειοθεραπεία
σε καρκινοπαθείς.

Εδώ ϑα πρέπει να αναφέρουµε ότι στις Μελέτες Πρόληψης, απαιτείται µεγάλο µέγεθος
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δείγµατος. Πιο συγκεκριµένα στις Κύριες µελέτες πρόληψης απαιτείται δείγµα 10000 ατόµων
ενώ στις δευτερεύουσες απαιτείται δείγµα 1000 ατόµων.

4.5 Τυχαιοποίηση

Τυχαιοποίηση (Randomization - random allocation), ονοµάζουµε τη διαδικασία τυχαίας ανάθε-
σης αγωγών για κάθε άτοµο. Στόχος της τυχαιοποίησης είναι η εξάλειψη µεροληψίας επιλογής
(selection bias), δηλαδή η κατανοµή των ασθενών να γίνει σύµφωνα µε τις εκτιµήσεις ή προ-
τιµήσεις του Γιατρού. Οι δύο οµάδες ϑα πρέπει να έχουν παρόµοια χαρακτηριστικά αλλά και
παρόµοιο µέσο επίπεδο κατάστασης νόσου. Μερικές µεροληπτικές συγκρίσεις ϕαίνονται στο
παρακάτω διάγραµµα.

Μερικές µεροληπτικές συγκρίσεις:

1.
Εγχειρισµένοι έναντι ϕαρµακευτικής αγωγής,

(Βαριές περιπτώσεις) (ελαφριές περιπτώσεις)

2.
Εθελοντές έναντι µη εθελοντών

(Βαριές περιπτώσεις) (ελαφριές περιπτώσεις)
(νέο ϕάρµακο) (παλιό ϕάρµακο)

4.6 Λεπτοµέρειες Μελετών Φάσης ΙΙΙ

4.6.1 Προσχεδιασµός της µελέτης

Κάθε κλινική δοκιµή Φάσης ΙΙΙ είναι σχεδιασµένη προσεκτικά και όλο το πλάνο της είναι προ-
γραµµατισµένο και γραµµένο σε ένα «ΠΡΩΤΟΚΟΛΛΟ». Η έγκριση για τη µελέτη γίνεται µέσω
του πρωτοκόλλου. Το Πρωτόκολλο περιέχει πληροφορίες όσον αφορά στο ιατρικό υπόβαθρο
(ασθένεια-ϑεραπευτικές αγωγές), την ανάθεση και την τυχαιοποίηση των αγωγών, τα κριτήρια
επιλογής των ασθενών, τον αριθµό ασθενών (µε προκαθορισµένη ισχύ και σηµαντικότητα) και
τη διάρκεια της µελέτης.

Το περίγραµµα ενός Πρωτοκόλλου σύµφωνα µε τους Φριεδµαν ετ αλ. (1998), αποτελείται
από τα ακόλουθα ϐασικά στοιχεία :

• Το Υπόβαθρο ή η Βιβλιογραφική ανασκόπηση Μελέτης (background).

• Τους στόχους της µελέτης (objectives).

• Το σχεδιασµό της Μελέτης (design).
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• Την οργάνωση της Μελέτης (organization).

• Τα Παραρτήµατα.

Αναλύοντας το κάθε ένα στοιχείο ξεχωριστά ϐλέπουµε ότι, στο Υπόβαθρο/Βιβλιογραφίκη

ανασκόπηση Μελέτης (background) αναφέρονται οι προηγούµενες µελέτες-επιστηµονικές
εργασίες-διατριβές στο χώρο που εξετάζει η µελέτη. Ακόµη ορίζεται η νόσος, οι πιο πιθανοί
παράγοντες κινδύνου, η εξέλιξη ϑεραπευτικών αγωγών και η επεξήγηση της καινούριας ϑερα-
πείας.

Στους στόχους της µελέτης (objectives) αναφέρονται :

• το κύριο ερώτηµα και τη µεταβλητή απόκρισης,

• τα δευτερεύοντα ερωτήµατα και τις µεταβλητές απόκρισης,

• τις υποθέσεις για τις υπό-οµάδες,

• τις δυσµενείς επιδράσεις (adverse effects)- παρενέργειες (side effects).

Στο Σχεδιασµό Μελέτης (design) περιγράφονται αρχικά ο υπό µελέτη Πληθυσµός (study
or target population) και πιο συγκεκριµένα τα κριτήρια συνυπολογισµού στον πληθυσµού (in-
clusion criteria) και τα κριτήρια αποκλεισµού από τον πληθυσµό (exclusion criteria). ∆εύτερον
περιγράφεται το µέγεθος του δείγµατος, οι προϋποθέσεις και οι εκτιµητές, ενώ γίνεται και εγγρα-
ϕή των συµµετεχόντων στη µελέτη (enrolment of participants). Πιο συγκεκριµένα αναφέρεται η
γραπτή συγκατάθεση των συµµετεχόντων (informed consent), η αποτίµηση της καταλληλότητας
συµµετοχής (assessment of eligibility), η αρχική εξέταση (baseline examination) και η µέθο-
δος ανάθεσης αγωγών (τυχαιοποίηση). Τρίτον περιγράφονται οι µέθοδοι Παρέµβασης - αγωγές
(Intervention) που είναι δύο

α) Περιγραφή αγωγής - Χρονοδιάγραµµα λήψης αγωγών (description and schedule)

ϐ) Μέτρα συµµόρφωσης (measures of compliance)

Πέµπτον, γίνεται περιγραφή των επισκέψεων παρακολούθησης/καταγραφής και του χρο-
νοδιάγράµµατος (follow up description+schedule). ΄Εκτον γίνεται καταγραφή των Μεταβλητών
απόκρισης (ascertainment of response variables),

α) Εκπαίδευση (training), σύµφωνα µε την οποία γίνονται κάποιες ερωτήσεις της µορφής:
«Είχατε πόνο στο στήθος τους 3 τελευταίους µήνες ;» ή «∆εν είχατε πόνο τους 3 τελευταίους
µήνες, έτσι δεν είναι ;».
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ϐ) Συλλογή δεδοµένων (data collection)

γ) Ποιοτικός έλεγχος (quality monitoring/control). Πιο συγκεκριµένα

** ΄Ελεγχος Ερωτηµατολογίων, σύµφωνα µε τον οποίο γίνεται σύγκριση για πλήρη συµ-
πλήρωση και σύγκριση µε τα προηγούµενα ερωτηµατολόγια απο τον γρουπ συπερι-
σορ, αλλά και έλεγχος µε ιατρικά δεδοµένα.

** ΄Ελεγχος ∆ιαδικασιών, κατά τον οποίο γίνεται έλεγχος ακραίων ϐιολογικών τιµών,
γίνεται έλεγχος συστηµατικών µεροληψιών από τα άτοµα που συλλέγουν τα δεδο-
µένα, αλλά και έλεγχος εξοπλισµού. Εδώ ϑα πρέπει να αναφέρουµε η συχνότερη
µεροληψία που εµφανίζεται είναι αυτή της µεροληψίας µέτρησης. Για την λύση της
παίρνουµε µετρήσεις από όλους τους νοσοκόµους (data collectors).

** ΄Ελεγχος Θεραπευτικών Αγωγών, όπου εδώ γίνεται έλεγχος ετικετών στα ϕάρµακα,
έλεγχος στις δόσεις και έλεγχος αν οι ασθενείς παίρνουν σωστά τα ϕάρµακά τους.

΄Εβδοµον, γίνεται περιγραφή της ανάλυσης των ∆εδοµένων

α) Προσωρινή ανάλυση (Interim analysis)

ϐ) Τελική ανάλυση

Ενώ τελευταία αναφέρεται η ορολογία.
Στην οργάνωση µελέτης (organization), αναφέρονται οι ερευνητές που συµµετέχουν (participating

investigators) στην µελέτη που είναι οι

α) Μονάδες στατιστικής ανάλυσης/ κέντρα διαχείρισης δεδοµένων (statistical unit/data co-
ordinating center)

ϐ) Εργαστήρια και άλλες ειδικές µονάδες (labs and other special units)

γ) Κλινικές

αλλά γίνεται αναφορά και στην ∆ιοίκηση της Μελέτης και πιο συγκεκριµένα στις Οργανωτικές
επιτροπές και υπό-επιτροπές, στην Επιτροπή παρακολούθησης δεδοµένων και την Οργάνωση
χρηµατοδότησης.

Τέλος στα Παραρτήµατα γίνεται αναφορά στον ορισµό των κριτηρίων καταλληλότητας συµ-
µετοχής στη µελέτη και στον ορισµό των µεταβλητών απόκρισης.
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4.6.2 Ορισµός Ασθενών

Αν και γενικά ο ορισµός ενός ασθενή ϕαίνεται εύκολος στην πραγµατικότητα δεν είναι. Ο ορι-
σµός του ασθενή πρέπει να γίνει µε ακρίβεια και λεπτοµέρεια. Επίσης ο ορισµός των ασθενών
περιλαµβάνει και τον καθορισµό µερικών υπο-οµάδων όπως για παράδειγµα αν ϑα αναφερθού-
µε µόνο σε γυναίκες ή άνδρες, µιας και ϑα πρέπει να περιορίσουµε τη µελέτη σε συγκεκριµένες
οµάδες µε γνώµονα την ηλικία ή το ϕύλο. Στο κεφάλαιο αυτό ορίζονται µε σαφήνεια τα inclusion
και exclusion κριτήρια του υπο-εξέταση πληθυσµού.

4.6.3 Ορισµός ϑεραπευτικών αγωγών

Οι Θεραπευτικές Αγωγές περιλαµβάνουν το χρονοδιάγραµµα και το µέγεθος της δόσης, ακόµη
δίνουν λύσεις στο πρόβληµα, τι γίνεται αν χαθεί µια δόση και ορίζουν το placebo – ψευδοφάρ-
µακο /αδρανούς ϑεραπείας. Εδώ ϑα πρέπει να αναφέρουµε ότι έχουν παρατηρηθεί διάφορες
αλλαγές στις µετρήσεις µεταβλητών απόκρισης στις οµάδες ασθενών που λαµβάνουν ψευδοφάρ-
µακό/αδρανή ϑεραπεία σε σχέση µε ασθενείς που δε λαµβάνουν καθόλου ϑεραπεία (επίδραση

ψευδοφάρµακου) , όπως για παράδειγµα στις µετρήσεις πίεσης, αιτία ϐέβαια για το ϕαινόµενο
αυτό µπορεί να είναι και οι ψυχολογικοί λόγοι, που προκαλούν αλλαγές στην πίεση (επίδρα-
ση Placebo). Ακόµη γίνεται αναφορά στις επιδράσεις Hawthorne σύµφωνα µε τις οποίες οι
ασθενείς που λαµβάνουν την ίδια ϑεραπεία, έχουν καλύτερη ϑεραπευτική πορεία στα πλαίσια
κλινικών δοκιµών σε σχέση µε τους ασθενείς που λαµβάνουν την ίδια ϑεραπεία αλλά ϐρίσκονται
εκτός κλινικών δοκιµών, εκτός µελέτης. Οι λόγοι που προκαλούν το παρακάτω ϕαινόµενο είναι
οι ακόλουθοι

• Ψυχολογικοί

• Καλύτερη παρακολούθηση

• Γιατροί και ασθενείς πιο ενθουσιώδεις και αισιόδοξοι

• Γιατροί πιο πρόθυµοι να προσφέρουν ϐοήθεια

• Ασθενείς πιο πρόθυµοι να ακολουθήσουν τη ϑεραπεία

Εδώ ϑα πρέπει να αναφέρουµε ότι η δόση και η αγωγή µπορεί να αλλάξει ανάλογα µε τις
κατάσταση του ασθενή και τις παρενέργειες (ο τρόπος όµως πρέπει να αναφέρεται στο πρωτό-
κολλο).
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4.6.4 Εκτίµηση και καθορισµός µεταβλητών απόκρισης

Κατά την εκτίµηση και τον καθορισµό των µεταβλητών απόκρισης, συνήθως µετράµε µία κύρια
- κεντρική µεταβλητή και πολλές δευτερεύουσες, όπως:

• Συµπτώµατα που αναφέρονται από ασθενείς

• Σηµεία/συµπτώµατα που καταγράφονται από Γιατρούς

• Βιοχηµικές µετρήσεις ή µετρήσεις Ιατρικών ελέγχων

• Ερωτηµατολόγια πόνου

΄Οµως προσοχή η µεροληψία µπορεί να προκύψει τόσο από τους ασθενείς όσο και από τους
γιατρούς αν γνωρίζουν τις ϑεραπείες π.χ. η επίδραση του ψευδοφαρµάκου. Για το λόγο αυτό
έχουµε:

• Μονή τύφλωση/άγνοια ασθενών (single blinded): Οι ασθενείς δε γνωρίζουν τη ϑεραπεία
που λαµβάνουν

• ∆ιπλή τύφλωση/άγνοια ασθενών-Ερευνητών (double blinded): Τόσο οι ασθενείς όσο και
οι ερευνητές (Ιατροί/νοσοκόµοι) δε γνωρίζουν τη ϑεραπεία που λαµβάνει ο κάθε ασθενής

Η περίπτωση αυτή όµως δεν είναι πάντα εφικτή, καθώς µερικές ϑεραπείες έχουν συγκεκρι-
µένες παρενέργειες από τις οποίες ο ερευνητής καταλαβαίνει και τη ϑεραπεία που λαµβάνει ο
κάθε ασθενής.

4.6.5 Εισαγωγή στη Μελέτη και Ανάθεση Αγωγών

Οι ασθενείς που πληρούν τα κριτήρια του Πρωτοκόλλου επιλέγονται ως δείγµα, γίνονται δεκτοί
επίσηµα µε την καταγραφή του ονόµατός τους στον κατάλογο/ηµερολόγιο της µελέτης και την
ανάθεση τους σε ένα σειριακό κωδικό (π.χ. ΑΑ ή ID). Αµέσως µετά γίνεται η τυχαία ανάθεση
τους σε µία ϑεραπεία. Η ανάθεση δεν είναι γνωστή/προκαθορισµένη πριν την εισαγωγή του
ασθενή για την αποφυγή µεροληψίας επιλογής (selection bias). Συνήθως χρησιµοποιούνται :

• ϕάκελοι µε σειριακούς κωδικούς όπου αναφέρεται η ϑεραπεία

• τηλεφωνικά κέντρα που αναθέτουν ϑεραπείες σύµφωνα µε τυχαίους αριθµούς (χρήσιµο
σε πολυκεντρικές µελέτες)

• στις πιο σύγχρονες µελέτες το διαδίκτυο
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Αποκλίσεις από το Πρωτόκολλο

Αποκλίσεις από το Πρωτόκολλο αποτελούν οι αποκλεισµοί/αποσύρσεις ασθενών που µπορεί να
προκύψουν λόγω κακής απόκρισης στη ϑεραπεία ή αποκάλυψης κάποιου λόγου αποκλεισµού
του ασθενή ή από πολλές αποσύρσεις που εξασθενούν την αποτελεσµατικότητα της τυχαιοποί-
ησης και έτσι µπορεί να καταλήξουµε σε µεροληπτικές συγκρίσεις.

Οι αποκλίσεις από το πρωτόκολλο είναι ένα σηµαντικό πρόβληµα για τις κλινικές δοκιµές
µιας και η ϑεραπεία ϑα πρέπει να ακολουθείται ακριβώς όπως περιγράφεται στο πρωτόκολ-
λο, ενώ οι ασθενείς που είναι επιρρεπείς σε αποκλίσεις από το πρωτόκολλο (π.χ. παιδιά και
ηλικιωµένοι) ϑα πρέπει να αποκλείονται από τη µελέτη ή να παρακολουθούνται στενά (π.χ.
από νοσοκόµες). Οι αποκλίσεις συχνά δεν αποφεύγονται λόγω της αλλαγής ϑεραπείας αλλά και
εξαιτίας της εθελοντικής απόσυρσης ασθενών από τη µελέτη ή αλλαγή γιατρού/τόπου κατοικίας.

Πολλές ϕορές συµπεριλαµβάνουµε στη µελέτη ασθενείς µε ελλιπή δεδοµένα για να µη χά-
σουµε ισχύ και γιατί η συµπεριφορά των ασθενών αυτών µπορεί να είναι τυπική για συγκεκρι-
µένες αγωγές. Ακόµη όταν έχουµε αγνοούµενες τιµές τότε :

• στην ανάλυση επιβίωσης, χειριζόµαστε τα δεδοµένα ως λογοκριµένα

• σε άλλες περιπτώσεις απλά αφαιρούµε ή αντικαθιστούµε µε διάµεσο ή µέσο ή αλλιώς
χρησιµοποιούµε άλλες πιο προχωρηµένες τεχνικές.

4.7 ΄Αλλες λεπτοµέρειες Κλινικών ∆οκιµών

4.7.1 Μέτα-ανάλυση

Ως µέτα-ανάλυση ορίζονται οι στατιστικές τεχνικές που συνδυάζουν αποτελέσµατα πολλών µε-
λετών για να εξάγουν ένα ενιαίο συµπέρασµα. Υπάρχουν όµως διάφορα προβλήµατα όπως οι
διαφορετικοί σχεδιασµοί µελετών, οι διαφορετικοί πληθυσµοί, οι ασύµβατες αγωγές και τέλος η
µεροληψία δηµοσίευσης (publication bias).

Μερικές ϕορές στόχος δε είναι να αποδείξουµε ότι ένα ϕάρµακο είναι καλύτερο από ένα άλλο
αλλά ότι είναι ισοδύναµο του (αρά ότι µπορεί να το υποκαταστήσει χωρίς ιδιαίτερα προβλήµατα
ή απώλεια αποτελεσµατικότητας). Οι Μελέτες ϐιο-ισοδυναµίας εµφανίζονται κυρίως σε µελέτες
ϕάσης Ι.

΄Εστω η διαφορά µεταξύ των δύο ϑεραπειών µετριέται µε µια παράµετρο ϑ. Τότε µας ενδια-
ϕέρει να ελέγχξουµε την υπόθεση

H0 : j = 0 (ισοδυναµία).
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Στον παραπάνω έλεγχο πρέπει να ορίσουµε όρια θL < 0 και θU > 0 τα οποία ονοµάζονται όρια
ανεκτικότητας/ισοδυναµίας έτσι ώστε αν θL < θ < θU τότε να συµπεραίνουµε ισοδυναµία των
δύο ϑεραπειών. Για τον έλεγχο αυτό λοιπόν έχουµε τις ακόλουθες δύο µεθόδους - προσεγγίσεις :

• 1η Μέθοδος – Προσέγγιση:

1. HA
0 : θ > θL έναντι HA

1 : θ ≤ θL

2. HB
0 : θ < θU έναντι HB

1 : θ ≥ θU .

3. Αν δεν απορρίψουµε HA
0 και HB

0 τότε έχουµε ϐιο-ισοδυναµία.

• 2η Μέθοδος – Προσέγγιση:

1. Βρίσκουµε το (1-2α)% επίπεδο εµπιστοσύνης (θ1, θ2).

2. Καταλήγουµε σε ϐιο-ισοδυναµία αν θL < (θ1, θ2) < θU µε α ίσο µε το επίπεδο
εµπιστοσύνης µονο-κατάληκτων ελέγχων της 1ης προσέγγισης.

4.8 Πειραµατικοί Σχεδιασµοί

4.8.1 Απλή τυχαιοποίηση

Τυχαιοποίηση χωρίς περιορισµούς (unrestricted randomization), σύµφωνα µε την οποία
αναθέτουµε σε κάθε ασθενή τυχαία την αγωγή (οµάδα ϑεραπείας). ΄Οµως υπάρχει ένα πρό-
ϐληµα, µπορεί να καταλήξουµε σε άνισο αριθµό ατόµων ανά οµάδα ϑεραπείας πράγµα που
σηµαίνει µειωµένη ισχύ ελέγχων.

Τυχαιοποίηση µε περιορισµούς (blocked/ restricted randomization), όπου σε κάθε κ
ασθενείς ϑέτουµε τον περιορισµό ότι ο αριθµός των ατόµων ανά οµάδα πρέπει να είναι ίσος µε
κ/2. Υπάρχει όµως ένα σοβαρό µειονέκτηµα. ∆εν µπορεί να είναι ολικώς άγνωστες οι αναθέσεις.
Για την λύση του προβλήµατος µπορεί να γίνει µεταβολή των block (δηλαδή του κ) ή επιλογή κ
ασθενών και µετά συνολική ανάθεση.

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ

΄Εστω ότι έχουµε δύο οµάδες ασθενών Α, Β και για κ=2 οι αναθέσεις ϑα είναι 2: ΑΒ, ΒΑ, ενώ
για κ=4 οι αναθέσεις ϑα είναι 6: ΑΑΒΒ, ΑΒΑΒ, ΑΒΒΑ, ΒΑΑΒ, ΒΑΒΑ, ΒΒΑΑ

ΑΝΑΛΥΣΗ

t-test, ANOVA, χ2 test
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4.8.2 Στρωµατοποιηµένη τυχαιοποίηση

Στην στρωµατοποιηµένη τυχαιοποίηση, συνήθως µας ενδιαφέρει να έχουµε τον έλεγχο όσον
αφορά γνωστούς ή σηµαντικούς συγχυτικούς παράγοντες. ΄Ετσι όταν ελέγχουµε µια µελέτη ως
προς τους συγχυτικούς παράγοντες σηµαίνει ότι εξαλείφουµε την επίδραση τους (συνεπώς οι
οµάδες ϑεραπείας δεν πρέπει να διαφέρουν ως προς τους συχγυτικούς παράγοντες). ΄Υστερα
χωρίζουµε τους ασθενείς σε οµάδες ανάλογα µε τους συγχυτικούς παράγοντες και γίνεται χωρι-
στά η τυχαιοποίηση σε κάθε µια από τις οµάδες αυτές. Το πλεονέκτηµα τις στρωµατοποιηµένης
τυχαιοποίησης είναι ότι εξασφαλίζει την ισόρροπη εκπροσώπηση όλων των οµάδων που µας
ενδιαφέρουν να ελέγξουµε στο δείγµα

Η στρωµατοποιηµένη τυχαιοποίηση χρησιµοποιείται σε πολυκεντρικές µελέτες όπου τα πολ-
λά στρώµατα ϑα πρέπει να αποφεύγονται. Ισορροπία στο µέγεθος κάθε οµάδας επιτυγχάνεται
µόνο µε περιορισµένη τυχαιοποίηση µέσα σε κάθε στρώµα για το λόγο αυτό συνήθως γίνεται
Πολυπαραγοντική ανάλυση διακύµανσης.

Τέλος παρακάτω ϕαίνονται επιγραµµατικά οι διαφορές µεταξύ Τυχαίας ∆ειγµατοληψίας και
Τυχαιοποίησης µε σκοπό την καλύτερη εµπέδωση των δύο αυτών εννοιών.

Τυχαία ∆ειγµατοληψία

• Επιλέγουµε δείγµατα αντιπροσωπευτικά του συνολικού πληθυσµού

• Εκτιµούµε χαρακτηριστικά του πληθυσµού

Τυχαιοποίηση

• χωρίζουµε το δείγµα σε οµάδες µε ϐάση την τύχη έτσι ώστε οι δύο οµάδες να είναι ίδιες
όσον αφορά τα χαρακτηριστικά τους

Ανάλυση : Multiway Analysis of Variance



Κεφάλαιο 5

Αδρανοποίηση των Επιδράσεων

Συγχυτικών Παραγόντων

5.1 Συγχυτικοί Παράγοντες

Ορισµός 5.1 Συγχυτικός Παράγοντας (Confounding factor) είναι µία µεταβλητή που σχετί-

Ϲεται και µε την ασθένεια αλλά και µε τον παράγοντα κινδύνου που εξετάζουµε. Οι συγχυτικοί

παράγοντες πρέπει να λαµβάνονται υπόψη πριν να κοιτάξουµε τη σχέση ασθένειας – παράγοντα

κινδύνου.

Η αδρανοποίηση (ή ο έλεγχος) ενός συγχυτικού παράγοντα µπορεί να γίνει είτε µέσω του σχε-
διασµού του πειράµατος µε την εξοµοίωση (matching) είτε µε την τυποποίηση ή προτυποποίηση
(standardization) των αποτελεσµάτων ως προς το συγχυτικό παράγοντα είτε µε ειδική στατιστική
ανάλυση. Η αδρανοποίηση των επιδράσεων ενός συγχυτικού παράγοντα ονοµάζεται έλεγχος του
συγχυτικού παράγοντα (controlling for a confounding factor) και τα αποτελέσµατα διορθωµένα
ως προς τον συγχυτικό παράγοντα (confounder adjusted results).

Ορισµός 5.2 Η µελέτη της σχέσης ασθένειας - παράγοντα κινδύνου για διαφορετικές οµάδες

δεδοµένων (συνήθως επίπεδα ενός ή περισσοτέρων συγχυτικών παραγόντων) ονοµάζεται στρωµα-

τοποίηση ή στρωµατοποιηµένη ανάλυση (stratification ή stratified analysis).

Ορισµός 5.3 Θετικός Συγχυτικός Παράγοντας (Positive confounder) είναι ένας παράγοντας

ϑετικά (ή αρνητικά) συσχετισµένος και µε τη νόσο και µε τον παράγοντα κινδύνου.

Ορισµός 5.4 Αρνητικός Συγχυτικός Παράγοντας (Negative confounder) είναι ένας παρά-

γοντας που ικανοποιεί µία από τις ακόλουθες συνθήκες :

85
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1. Είναι ϑετικά συσχετισµένος µε τη νόσο και αρνητικά µε τον παράγοντα κινδύνου.

2. Είναι αρνητικά συσχετισµένος µε τη νόσο και ϑετικά µε τον παράγοντα κινδύνου.

Ορισµός 5.5 ΄Ενας συγχυτικός παράγοντας ονοµάζεται αιτιολογική δίοδος (causal pathway)

αν ο παράγοντας κινδύνου επηρεάζει το συγχυτικό παράγοντα και αυτός µε τη σειρά του τη νόσο.

Παράδειγµα 5.1 Ας υποθέσουµε ότι ϑέλουµε να µελετήσουµε τη σχέση µεταξύ καρκίνου του

πνεύµονα και υψηλής κατανάλωσης αλκοόλ (ορισµένης ως µεγαλύτερης ή ίσης των δύο ποτών

ηµερησίως). Τα αποτελέσµατα µιας προοπτικής µελέτης δίνονται στον Πίνακα 5.1.

X: Y: Καρκίνος του Πνεύµονα Περ.Κατ.
Καταν.Αλκοόλ 1: Ναι 2: ΄Οχι X
1: ≥ 2 ποτών 33 1667 1700
2: < 2 ποτών 27 2273 2300
Περ.Κατ. Y 60 3940 4000

Πίνακας 5.1: ∆εδοµένα Καρκίνου του Πνεύµονα Παραδείγµατος 5.1 (Rosner, 1994, σελ. 399–
400).

Εφόσον πρόκειται για σπάνια ασθένεια µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε το ΛΣΠ ως µέτρο

σχετικού κινδύνου. Ο ΛΣΠ είναι ίσος µε 1.667 στατιστικά σηµαντικός σε επίπεδο σηµαντικότητας

α = 10% (ακριβής χ2 ελέγχος p = 0.065).

Στην παραπάνω ανάλυση - σχέση όµως δε λάβαµε υπόψη µας ένα πολύ ισχυρό συγχυτικό
παράγοντα που δεν είναι άλλος από το κάπνισµα του ίδιου του ατόµου που εξετάζουµε. ΄Ετσι
λοιπόν η σωστή προσέγγιση είναι να κάνουµε στρωµατοποιηµένη ανάλυση ανάλογα µε το αν

Ζ: Καπνιστές (1) Ζ: Μη Καπνιστές (2)
X: Y: Καρκ. Πνεύµ. Περ.Κατ. Y: Καρκ. Πνεύµ. Περ.Κατ.

Καταν.Αλκοόλ 1: Ναι 2: ΄Οχι X 1: Ναι 2: ΄Οχι X
1: ≥ 2 ποτών 24 776 800 9 891 900
2: < 2 ποτών 6 194 200 21 2079 3000
Περ.Κατ. Y 30 970 1000 30 2970 3000

Πίνακας 5.2: Στρωµατοποιηµένα ως προς το Κάπνισµα δεδοµένα Καρκίνου του Πνεύµονα Πα-
ϱαδείγµατος 5.1 (Rosner, 1994, σελ. 399–400).
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κάποιος καπνίζει ή όχι. ΄Ετσι έχουµε τον στρωµατοποιηµένο πίνακα 5.2. Αν υπολογίσουµε το
ΛΣΠ στους δύο πίνακες ϑα τους ϐρούµε ίσους µε ένα και συνεπώς δεν υπάρχει σχέση µεταξύ των
δύο µεταβλητών που µας ενδιαφέρουν δηλαδή της υψηλής κατανάλωσης αλκοόλ και καρκίνου
του πνεύµονα.

Παράδειγµα 5.2 Στο παράδειγµα αυτό ϑα χρησιµοποιήσουµε δεδοµένα από την µελέτη των Sha-

piro et. al (1979) που δηµοσιεύτηκε στο Lancet. Στη µελέτη αυτή εξετάσθηκε η σχέση αντισυλλη-

πτικού χαπιού και καρδιακής ανεπάρκειας υπό την ύπαρξη ενός ισχυρού συγχυτικού παράγοντα :

της ηλικίας. Για το λόγο αυτό, η ηλίκια οµαδοποιήθηκε σε πέντε οµάδες/τάξεις : 25-29, 30-34,

35-39, 40-44, 45-49. Τα δεδοµένα δίνονται στον Πίνακα 5.3 που ακολουθεί.

Χρήστης Περίπτωσεις Μάρτυρες ΛΣΠ Χρήστες Ποσοστό
Ηλικία Αντισυλ. (cases) (controls) (OR) Αντισυλ.(%) Ασθενών

25-29 Ναι 4 62 7.2 23 2
΄Οχι 2 224

30-34 Ναι 9 33 8.9 9 5
΄Οχι 12 390

35-39 Ναι 4 26 1.5 8 9
΄Οχι 33 330

40-44 Ναι 6 9 3.7 3 16
΄Οχι 65 362

45-49 Ναι 6 5 3.9 3 25
΄Οχι 93 301

Σύνολο Ναι 29 135 1.7 8 12
΄Οχι 205 1607

Πίνακας 5.3: ∆εδοµένα Καρδιακής Ανεπάρκειας Παραδείγµατος 5.2.

΄Οπως είναι προφανές από τον Πίνακα 5.3, αν λάβουµε υπόψη µας µόνο τον αθροιστικό
πίνακα αγνοώντας την ηλικία τότε ϐρίσκουµε ΛΣΠ=1.7 . Αντίθετα, αν υπολογίσουµε τους ΛΣΠ
για διαφορετικές ηλικιακές οµάδες ο κίνδυνος ϕαίνεται πολύ µεγαλύτερος κυρίως για τις µικρές
ηλικίες.

Από τα παραπάνω προκύπτει ότι η ηλικία είναι αρνητικός συγχυτικός παράγοντας διότι

• Οι πιο ηλικιωµένες γυναίκες χρησιµοποιούν µε µικρότερη συχνότητα αντισυλληπτικά
χάπια σε σχέση µε τις νεότερες γυναίκες.
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• Οι πιο ηλικιωµένες γυναίκες έχουν µεγαλύτερα ποσοστά εµφάνισης της νόσου σε σχέση
µε τις νεότερες γυναίκες.

5.1.1 Τρόποι Αδρανοποίησης των Επιδράσεων των Συγχυτικών Παρα-

γόντων

Υπάρχουν διάφοροι τρόποι για να αδρανοποιήσουµε τη επίδραση των συγχυτικών παραγόντων.
Μπορούν να χωριστούν σε δύο µεγάλες κατηγορίες

1. Αδρανοποίηση µέσω του σχεδιασµού της µελέτη (π.χ. µε εξοµοίωση) και της ανάλυσης
εξαρτηµένων δειγµάτων

2. Αδρανοποίηση µέσω ανάλυσης.

΄Οσον αφορά την πρώτη προσέγγιση οι δύο υπό σύγκριση οµάδες επιλέγονται έτσι ώστε να
έχουν τα ίδια χαρακτηριστικά όσων αφορά τους συγχυτικούς παράγοντες και µετά εφαρµόζονται
µέθοδοι για εξαρτηµένα δείγµατα. Στις περισσότερες περιπτώσεις όµως η εξοµοίωση δεν είναι
εφικτή και για το λόγο αυτό γίνεται διορθωµένη ανάλυση µέσω

1. απλής στρωµατοποιηµένης ανάλυσης

2. προτυποποίησης

3. ειδικές µεθόδους όπως οι µέθοδοι Mantel-Haenszel

4. µε τη χρήση παλινδροµικών µοντέλων

5.2 Ανάλυση σε Μελέτες µε Εξοµοιωµένα/Εξαρτηµένα ∆είγ-

µατα ∆ίτιµων Μεταβλητών

5.2.1 ΄Ελεγχος Αναλογιών για ∆ύο Εξαρτηµένα ∆είγµατα ∆ίτιµων Κατη-

γορικών Μεταβλητών

Στην ενότητα 3.6 είδαµε πως ελέγχουµε της υπόθεση της σχέσης µεταξύ δίτιµων µεταβλητών
για δύο ανεξάρτητα δείγµατα. Εδώ ϑα δούµε πως ελέγχουµε τη σχέση δυο εξαρτηµένων δειγ-
µάτων (ή Ϲευγαρωτών τιµών). Τέτοια δείγµατα εµφανίζονται συχνά στην Ιατρική έρευνα λόγω
τη εξοµοίωσης (matching) των ασθενών και των µαρτύρων σύµφωνα µε κάποιους σηµαντικούς
συγχυτικούς παράγοντες (συνήθως ηλικία και ϕύλο).
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Παράδειγµα 5.3 ΄Εστω ότι ϑέλουµε να συγκρίνουµε δύο χηµειοθεραπείες που σκοπό έχουν την

αντιµετώπιση του καρκίνου του µαστού στις γυναίκες. Οι δύο οµάδες ϑεραπείας πρέπει να είναι

όσο το δυνατόν πιο όµοιες όσον αφορά τους παράγοντες κινδύνου. Για να επιτευχθεί αυτό εξο-

µοιώνουµε (ταιρίαζουµε) τις δύο οµάδες ανάλογα µε την ηλικία (σε οµάδες εύρους 5 ετών) και την

κλινική κατάσταση. Σε κάθε ασθενή της πρώτης οµάδας αντιστοιχεί ένας ασθενής της δεύτερης

οµάδας µε την ίδια ηλικιακή οµάδα και κλινική κατάσταση. Οι ασθενείς παρακολουθούνται για 5

έτη και ως µεταβλητή απόκρισης χρησιµοποιείται η επιβίωσή τους στο τέλος των 5 ετών (ΝΑΙ/ΟΧΙ).

Αν δε λάβουµε υπόψη την εξοµοίωση τότε ϑα προκύψει ο ακόλουθος πίνακας :

X: Επιβίωση στα 5 έτη Περ.Κατ.
Θεραπεία 1: Ναι 2: ΄Οχι X

1: Α 526 95 621
2: Β 515 106 621

Περ.Κατ. Y 1041 201 1242

Πίνακας 5.4: ∆εδοµένα Καρκίνου του Μαστού· Παράδειγµα 5.3 (Rosner, 1994, σελ. 377).

Από τον παραπάνω πίνακα έχουµε µη στατιστικά σηµαντική σχέση (σε επίπεδο σηµαντικό-
τητας 5%) µεταξύ επιβίωσης και ϑεραπείας (χ2 = 0.59 < x2

1,0.95 = 3.84, p-value=0.557 > 0.05).
Στην παραπάνω ανάλυση δε λάβαµε όµως υπόψη ότι η δειγµατοληψία είναι εξαρτηµένη. ∆ηλα-
δή υπάρχουν Ϲεύγη παρατηρήσεων µε παρόµοια χαρακτηριστικά. Συνεπώς πρέπει να λάβουµε
ως µονάδα µελέτης το εξοµοιωµένο Ϲευγάρι των ασθενών οπότε το µέγεθος δείγµατος ϑα είναι
τώρα ίσο µε 621. Οι µεταβλητές που ϑα χρησιµοποιήσουµε στον πίνακα ϑα είναι οι συνδυασµοί
της επιβίωσης για τις δύο ϑεραπείες. ΄Ετσι τα δυνατά αποτελέσµατα ϑα είναι τέσσερα: επιβίωση
των ασθενών και στις δύο ϑεραπείες, κατάληξη και στις δύο ϑεραπείες, επιβίωση στη ϑεραπεί-
α Α αλλά όχι στη Β και επιβίωση στη ϑεραπεία Β αλλά όχι στη Α. ΄Ετσι λοιπόν προκύπτει ο
ακόλουθος πίνακας :

Συνεπώς εδώ µας ενδιαφέρει το ποσοστό επιβίωσης των δύο οµάδων/θεραπειών να είναι ίσο.
Συνεπώς

P(Επιβίωση ασθενών Θεραπείας Α) = P(Επιβίωση ασθενών Θεραπείας Β) ⇔ π1. = π.1

⇔ n12 = n21.

Από τα παραπάνω συµπεραίνουµε ότι, σε ένα 2× 2 πίνακα συνάφειας, στην ουσία συγκρίνουµε
τις συχνότητες της 2ης διαγωνίου του Πίνακα 5.2.1 που δείχνουν την ασυµφωνία των Ϲευγαριών
ως προς τη µεταβλητή απόκρισης.
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X: ΘΕΡΑΠΕΙΑ Β Περ.Κατ.
ΘΕΡΑΠΕΙΑ Α Επιβίωση στα 5 έτη Περ.Κατ.

Επιβίωση 1: Ναι 2: ΄Οχι X
1: Ναι 510 16 526
2: ΄Οχι 5 90 95

Περ.Κατ. Y 515 106 621

Πίνακας 5.5: Ζευγαρωτά ∆εδοµένα Καρκίνου του Μαστού· Παράδειγµα 5.3 (Rosner, 1994, σελ.
377).

Ορισµός 5.6 Αρµονικό Ϲευγάρι (concordant pair) σε µία εξοµοιωµένη µελέτη είναι το Ϲεύγος

των παρατηρήσεων όπου το αποτέλεσµα (δηλαδή η µεταβλητή απόκρισης) είναι το ίδιο και για τα

δυο άτοµα του Ϲεύγους.

Ορισµός 5.7 ∆υσαρµονικό Ϲευγάρι (disconcordant pair) σε µία εξοµοιωµένη µελέτη είναι το

Ϲεύγος των παρατηρήσεων όπου το αποτέλεσµα (δηλαδή η µεταβλητή απόκρισης) διαφέρει για τα

δυο άτοµα του Ϲεύγους.

Εναλλακτικά µπορούµε να ονοµάσουµε τα παραπάνω Ϲευγάρια και «συµφωνούντα» και «δια-
ϕωνούντα» Ϲεύγη αντίστοιχα.

Για να κατασκευάσουµε έναν έλεγχο σε αυτή την περίπτωση, υποθέτουµε ότι αν η H0 ισχύει
τότε

n21 ∼ Binomial
(

1

2
, nD

)
.

Συνεπώς E(n21) = nD/2 και V (n21) = nD/4. Υπό την προϋπόθεση ότι npq ≥ 5 δηλαδή nD ≥ 20

µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε την κανονική προσέγγιση οπότε
n21 − nD/2√

nD/4
∼ N(0, 1).

Υψώνοντας στο τετράγωνο προκύπτει ο έλεγχος McNemar που χρησιµοποιεί τη συνάρτηση ε-
λέγχου:

(n21 − nD/2)2

nD/4
∼ χ2

1 . (5.1)

όπου nD είναι το σύνολο των δυσαρµονικών Ϲευγαριών δηλαδή nD = n12 + n21. Σε µερικές
περιπτώσεις για λόγους διόρθωσης χρησιµοποιείται και ο τύπος :

(|n21 − nD/2| − 1/2)2

nD/4
∼ χ2

1 . (5.2)

Η διαδικασία εφαρµογής του ελέγχου McNemar µπορεί να περιγραφεί από τα ακόλουθα ϐή-
µατα:
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1. Φτιάχνουµε τον 2 × 2 πίνακα συνάφειας για τα Ϲεύγη των εξοµοιωµένων παρατηρήσεων.
Στις γραµµές ϑα είναι το αποτέλεσµα (µεταβλητή απόκρισης) για τον πρώτο ασθενή (που
ανήκει στην οµάδα ή ϑεραπεία Α) και στις στήλες ϑα είναι το αποτέλεσµα (µεταβλητή
απόκρισης) για το δεύτερο ασθενή (που ανήκει στην οµάδα ή ϑεραπεία Β).

2. Υπολογίζουµε την παρατηρούµενη συνάρτηση ελέγχου χ2
obs από τον τύπο 5.1 ή 5.2.

3. Απορρίπτουµε την H0 : «ποσοστό εµφάνισης νόσου είναι το ίδιο στις δύο οµάδες» αν
χ2
obs > χ2

1,1−α. Εναλλακτικά µπορούµε να υπολογίσουµε το p − value = P(X2 ≥ χ2
obs)

και απορρίπτουµε την µηδενική υπόθεση αν p − value < α.

Σηµείωση: ο παραπάνω ασυµπτωτικός έλεγχος ισχύει για nD ≥ 20.
Παράδειγµα 5.3 (αποτελέσµατα): Εφόσον ο αριθµός των δυσαρµονικών Ϲευγών nD = 21 ≥

20 µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε την παραπάνω διαδικασία οπότε

χ2
obs =

(|n21 − nD/2| − 1/2)2

nD/4
=

(|5− 10.5| − 1/2)2

10.5/4
=

52

5.25
= 4.76 > χ2

1,0.95 = 3.84

συνεπώς απορρίπτουµε την υπόθεση ότι οι δύο ϑεραπείες είναι ίδιες (ενώ υποθέτοντας ανεξάρ-
τητα δείγµατα είχαµε καταλήξει σε διαφορετικό αποτέλεσµα). Αν ϑέλουµε να υπολογίσουµε το
p − value τότε

p − value = P(X2 ≥ χ2
obs) = P(X2 ≥ 4.76) = 1− P(X2 ≤ 4.76) = 1− 0.9708 = 0.029.

Για nD < 20 ϑα πρέπει να χρησιµοποιήσουµε τον ακριβή έλεγχο ο οποίος ϐασίζεται στη
∆ιωνυµική κατανοµή. ΄Ετσι το p − value ϑα το υπολογίσουµε από τον ακόλουθο τύπο

p − value =





1 αν n21 = nD/2

2
n21∑
k=0


 nD

k


 2−nD αν n21 < nD/2

2
nD∑

k=n21


 nD

k


 2−nD αν n21 > nD/2

.
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Παράδειγµα 5.4 Μελέτη σε 20 άτοµα µε σκοπό τον έλεγχο της καλής λειτουργίας µηχανηµάτων

µέτρησης της πίεσης έδωσε τα ακόλουθα αποτελέσµατα :

΄Ατοµο C O ΄Ατοµο C O ΄Ατοµο C O ΄Ατοµο C O

1 - - 6 + - 11 + - 16 + -
2 - - 7 - - 12 + - 17 + -
3 + - 8 + + 13 - - 18 - -
4 + + 9 + + 14 + - 19 - -
5 - - 10 - - 15 - + 20 - -

Πίνακας 5.6: ∆εδοµένα Παραδείγµατος 5.4 για τον ΄Ελεγχου της Αξιοπιστίας Μηχανηµάτων
Μέτρησης Πίεσης (+: Υψηλή Πίεση, −: Χαµηλή Πίεση, C: µέτρηση µε µηχάνηµα, O µέτρηση
από ειδικό Ιατρό).

Εδώ πρώτο ϐασικό ερώτηµα είναι το πραγµατικό µέγεθος δείγµατος. Είναι 20 ή 40; Φυσικά
εδώ είναι 20 απλά έχουµε Ϲευγάρια τιµών στο ίδιο άτοµο (από µηχάνηµα και από ένα Ιατρό). Ο
πίνακας που προκύπτει είναι ο ακόλουθος :

Πίεση από Μέτρηση Πίεσης από Ιατρό Περ.Κατ.
Μηχάνηµα 1: Υψηλή 2: Χαµηλή X
1: Υψηλή 3 7 10
2: Χαµηλή 1 9 10
Περ.Κατ. Y 4 9 20

Πίνακας 5.7: 2× 2 Πίνακας των ∆εδοµένων του Παραδείγµατος 5.4.

Υπολογίζουµε το p−value χρησιµοποιώντας τον ακριβή έλεγχο εφόσον nD = 1+7 = 8 < 20.
Εφόσον n21 < nD/2 = 8/2 = 4, τότε το p − value το υπολογίζουµε από τον ακόλουθο τύπο

p − value = 2






 8

0


 2−8 +


 8

1


 2−8



 = 9

(
1

2

)7

= 0.070 > 0.05

άρα δεν απορρίπτουµε την H0 σε επίπεδο σηµαντικότητας 5%.

΄Ασκηση 5.1 Να γίνει η παραπάνω άσκηση µε το χέρι και το SPSS.

SPSS: Ο έλεγχος του McNemar στο SPSS 12.0 µπορεί να γίνει µε τα ακόλουθα µενού:
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1. Analyse>Descriptives>Crosstabs : Κατασκευή Πίνακα συνάφειας

2. Statistics|McNemar : Επιλογή Εφαρµογής Ελέγχου McNemar στον πίνακα συνά-
ϕειας που κατασκευάσαµε

3. Exact|Exact : Υπολογισµός του ακριβούς ελέγχου McNemar.

5.2.2 Ο ∆είκτης Συµφωνίας Κάπα (Kappa).

Στην προηγούµενη ενότητα ελέγξαµε τη σχέση µεταξύ δύο δίτιµων µεταβλητών σε εξαρτηµένα
δείγµατα (εξοµοιωµένα Ϲευγάρια). Σε µερικές περιπτώσεις ξέρουµε εκ των προτέρων ότι υπάρχει
σχέση µεταξύ των µεταβλητών οπότε στόχος είναι να ποσοτικοποιήσουµε το ϐαθµό της συσχέ-
τισης. Αυτό κυρίως συµβαίνει στις µελέτες αξιοπιστίας µετρήσεων (reliability studies) όπου
σκοπός είναι να µετρήσουµε την αναπαραγωγισιµότητα ή επαναληπτότητα µιας µεταβλητής
(reproducibility and reliability). Στις περιπτώσεις αυτές συγκαταλέγουµε λοιπόν την επανα-
λαµβανόµενη µέτρηση µιας δίτιµης µεταβλητής σε κοντινό χρονικό διάστηµα. ΄Αλλη περίπτωση
είναι αυτή που ϑέλουµε να µετρήσουµε ή να συγκρίνουµε την αξιοπιστία µιας µέτρησης που
γίνεται µε ένα µηχάνηµα σε σχέση µε µια µέτρηση αναφοράς εµπιστευόµαστε (π.χ. ηλεκτρονικό
µηχάνηµα µέτρησης πίεσης και µέτρηση πίεσης από Ιατρό) ή τη συµφωνία δύο αξιολογητών,
ϐαθµολογητών ή Ιατρών.

Συνεπώς στις περιπτώσεις αυτές έχουµε πίνακες I× I (οι δύο µετρήσεις έχουν τον ίδιο αριθµό
επιπέδων αφού µετράνε το ίδιο πράγµα) και µας ενδιαφέρει το ποσοστό συµφωνίας πo =

∑I
i=1 πii

το οποίο εκτιµάται από το παρατηρούµενο ποσοστό συµφωνίας po =
∑I
i=1 nii/n. Υπό την υπόθε-

ση της ανεξαρτησίας των δύο µετρήσεων (συνεπώς την πλήρη έλλειψη αναπαραγωγισιµότητας)
αναµένουµε ποσοστό συµφωνίας ίσο µε πe =

∑I
i=1 πi.π.i ο οποίος δίνεται στο δείγµα από την

ποσότητα pe =
∑I
i=1 ni.n.i/n2 δηλαδή το άθροισµα των αναµενόµενων κελιών συµφωνίας. Αυ-

τή η αναλογία συµφωνίας οφείλεται σε τυχαίους παράγοντες και για το λόγο αυτό µπορεί να
ϑεωρηθεί ως σηµείο αναφοράς και σύγκρισης. ΄Αρα ένα µέτρο συµφωνίας ϑα είναι η διαφο-
ϱά πo − πe όπου το µηδέν δείχνει µηδενική ή τυχαία αναπαραγωγισιµότητα. Εµείς όµως ϑα
επιθυµούσαµε να είχαµε ένα µέτρο το οποίο να είναι ϕραγµένο και η ανώτατη τιµή του να
υποδεικνύει πλήρη συµφωνία ή αναπαραγωγισιµότητα. ΄Ετσι µπορούµε να διαιρέσουµε µε το
max(πo − πe) = 1− πe εφόσον η καλύτερη δυνατή περίπτωση είναι πo = 1 όταν έχουµε πλήρη
συµφωνία και προκύπτει ο δείκτης συµφωνίας Κάπα του Cohen (1960):

κ =

∑I
i=1 πii −

∑I
i=1 πi.π.i

1−∑I
i=1 πi.π.i =

πo − πe
1− πe ,
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ο οποίος εκτιµάται από το

κ̂ =

∑I
i=1 nii/n −

∑I
i=1 ni.n.i/n2

1−∑I
i=1 ni.n.i/n2

=
po − pe
1− pe .

Η µέγιστη τιµή τιµή του κ είναι το ένα (πλήρη συµφωνία). Η τιµή µηδέν δίνεται όταν το πα-
ϱατηρούµενο ποσοστό συµφωνίας είναι ίσο µε αυτό που αναµένουµε όταν υπάρχει ανεξαρτησία
(άρα οφείλεται σε τυχαιότητα). Αρνητικές τιµές εµφανίζονται όταν η παρατηρούµενη αναλογία
συµφωνίας είναι µικρότερη της συµφωνίας που περιµένουµε λόγω της τυχαιότητας. Αρνητικές
τιµές σύµφωνα τον Agresti (1990, σελ. 366-367) συµβαίνουν σπάνια στην πράξη.

Η διακύµανση του παραπάνω εκτιµητή δίνεται από τον τύπο

Var(κ̂) =
1

n(1− pe)2

(
pe + p2

e −
I∑

i=1

pi.p.i(pi. + p.i)
)
.

΄Ενας ασυµπτωτικός έλεγχος έλεγχος της υπόθεσης H0 : κ = 0 έναντι της εναλλακτικής H1 :

κ > 0 µπορεί να γίνει χρησιµοποιώντας τη συνάρτηση ελέγχου z = κ̂√
Var(κ̂)

η οποία ακολουθεί
ασυµπτωτικά τη N(0, 1) κατανοµή όταν ηH0 ισχύει. Σηµείωση ότι µας ενδιαφέρει ο µονόπλευρος
έλεγχος αφού οι αρνητικές τιµές δεν έχουν αξιόλογη ερµηνεία και συνήθως λαµβάνονται ως
έλλειψη συµφωνίας και επαναληπτότητας.

Παράδειγµα 5.5 Μελέτες αξιοπιστίας γίνονται κυρίως στις κοινωνικές επιστήµες, στην Ψυχο-

λογία ή στην Ψυχιατρική αλλά και στη διατροφική επιδηµιολογία όπου οι µελέτες ϐασίζονται

κυρίως σε µετρήσεις από ερωτηµατολόγια. Στις µελέτες καταγραφής διατρόφικών συνηθειών

δίνεται ένα ερωτηµατολόγιο διατροφικών συχνοτήτων (Food Frequency Questionaire) όπου ο

ερωτώµενος καλείται να ϑυµηθεί τι κατανάλωσε το τελευταίο µήνα ή χρόνο. Είναι προφανές ότι

οι µετρήσεις αυτές έχουν µεγάλο σφάλµα µέτρησης το οποίο οφείλεται στην ελλειπή ανάκληση

της πληροφορίας. Στο παράδειγµα που ακολουθεί ερωτήθηκαν 537 γυναίκες µε ταχυδροµική

έρευνα για το αν καταναλώνουν περισσότερες της µιας µερίδας µοσχαρίσιο κρέας ανά εβδοµάδα.

Οι µετρήσεις έγιναν δύο ϕορές µε απόσταση µερικών µηνών. Τα αποτελέσµατα δίνονται στον

Πίνακα 5.5 που ακολουθεί.

Από τα παραπάνω έχουµε:

po = (136 + 240)/537 = 376/537 = 0.70

pe = 205× 228/5372 + 332× 309/5372 = 0.382× 0.618 + 0.425× 0.575 = 0.518

κ̂ =
0.70− 0.518

1− 0.518
= 0.378

se(κ̂) = 0.040.
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X: ∆εύτερη Μέτρηση Περ.Κατ.
Πρώτη 1: ≤ 1 2:< 1 Περ.Κατ.

Μέτρηση µέριδα/εβδοµάδα µέριδα/εβδοµάδα X
1: ≤ 1 µέριδα/εβδοµάδα 136 92 228
2: > 1 µέριδα/εβδοµάδα 69 240 309

Περ.Κατ. Y 205 332 537

Πίνακας 5.8: 2× 2 Πίνακας των ∆εδοµένων του Παραδείγµατος 5.5.

Συνεπώς z = 0.378/0.040 = 8.799 > 1.65 άρα απορρίπτουµε την υπόθεση την πλήρους ασυµ-
ϕωνίας ή έλλειψης αναπαραγωγίσιµότητας (H0 : κ = 0).

Στο παραπάνω παράδειγµα είδαµε ότι δεν απορρίψαµε τη µηδενική υπόθεση που σηµαίνει
ότι υπάρχει κάποια αναπαραγωγισιµότητα ή συµφωνία άλλα αυτό δε σηµαίνει ότι είναι υψηλή.
Γενικά η µηδενική υπόθεση απορρίπτεται σχετικά για χαµηλές τιµές του κ̂ ειδικά για µεγάλα
δείγµατα (ανάλογη είναι η περίπτωση του δείκτη γραµµικής συσχέτισης του Pearson και του
αντίστοιχου ελέγχου για ρ = 0). Για τον λόγο αυτό οι Landis και Koch (1977) δίνουν έναν
εµπειρικό πίνακα για τις τιµές του κ:

• Αν κ̂ > 0.75 τότε έχουµε έξοχη αναπαραγωγισιµότητα και επαναληπτότητα (ή υψηλή
συµφωνία).

• Αν 0.4 ≤ κ̂ ≤ 0.75 τότε έχουµε καλή αναπαραγωγισιµότητα και επαναληπτότητα (ή ικα-
νοποιητική συµφωνία).

• Αν 0 ≤ κ̂ < 0.4 τότε έχουµε οριακή αναπαραγωγισιµότητα και επαναληπτότητα (ή χαµηλή
συµφωνία).

Σύµφωνα µε τον Rosner (1994, σελ. 426) ο δείκτης κάπα ϑα πρέπει να προτιµάται για τη
µέτρηση της αξιοπιστίας µιας µεταβλητής ή ερωτήµατος άρα όταν έχουµε επαναλαµβανόµενες
µετρήσεις της ίδιας κατηγορικής µεταβλητής. Στις περιπτώσεις σύγκρισης µιας µέτρησης µε
µία µέτρηση αναφοράς προτείνει τη χρήση της ειδικότητας και ευαισθησίας.

Εδώ πρέπει να τονίσουµε τις διαφορές µεταξύ της δοκιµασίας McNemar και του δείκτη
κάπα. Σκοπός της δοκιµασίας McNemar είναι να ελέγξει αν οι περιθώριες κατανοµές είναι ίσες.
΄Ετσι σε 2 × 2 πίνακες που προκύπτουν από εξοµοιωµένα Ϲεύγη µε διαφορετική ϑεραπεία σε
σχέση µε την επιβίωση, µας ενδιαφέρει να δούµε αν η πιθανότητα επιβίωσης είναι η ίδια για
τις δύο ϑεραπείες. Από την άλλη µεριά ο δείκτης κάπα συγκρίνει πόσο τα αποτελέσµατα των
δύο ϑεραπειών σχετίζονται-συµφωνούν και αναφέρεται κυρίως στην εκ-των-προτέρων γνωστή
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εξάρτηση των δειγµάτων λόγω εξοµοίωσης. ΄Αρα η πιο συχνή περίπτωση είναι να έχουµε µεγάλο
ποσοστό συµφωνίας (λόγω εξοµοίωσης) αλλά και στατιστικά σηµαντική διαφοροποίηση ως προς
την αποτελεσµατικότητα της κάθε ϑεραπείας (σκεφτείτε κατά αναλογία τη σχέση του δείκτη
συσχέτισης του Pearson και του t-test ανά Ϲεύγη· υψηλή συσχέτιση δε σηµαίνει και ίσους
µέσους). Επίσης µια ϐασική διαφορά είναι και τα κελιά από τα οποία αντλεί πληροφορία η
κάθε διαδικασία. Η δοκιµασία του McNemar ϐασίζεται στα µη-διαγώνια στοιχεία ενώ ο δείκτης
κάπα στα διαγώνια στοιχεία.

5.3 Προτυποποίηση

Η προτυποποίηση είναι µια µέθοδος που χρησιµοποιείται για να κάνει τους δείκτες ϑνησιµό-
τητας δύο πληθυσµών ή δειγµάτων συγκρίσιµους λαµβάνοντας υπόψη κάποιους συγχυτικούς
παράγοντες όπως για παράδειγµα το ϕύλο και η ηλικία. Στην προτυποποίηση υπολογίζουµε
το δείκτη (συνήθως την αναλογία) µίας νόσου υποθέτοντας ότι οι πληθυσµοί ή τα δείγµατα που
συγκρίνουµε έχουν την ίδια κατανοµή ως προς το συγχυτικό παράγοντα. ΄Ετσι αν pi είναι οι
δειγµατικές αναλογίες εµφάνισης µιας νόσου για το i επίπεδο ενός συγχυτικού παράγοντα µε I
επίπεδα τότε η τυποποιηµένη αναλογία της νόσου υπολογίζεται από τον τύπο

pst =
I∑

i=1

n∗i
n∗
pi =

I∑

i=1

w∗
i pi

όπου n∗i είναι ο συνολικός αριθµός των ατόµων του πρότυπου πληθυσµού που ανήκουν στο
i επίπεδο του συγχυτικού παράγοντα, n∗ είναι ο συνολικός αριθµός των ατόµων του πρότυ-
που πληθυσµού και w∗

i = n∗i /n
∗ είναι η αναλογία των ατόµων του πρότυπου πληθυσµού που

ανήκουν στο i επίπεδο του συγχυτικού παράγοντα.
Η τυποποιηµένη αναλογία pst µπορεί να ερµηνευτεί ως η αναλογία ατόµων που ϑα είχαν τη

νόσο αν ο πληθυσµός µας είχε την ίδια κατανοµή του συγχυτικού παράγοντα όπως ο πρότυπος
πληθυσµός (ή πληθυσµός αναφοράς). Ως πρότυπος πληθυσµός συνήθως λαµβάνεται ο πληθυ-
σµός µίας χώρας στον οποίο πιθανώς ανήκουν οι υπό-σύγκριση πληθυσµοί ή απλά το άθροισµα
των πληθυσµών που συγκρίνουµε.

5.4 Συµπερασµατολογία για Στρωµατοποιηµένα Κατηγορι-

κά ∆εδοµένα

Παράδειγµα 5.6 Μια µελέτη το 1985 εντόπισε 518 περιπτώσεις καρκίνου σε νοσοκοµεία των

ΗΠΑ και 518 µάρτυρες µέσω ταχυδροµείου (για λεπτοµέρειες ϐλέπε Sandler et. al , 1985,
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Amer.J.Epidem.). Ο κύριος σκοπός της µελέτης ήταν η εξέταση του παθητικού καπνίσµατος στην

εµφάνιση του καρκίνου του πνεύµονα. Στη µελέτη το παθητικό κάπνισµα ορίστηκε ως «έκθεση στο

κάπνισµα του/της συζύγου που κάπνιζε τουλάχιστον 1 τσιγάρο την ηµέρα για τους τελευταίους 6

µήνες».

΄Ενας πιθανός συγχυτικός παράγοντας, είναι το κάπνισµα του ίδιου του ατόµου που εξετάζουµε

αφού προφανώς συνδέεται µε τη νόσο αλλά και µε το κάπνισµα της συζύγου (άρα και το παθητικό

κάπνισµα όπως ορίστηκε στη µελέτη αυτή). Τα δεδοµένα δίνονται στον Πίνακα 5.6 που ακολουθεί.

Ζ: Μη Καπνιστές (1) Ζ: Καπνιστές (2)
X: Y: Παθ.Καπνιστής Περ.Κατ. Y: Παθ.Καπνιστής Περ.Κατ.

Καρκίνος 1: Ναι 2: ΄Οχι X 1: Ναι 2: ΄Οχι X
1: Ασθενής 120 111 231 161 117 278
2: Μάρτυρας 80 155 235 130 124 254
Περ.Κατ. Y 200 266 466 291 241 532
ΛΣΠ (OR) 2.1 1.3
95% ∆Ε 1.72-2.47 0.95-1.64

Πίνακας 5.9: Στρωµατοποιηµένα ως προς το Κάπνισµα δεδοµένα µελέτης της σχέσης Παθητικού
Καπνίσµατος και Καρκίνου Παραδείγµατος 5.6 (Rosner, 1994, σελ. 399–400).

Στο παραπάνω παράδειγµα, από τον περιθώρια πίνακα (αγνοώντας το ατοµικό κάπνισµα) ϐρί-
σκουµε ΛΣΠ= 1.64 (95% ∆Ε=1.35-1.88). Αντίθετα αν δούµε τα στρωµατοποιηµένα δεδοµένα
ϐλέπουµε ότι στους καπνιστές η σχέση δεν είναι στατιστικά σηµαντική ενώ αντίθετα για τους
µη καπνιστές ο κίνδυνος είναι σηµαντικά αυξηµένος (περίπου διπλάσιος για τα άτοµα που
εκτίθενται σε παθητικό κάπνισµα). Το ερώτηµα εδώ είναι πως ϑα συνδυάσουµε τους παρα-
πάνω στρωµατοποιηµένους εκτιµητές σε έναν που ϑα λαµβάνει υπόψη του και το συγχυτικό
παράγοντα.

Γενικά η ενότητα αυτή αναφέρεται σε 2 × 2 × K πίνακες, όπου K είναι τα επίπεδα του
συγχυτικού παράγοντα για τον οποίο ϑέλουµε να διορθώσουµε/ελέγξουµε τα αποτελέσµατα (πιο
απλά να λάβουµε υπόψη µας). Η υπόθεση που ϑέλουµε να ελέγξουµε εδώ είναι «ανεξαρτησία
των µεταβλητών X και Y για όλα τα επίπεδα του συγχυτικού παράγοντα Z» δηλαδή

H0 : OR1 = OR2 = . . . = ORK = 1 .

Αν για κάθε επίπεδο k έχουµε τον ακόλουθο πίνακα
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Z=k
X: Y Περ.Κατ.

1: Ναι 2: ΄Οχι X
1 n11k n12k n1.k
2 n21k n22k n2.k

Περ.Κατ. Y n.1k n.2k n..k
Υποθέτοντας σταθερές περιθώριες κατανοµές και ανεξαρτησία συνεπάγεται

n11k ∼ HyperGeometric(n1.k, n2.k, n.1k)

όπου HyperGeometric(m, n, N) είναι η υπεργεωµετρική κατανοµή µε συνάρτηση πιθανότητας

f (x) =


 n

x





 m

N − x





 n +m

N




,

µέση τιµή E(X) = Np = N n
(n+m)

και διακύµανση V (X) = Np(1− p)n+m−Nn+m−1
= N nm

(n+m)2
n+m−N
n+m−1

.
Συνεπώς υπό την H0 ϑα έχουµε

E(n11k) =
n1.kn.1k

n..k
V (n11k) =

n1.kn2.kn.1kn.2k

n2..k(n..k − 1)
.

Αν ισχύει η H0, ο συνολικός αριθµός (αθροίζοντας ως προς το συγχυτικό παράγοντα) των κελιών
11 ϑα δίνεται ως

E =
K∑

k=1

E(n11k) =
K∑

k=1

n1.kn.1k

n..k
και το οποίο ϑα πρέπει να συγκριθεί µε τη αντίστοιχη παρατηρούµενη ποσότητα O = n11. =
∑K
k=1 n11k . Κάτω από την H0, E(O) = E και V (O) =

∑K
k=1 V (n11k) = V . ΄Ετσι κατασκευάζουµε

τον έλεγχο Mantel-Haenszel µε τη χρήση της συνάρτησης ελέγχου:

χ2
MH =

(|O − E| − 1/2)2

V
∼ χ2

1

Παράδειγµα 5.6 (αποτελέσµατα).

Στο παραπάνω παράδειγµα έχουµε

O = n111 + n112 = 120 + 161 = 281
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E1 =
231× 200

466
= 99.1, E2 =

278× 291

532
= 152.1 ⇔ E = 99.1 + 152.1 = 251.2

V1 =
231× 235× 200× 266

4662 × 465
= 28.6

V2 =
291× 241× 278× 254

5322 × 531
= 32.95

V = V1 + V2 = 28.6 + 32.95 = 61.55

Συνεπώς χ2
MH = (|281−251.2|−1/2)2

61.55
= 13.94 > 3.84 = χ2

1,0.95, p − value = 0.0001887 άρα α-
πορρίπτουµε την µηδενική υπόθεση και συνεπώς υπάρχει σχέση παθητικού καπνίσµατος και
καρκίνου ακόµα και αν ελέγξουµε/διορθώσουµε για το ατοµικό κάπνισµα (ή απλά λάβουµε
υπόψη µας το προσωπικό κάπνισµα).

5.4.1 ∆ιαφοροποίηση Επιδράσεων (Effect Modification).

Στον προηγούµενο έλεγχο, εξετάζουµε αν υπάρχει ανεξαρτησία νόσου-παράγοντα κινδύνου για
κάθε επίπεδο ενός συγχυτικού παράγοντα. Αν απορριφθεί η υπό-συνθήκη ανεξαρτησία νόσου-
παράγοντα κινδύνου µας ενδιαφέρει να δούµε κατά πόσο η σχέση παραµένει ίδια για τα διάφορα
επίπεδα του συγχυτικού παράγοντα. Σε αυτή την ενότητα ϑα δούµε τη δοκιµασία που µπορούµε
να χρησιµοποιήσουµε για τον έλεγχο της οµοιογένειας των ΛΣΠ. Πριν προχωρήσουµε στον
έλεγχο ϑα δώσουµε τον ορισµό του «διαφοροποιητή επιδράσεων» (effect modifier).

Ορισµός 5.8 Αν η µορφή και η ισχύς της σχέσης νόσου-παράγοντα κινδύνου αλλάζει για δια-

ϕορετικά επίπεδα ενός συγχυτικού παράγοντα τότε υπάρχει αλληλεπίδραση παράγοντα κινδύνου

και συγχιτικού παράγοντα πάνω στη νόσο ή αλλιώς διαφοροποίηση της επίδρασης του συγχυτικού

παράγοντα στη νόσο για διαφορετικά επίπεδα του συγχυτικού παράγοντα (effect modification).

Αυτός ο συγχυτικός παράγοντας ονοµάζεται διαφοροποιητής επιδράσεων (effect modifier) του πα-

ϱάγοντα κινδύνου στη νόσο.

Στο παράδειγµα 5.6 ϕαίνεται ότι το ατοµικό κάπνισµα διαφοροποιεί τις επιδράσεις του
παθητικού καπνίσµατος στον καρκίνο εφόσον οι δύο ΛΣΠ απέχουν αρκετά µεταξύ τους (1.3 για
τους καπνιστές και 2.1 για τους µη καπνιστές). Αν κάνουµε τον έλεγχο οµοιογένειας ΛΣΠ που
ακολουθεί ϑα δούµε ότι η διαφορά είναι οριακά στατιστικά σηµαντική δηλαδή σηµαντική σε
επίπεδο σηµαντικότητας 10% αλλά όχι σε επίπεδο σηµαντικότητας 5%.

Συνεπώς εδώ ϑα ελέγξουµε την υπόθεση H0 : OR1 = OR2 = . . . = ORK έναντι της εναλλακτι-
κής H1 : ORi 6= ORj για κάποιο συνδυασµό επιπέδων i 6= j του συγχυτικού παράγοντα.

Ο έλεγχος οµοιογένειας των ΛΣΠ χρησιµοποιεί τον ακόλουθο τύπο

χ2
HOM =

K∑

k=1

wk

(
log ÔRk − logOR

)2 ∼ χ2
K−1
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µε

wk =
1

Var(log ÔRk)
=

(
1

n11k
+

1

n12k
+

1

n21k
+

1

n22k

)−1

,

logOR =

∑K
k=1wk log ÔRk∑K

k=1wk
και ÔRk =

n11kn22k

n12kn21k
.

Εναλλακτικός τύπος είναι ο ακόλουθος

χ2
HOM =

K∑

k=1

wk

(
log ÔRk

)2 −
(∑K

k=1wk log ÔRk
)2

∑K
k=1wk

.

Παράδειγµα 5.6 (αποτελέσµατα ΙΙ).

Εφαρµόζοντας τον τελευταίο τελευταίο τύπο έχουµε

log ÔR1 = log
120× 155

80× 111
= log 2.0945 = 0.7394

log ÔR2 = log
161× 124

130× 117
= log 1.3126 = 0.2720

w1 =
(

1

120
+

1

111
+

1

80
+

1

155

)−1

= (0.0083 + 0.0090 + 0.0125 + 0.0065)−1

= 1/0.0363 = 27.55

w2 =
(

1

161
+

1

117
+

1

130
+

1

124

)−1

= (0.0062 + 0.0085 + 0.0077 + 0.0081)−1

= 1/0.0305 = 32.79

Συνεπώς

χ2
HOM = 27.55× (0.7394)2 + 32.79× (0.272)2 − (27.55× 0.7394 + 32.79× 0.272)2

27.55 + 32.79

= 15.06 + 2.43− 857.866

60.34
= 3.27 ⇔ p − value = 0.070

Εφόσον χ2
HOM = 3.27 < χ2

1,0.95 = 3.84 δεν απορρίπτουµε την H0 ότι οι ΛΣΠ της σχέσης
παθητικού καπνίσµατος - καρκίνου είναι ίσοι για τους καπνιστές και µη καπνιστές σε επίπεδο
σηµαντικότητας 5%.

5.4.2 Εκτίµηση Κοινού ΛΣΠ για Στρωµατοποιηµένα ∆εδοµένα.

΄Οταν ο έλεγχος οµοιογένειας (ή ισότητας) των ΛΣΠ δεν απορριφθεί τότε µας ενδιαφέρει να
εκτιµήσουµε τον κοινό ΛΣΠ λαµβάνοντας όµως υπόψη και το συγχυτικό παράγοντα. Αυτό
γίνεται µε τον εκτιµητή κοινου ΛΣΠ των Mantel-Haenszel και δίνεται από τον τύπο

ÔRMH =

∑K
k=1 n11kn22k/n..k∑K
k=1 n12kn21k/n..k .
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Η διακύµανση του λογαρίθµου του παραπάνω εκτιµητή δίνεται από τον ακόλουθο τύπο

Var(log ÔRMH) =

∑K
k=1 PkRk

2
(∑K

k=1 Rk
)2 +

∑K
k=1(PkSk + QkRk)

2
(∑K

k=1 Rk
) (∑K

k=1 Sk
) +

∑K
k=1QkSk

2
(∑K

k=1 Sk
)2

µε

Pk = n11k + n22k

Qk = n12k + n21k

Rk = n11kn22k/n..k
Sk = n12kn21k/n..k .

Και ϕυσικά υπολογίζουµε ένα (1− α)100% διάστηµα εµπιστοσύνης για το λογάριθµο του ΛΣΠ
από τον τύπο

log ÔRMH ± z1−α/2
√
Var(log ÔRMH)

ενώ για το ΛΣΠ δίνεται από το διάστηµα
(
elog ÔRMH−z1−α/2

√
Var(log ÔRMH), elog ÔRMH+z1−α/2

√
Var(log ÔRMH)

)
.

Παράδειγµα 5.6 (αποτελέσµατα ΙΙΙ).

Στο παράδειγµά µας έχουµε

ÔRMH =
120× 155/466 + 161× 124/532

80× 111/466 + 130× 117/532
= 1.63.

Επιπλέον Var(log ÔRMH) = 0.01646 συνεπώς ένα 95% ∆Ε δίνεται από τον τύπο

log 1.63± 1.96
√

0.01646 ⇔ (0.234, 0.737).

Τέλος το 95% ∆Ε είναι ίσο µε (e0.234, e0.737) = (1.26, 2.09).

5.4.3 Εφαρµογή Στρωµατοποιηµένης Ανάλυσης µε τη χρήση του SPSS.

Για να εφαρµόσουµε την παραπάνω ανάλυση στο SPSS (version 13) ακολουθούµε τα εξής
ϐήµατα

1. Analyze>Descriptives>Crosstabs: Από το αρχικό µενού επιλέγουµε Analyze>
Descriptives>Crosstabs.

2. Σε κάθε κουτί της ανάλυσης Crosstabs εισάγουµε τις ακόλουθες µεταβλητές
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(α΄) ROWS ⇒ Cancer: Στο κουτί των γραµµών τοποθετούµε τη µεταβλητή που δηλώνει
την παρουσία νόσου (στο παράδειγµα 5.6 είναι ο καρκίνος).

(ϐ΄) COLUMNS ⇒ Passive Smoker: Στο κουτί των στηλών τοποθετούµε τη µεταβλητή
που δηλώνει τον παράγοντα κινδύνου ή την έκθεση στον κίνδυνο (στο παράδειγµα
5.6 είναι το παθητικό κάπνισµα).

(γ΄) LAYER ⇒ Personal Smoking: Στο κουτί των στηλών τοποθετούµε το συγχυτικό
παράγοντα (στο παράδειγµα 5.6 είναι το ατοµικό κάπνισµα).

3. STATISTICS > Cohran’s and Mantel-Haenszel Statistics
√

: Επιλέ-
γουµε το κουτί επιλογών STATISTICS στο κάτω µέρος του µενού Crosstabs και τσε-
κάρουµε τις επιλογές για τα στρωµατοποιηµένα δεδοµένα: Cohran’s and Mantel-Haenszel

Statistics. Επίσης δίνεται και η περίπτωση να ελέγξουµε την υπόθεση H0 : ORMH = δ

(δηλαδή ότι ο κοινός ΛΣΠ είναι ίσος µε δ). Η τιµή που δίνει το πακέτο αν εµείς δεν
παρέµβουµε είναι το ένα δηλαδή ανεξαρτησία µεταξύ νόσου-παράγοντα κινδύνου.

Τα αποτελέσµατα δίνουν τρεις Πίνακες αποτελεσµάτων ανάλυση των οποίων ακολουθεί :

ΠΙΝΑΚΑΣ 1 Tests of Homogeneity of the Odds Ratio: Ο πίνακας αυτός δίνει δύο ελέγ-
χους (των Breslow-Day και Tarone) για την οµοιογένεια - ισότητα των ΛΣΠ. Στο παράδειγ-
µα 5.6 και οι δύο έλεγχοι δίνουν χ2

MH = 3.27 και p-value=0.070 όποτε δεν απορρίπτουµε
την υπόθεση ισότητας των ΛΣΠ για επίπεδο 5% (τα αποτελέσµατα είναι όµοια µε αυτά που
ϐρήκαµε και εµείς στην αντίστοιχη ενότητα).

ΠΙΝΑΚΑΣ 2 Tests of Conditional Independence: Ο Πίνακας δίνει τους ελέγχους του Coh-
ran και των Mantel-Haenszel για την υπό-συνθήκη ανεξαρτησία νόσου-παράγοντα κιν-
δύνου. Οι δύο έλεγχοι δίνουν κοντινά αποτελέσµατα. Για τον έλεγχο Mantel-Haenszel
έχουµε χ2

MH = 13.94 και p-value=0.000 (όµοια µε τα αποτελέσµατα της αντίστοιχης ενό-
τητας) συνεπώς υπάρχει σχέση παθητικού καπνίσµατος και νόσου ακόµα και αν λάβουµε
υπόψη µας το ατοµικό κάπνισµα.

ΠΙΝΑΚΑΣ 3 Mantel-Haenszel Common Odds Ratio Estimate: Ο Πίνακας αυτός δίνει τα
στοιχεία για τον κοινό εκτιµητή ΛΣΠ. Τον πίνακα αυτό πρέπει να τον συµβουλευόµα-
στε µόνο όταν δεν απόρρίπτουµε την υπόθεση οµοιογένειας των ΛΣΠ στον Πίνακα 1. Τα
αποτελέσµατα του Πίνακα 3 είναι τα ακόλουθα:

1. Estimate: Ο εκτιµητής του κοινού ΛΣΠ (ÔRMH )

2. ln(Estimate): Ο εκτιµητής του λογάριθµου του κοινού ΛΣΠ (log ÔRMH )
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3. Std. Error of ln(Estimate): Το τυπικό σφάλµα του λογάριθµου του κοινού ΛΣΠ
(
√
Var(log ÔRMH))

4. Asymp. Sig. (2-sided): Το p-value για τον έλεγχο H0 : ÔRMH = δ (η τιµή δ δίνεται
στις επιλογές Statistics του µενού Crosstabs).

5. Asymp. 95% Confidence Interval, Common Odds Ratio: 95% διάστηµα εµπι-
στοσύνης για τον κοινό ΛΣΠ.

6. Asymp. 95% Confidence Interval, ln(Common Odds Ratio): 95% διάστηµα
εµπιστοσύνης για το λογάριθµο του κοινού ΛΣΠ.

Στο παράδειγµα 5.6 παίρνουµε τα ακόλουθα αποτελέσµατα

1. Estimate: 1.625 .

2. ln(Estimate): 0.486 .

3. Std. Error of ln(Estimate): 0.128 .

4. Asymp. Sig. (2-sided): 0.000 για δ = 1 και 0.903 για δ = 1.6 .

5. Asymp. 95% Confidence Interval, Common Odds Ratio: 1.264 - 2.090 .

6. Asymp. 95% Confidence Interval, ln(Common Odds Ratio): 0.234 - 0.737 .

5.4.4 Εκτίµηση ΛΣΠ σε Μελέτες εξοµοιωµένων Ϲευγών.

Υπάρχει άµεση σχέση της δοκιµασίας McNemar και της προσέγγισης των Mantel-Haenszel.
Στις εξοµοιωµένες µελέτες έχουµε Ϲευγάρια ατόµων µε ίδια χαρακτηριστικά όσον αφορά τους
συγχυτικούς παράγοντες. ΄Αρα ϕανταστείτε τους 2 × 2 πίνακες που σχηµατίζονται για κάθε
εξοµοιοµένο Ϲευγάρι δηλαδή k = 1, 2, . . . , n, όπου n είναι το σύνολο των εξοµοιωµένων Ϲευγών.
΄Ετσι ϑα πρέπει να υπολογίσουµε

ÔRMH =

∑n
k=1 N11kN22k/N..k∑n
k=1 N12kN21k/N..k

όπου Nijk είναι ο αριθµός των ατόµων σε κάθε Ϲευγάρι που αντιστοιχεί στο συνδυασµό i, j των
µεταβλητών οµάδα/θεραπεία - νόσος για το k εξοµοιοµένο Ϲευγάρι (χρησιµοποιούµε Nijk για τα
δεδοµένα κάθε Ϲεύγους και nij για τα δεδοµένα του συνολικού πίνακα των εξοµοιοµένων τιµών).

Σε αυτή την περίπτωση έχουµε για τα Ϲευγάρια των ασθενών οµάδας/θεραπείας Α και Β
τους ακόλουθους συνδυασµούς : έχουν τη νόσο και οι δύο ασθενείς (1,1), έχει τη νόσο µόνο ο Α
ασθενής (1,2), έχει τη νόσο µόνο ο Β ασθενής (2,1) και κανένας από τους δύο δεν έχει τη νόσο
(2,2). ΄Ετσι έχουµε τον παρακάτω πίνακα
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Ζευγάρι ΝΟΣΟΣ Πλήθος Ζευγών
(A = i, B = j) Οµάδα ΝΑΙ (1) ΟΧΙ (2) N11kN22k/N..k N11kN22k/N..k nij

(1,1) Α (1) 1 0 1× 0/2 = 0 1× 0/2 = 0 n11

Β (2) 1 0
(1,2) Α (1) 1 0 1× 1/2 = 1/2 0× 0/2 = 0 n12

Β (2) 0 1
(2,1) Α (1) 0 1 0× 0/2 = 0 1× 1/2 = 0 n21

Β (2) 1 0
(2,2) Α (1) 0 1 0× 1/2 = 0 0× 1/2 = 0 n22

Β (2) 0 1

από τον οποίο προκύπτει ότι

ÔRMH =
0× n11 + 1

2
n12 + 0× n21 + 0× n22

0× n11 + 0× n12 + 1
2
n21 + 0× n22

= n12/n21

όπου nij είναι το πλήθος των Ϲευγών των ατόµων των οµάδων Α και Β µε αποτέλεσµα (νόσο) i και
j αντίστοιχα. Συνεπώς

ÔR =
n12

n21

ενώ η διακύµανση του λογαρίθµου του παραπάνω εκτιµητή δίνεται από τον τύπο

Var(log ÔR) =
1

n12

+
1

n21

.

Χρησιµοποιώντας τα παραπάνω µπορούµε να υπολογίσουµε 100(1− α)% διαστήµατα εµπιστο-
σύνης για το λογάριθµο του ΛΣΠ από τον τύπο

log
n12

n21

± z1−α/2

√
1

n12

+
1

n21

και για το ΛΣΠ από τον τύπο

e

log
n12
n21

−z1−α/2
√

1
n12

+ 1
n21 , e

log
n12
n21

+z1−α/2
√

1
n12

+ 1
n21


 .

Παράδειγµα 5.3 (Αποτελέσµατα).

Γυρίζοντας στο παράδειγµα 5.3, Πίνακα 5.2.1 ϐρίσκουµε ότι ο ΛΣΠ είναι ίσος µε ÔR = 16/5 =

3.2 συνεπώς «η σχετική πιθανότητα επιβίωσης για την οµάδα/θεραπεία Α είναι (περίπου) τρι-
πλάσια της αντίστοιχης σχετικής πιθανότητας για την οµάδα Β».

Επιπλέον Var(log ÔR) = 1/5+1/16 = 0.2625 ενώ το 95% ∆Ε για το Var(logOR) δίνεται από
τον τύπο

log 3.2± 1.96
√

0.2625 ⇔ (0.159, 2.170)
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και το 95% ∆Ε για το OR δίνεται από τον τύπο

(e0.159, e2.170) ⇔ (1.17, 8.73) .

Παρόµοια είναι η διαδικασία αν πάρουµε τον αντίστροφο ΛΣΠ. Συνεπώς ÔR−1
= 5/16 =

0.3125 το οποίο σηµαίνει ότι «η σχετική πιθανότητα επιβίωσης για την οµάδα/θεραπεία Β είναι
περίπου 70% µικρότερη της αντίστοιχης σχετικής πιθανότητας για την οµάδα Α» ή εναλλακτι-
κά «η σχετική πιθανότητα ϑανάτου για την οµάδα/θεραπεία Α είναι περίπου 70% µικρότερη
της αντίστοιχης σχετικής πιθανότητας για την οµάδα Β». Το διαστηµα εµπιστοσύνης για την
ποσότητα αυτή είναι ίσο µε

(0.3125× e−1.96
√

0.2625, 0.3125× e1.96
√

0.2625) ⇔ (0.11, 0.85) .
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Κεφάλαιο 6

Υπολογισµός Μεγέθους ∆είγµατος

6.1 Υπολογισµός Μεγέθους ∆είγµατος για 2 ∆ιωνυµικά Πο-

σοστά

Για να υπολογίσουµε το απαιτούµενο µέγεθος δείγµατος πρέπει να προκαθορίσουµε το επίπεδο
σηµαντικότητας α (συνήθως 0.05) και την ισχύ (1− �) του ελέγχου µε την οποία εντοπίζει σωστα
µια απόκλιση από την H0 ίση µε δ.

6.1.1 Ανεξάρτητα ∆είγµατα

Στην περίπτωση αυτή ϑέλουµε να ελέγξουµε την υπόθεση H0 : π1 = π2 έναντι της εναλλακτικής
H1 : π1 6= π2. Αν η H0 είναι αληθής τότε δεν την απορρίπτουµε µε πιθανότητα 1 − α (από τον
τρόπο κατασκευής του ελέγχου). Επιπλέον αν στην πραγµατικότητα ισχύει ότι H1 : |π1 − π2| =
δ > 0 τότε ϑα πρέπει να απορρίπτουµε την H0 µε πιθανότητα 1 − �. ΄Ετσι υπολογίζουµε το
µέγεθος δείγµατος το οποίο ικανοποιεί τη συνθήκη

P(Απόρριψη H0| |π1 − π2| = δ) = 1− �

και καταλήγουµε στον τύπο

n1 =
1

δ2

(
z1−�

√
π1(1− π1) + π2(1− π2)/k + z1−α/2

√
π(1− π)(1 + 1/k)

)2

(6.1)

όπου n2 = kn1, π1 και π2 είναι τα ποσοστά επιτυχία σε κάθε δείγµα. Οι ποσότητες αυτές
συνήθως ϐρίσκονται από τη ϐιβλιογραφία ή από µικρές πιλοτικές έρευνες. Επιπλέον το κοινό
ποσοστό π δίνεται από τον τύπο π = (π1 + kπ2)/(1 + k).

΄Ασκηση 6.1 Να αποδειχθεί ο παραπάνω τύπος.

107
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΄Ασκηση 6.2 Να ϐρεθεί το µέγεθος δείγµατος για τον αντίστοιχο µονόπλευρο έλεγχο.

Παράδειγµα 6.1 ΄Εστω ότι το ποσοστό εµφάνισης µίας νόσου είναι 150 ανά 100000 άτοµα και

ϑέλουµε να εντοπίσουµε µια µείωση του κινδύνου κατά δ = 20 ποσοστιαίες µονάδες. Να ϐρεθεί

το µέγεθος δείγµατος αν υποθέσουµε ίσο αριθµό ατόµων στις 2 οµάδες.

΄Ασκηση 6.3 Στο παραπάνω παράδειγµα να ϐρεθεί το µέγεθος δείγµατος αν η πρώτη οµάδα έχει

το µισό αριθµό ατόµων από ότι η δεύτερη.

6.1.2 Εξαρτηµένα ∆είγµατα

Στην περίπτωση αυτή ϑέλουµε να ελέγξουµε την υπόθεσηH0 : πAD = 1/2 έναντι της εναλλακτικής
H1 : πAD 6= 1/2, όπου πAD = n21/nD. Αν η H0 είναι αληθής τότε δεν την απορρίπτουµε µε
πιθανότητα 1− α (από τον τρόπο κατασκευής του ελέγχου). Επιπλέον αν στην πραγµατικότητα
ισχύει ότι H1 : πAD = πA1D τότε ϑα πρέπει να απορρίπτουµε την H0 µε πιθανότητα 1 − �. ΄Ετσι
υπολογίζουµε το µέγεθος δείγµατος το οποίο ικανοποιεί τη συνθήκη

P(Απόρριψη H0|πAD = πA1D) = 1− �

και καταλήγουµε στον τύπο

nD =

(
2z1−�

√
πA1D(1− πA1D) + z1−α/2

)2

4(1/2− πA1D)2
.

΄Οµως από το παραπάνω µπορούµε να υπολογίσουµε το nD και όχι το συνολικό µέγεθος του
δείγµατος. ΄Ετσι µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε µια εκτίµηση του ποσοστού των δυσαρµονι-
κών Ϲευγών δηλαδή να ϑέσουµε πD = nD/n συνεπώς

n = nD/πD =

(
2z1−�

√
πA1D(1− πA1D) + z1−α/2

)2

4(1/2− πA1D)2πD
.

Προσοχή το παραπάνω νούµερο αναφέρεται σε αριθµό Ϲευγαριών άρα το πραγµατικό µέγεθος
δείγµατος που ϑα πάρουµε στην πράξη είναι ίσο µε 2n.

΄Ασκηση 6.4 Να αποδειχθεί ο παραπάνω τύπος.

΄Ασκηση 6.5 Να ϐρεθεί ο αντίστοιχος τύπος για τους αντίστοιχους µονόπλευρους ελέγχους.

Παράδειγµα 6.2 ΄Εστω ότι έχουµε 2 ϑεραπείες Α και Β σε µια εξοµοιωµένη µελέτη. Από προη-

γούµενες µελέτες γνωρίζουµε ότι το ποσοστό συµφωνίας των δύο ϑεραπειών είναι ίσο µε 85%.

Επιπλέον ϑέλουµε να απορρίπτεται η H0 µε ισχύ 90% όταν η αναλογία µεταξύ των δύο τύπων

ασυµφωνίας είναι 2 προς 1. Να ϐρεθεί ο αριθµός των Ϲευγών και το συνολικό µέγεθος του δείγ-

µατος.
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6.1.3 Μέγεθος δείγµατος σε Κλινικές ∆οκιµές: Ανεξάρτητα ∆είγµατα,

∆ίτιµες Μεταβλητές µε Αλλαγές στην Θεραπεία των Ασθενών

Οι παραπάνω υπολογισµοί υποθέτουν το µέγεθος δείγµατος χωρίς να λαµβάνουν υπόψη τους ότι
στην πράξη πολλοί ασθενείς δεν ακολουθούν ακριβώς τις οδηγίες του πρωτοκόλλου. ΄Ετσι πολλοί
ασθενείς έχουν ανατεθεί στην οµάδα ϑεραπείας τελικά µπορεί στην πραγµατικότητα να µην
λάβουν ϑεραπεία διότι πολύ απλά δεν ακολούθησαν τις απαιτούµενες οδηγίες (ξεχνούσαν δόσεις,
δεν έπαιρναν τα ϕάρµακα στα σωστά χρονικά σηµεία ή στις απαιτούµενες δόσεις). Αντίστοιχα
υπάρχουν και οι περιπτώσεις (οι οποίες είναι λιγότερες) όπου κάποιος από την οµάδα ελέγχου
λαµβάνει λανθασµένα να ϑεραπεία.

Ορισµός 6.1 Ρυθµός Εγκατάλειψης (drop-out rate) ϑεραπείας είναι η αναλογία των ασθε-

νών της οµάδας ενεργής ϑεραπείας που δε συµµορφώνονται µε τους κανόνες του πρωτοκόλλου,

δηλαδή αποτυγχάνουν να λάβουν σωστή και ολοκληρωµένη ϑεραπεία.

Ορισµός 6.2 Ρυθµός Εισαγωγής (drop-in rate) στην οµάδα ϑεραπείας είναι η αναλογία των

ασθενών της οµάδας ελέγχου (µη ενεργής ϑεραπείας ή ψευδοφαρµάκου) που τελικά έλαβαν

ενεργή ϑεραπεία.

Χρησιµοποιούµε τους ακόλουθους συµβολισµούς

• λ1: Ρυθµός Εγκατάλειψης ϑεραπείας (drop-out rate).

• λ2: Ρυθµός εισαγωγής στην οµάδα ϑεραπείας (drop-in rate).

• π1: Πιθανότητα ενός δυσµενούς γεγονότος (π.χ. ϑανάτου ή κάποιων συµπτωµάτων) για τα
άτοµα που όντως έλαβαν ϑεραπεία.

• π2: Πιθανότητα ενός δυσµενούς γεγονότος (π.χ. ϑανάτου ή κάποιων συµπτωµάτων) για τα
άτοµα που όντως δεν έλαβαν ϑεραπεία.

• π∗1 : Παρατηρούµενος κίνδυνός στην οµάδα ϑεραπείας.

• π∗2 : Παρατηρούµενος κίνδυνός στην οµάδα ελέγχου.

Εµείς στην πράξη συγκρίνουµε π∗1 και π∗2 διότι δεν µπορούµε να εντοπίσουµε τους ασθενείς
που δε συµµορφώθηκαν µε το πρωτόκολλο και άλλαξαν ϑεραπεία τα οποία δίνονται από τους
τύπους :

π∗1 = P(γεγονός|ϑεραπεία)
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= P(γεγονός, συµµόρφωση ασθενή|ϑεραπεία)

+P(γεγονός,µη συµµόρφωση ασθενή|ϑεραπεία)

= P(γεγονός|συµµόρφωση ασθενή, ϑεραπεία)P(συµµόρφωση ασθενή|ϑεραπεία)

+P(γεγονός|µη συµµόρφωση ασθενή, ϑεραπεία)P(µη συµµόρφωση ασθενή|ϑεραπεία)

= π1(1− λ1) + π2λ1.

΄Οµοια ϐρίσκουµε

π∗2 = P(γεγονός|οµ.ελέγχου)

= P(γεγονός, συµµόρφωση ασθενή|οµ.ελέγχου)

+P(γεγονός,µη συµµόρφωση ασθενή|οµ.ελέγχου)

= P(γεγονός|συµµόρφωση ασθενή, οµ.ελέγχου)P(συµµόρφωση ασθενή|οµ.ελέγχου)

+P(γεγονός|µη συµµόρφωση ασθενή, οµ.ελέγχου)P(µη συµµόρφωση ασθενή|οµ.ελέγχου)

= π2(1− λ2) + π1λ2.

Στα πλαίσια µιας κλινικής δοκιµής εµείς παρατηρούµε και εκτιµούµε τις ποσότητες π∗1 και
π∗2 . Αν τις αφαιρέσουµε έχουµε

π∗1 − π∗2 = π1(1− λ1) + π2λ1 − π2(1− λ2)− π1λ2 = (π1 − π2)(1− λ1 − λ2).

Η παραπάνω ποσότητα ονοµάζεται και «αποδιδόµενος κίνδυνος υπό το καθεστώς µη συµµόρ-
ϕωσης πρωτοκόλλου» (compliance-adjusted risk difference, ϐλ. Rosner, 1994, σελ. 390).
Προφανώς όταν δεν υπάρχει πρόβληµα µη συµµόρφωσης των ασθενών στους κανόνες του πρω-
τοκόλλου τότε λ1 = λ2 = 0 οπότε και π∗1 = π1, π∗2 = π2.

΄Εστω ότι ϑέλουµε να εντοπίσουµε µια διαφορά δ = |π1 − π2|. Εµείς ϐασιζόµαστε στον τύπο
για δύο ανεξάρτητα δείγµατα µε n1 = n2 = n (τύπος 6.1) οπότε

n =
1

δ∗2

(
z1−�

√
π∗1(1− π∗1) + π∗2(1− π∗2) + z1−α/2

√
2π∗(1− π∗)

)2

.

Στον παραπάνω τύπο αντικαθιστούµε τις παρακάτω ισότητες

π∗1 = π1(1− λ1) + π2λ1

π∗2 = π2(1− λ2) + π1λ2

π∗ = (π∗1 + π∗2)/2 = (π1 + π2)/2− (λ1 − λ2)(π1 − π2)/2 = π − (λ1 − λ2)(π1 − π2)/2

δ∗ = |π∗1 − π∗2 | = |π1 − π2|(1− λ1 − λ2) = δ(1− λ1 − λ2)

και ϐρίσκουµε το µέγεθος δείγµατος.
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Για µικρούς ϱυθµούς µη συµµόρφωσης (λ1, λ2 ≤ 0.10) µπορούµε να ϑέσουµε π∗1 ≈ π1,
π∗2 ≈ π2 και π∗ ≈ π οπότε

n ≈
(
z1−�

√
π1(1− π1) + π2(1− π2) + z1−α/2

√
2π(1− π)

)2

δ2
× 1

(1− λ1 − λ2)2

δηλαδή
n(µη συµ.)

1 = n(µη συµ.)
2 ≈ n(απόλ.συµ.) × 1

(1− λ1 − λ2)2
.

όπου n(µη συµ.)
1 , n(µη συµ.)

2 είναι τα µεγέθη κάθε οµάδας υπό το καθεστώς µη συµµόρφωσης στους
κανόνες του πρωτοκόλλου και n(απόλ.συµ.) είναι το µέγεθος κάθε οµάδας υπό το καθεστώς α-
πόλυτης (ή πλήρους) συµµόρφωσης στους κανόνες του πρωτοκόλλου (για λεπτοµέρειες ϐλέπε
Rosner, 1994, σελ. 389–392). Η ποσότητα 1

(1−λ1−λ2)2
µπορεί να ϑεωρηθεί ως διόρθωση λόγω

της µη συµµόρφωσης στους κανόνες του πρωτοκόλλου.

Παράδειγµα 6.3 ΄Ενα ιατρικό κέντρο ϑέλει να διενεργήσει µία πενταετούς διάρκειας κλινική

δοκιµή για να µελετήσει την πιθανή προστατευτική δράση της ασπιρίνης στην µυοκαρδιακή α-

νεπάρκεια (myocardial infraction). Η πιθανότητα εµφάνισης της νόσου σε κανονικό πληθυσµό

είναι ίση µε 0.5% ανά έτος. Επιπλέον, από τη ϐιβλιογραφία είναι γνωστό ότι η ασπιρίνη εµποδίζει

την εµφάνιση του 20% των επεισοδίων. Υποθέτοντας ϱυθµούς εγκατάλειψης ϑεραπείας λ1 και

εισαγωγής στην οµάδα ϑεραπείας λ2 ίσους µε 10% και 5% αντίστοιχα να ϐρεθεί το µέγεθος δείγ-

µατος που εντοπίζει την παραπάνω διαφορά µε ισχύ 80% για έναν δίπλευρο έλεγχο µε επίπεδο

σηµαντικότητας 5%.
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Κεφάλαιο 7

Λογιστική Παλινδρόµηση (Logistic

Regression)

7.1 Εισαγωγή

Στο κεφάλαιο 3 είδαµε πως µπορεί να αναλυθεί µια κατηγορική µεταβλητή, για παράδειγµα
η παρουσία ή όχι µιας ασθένειας, σε σχέση µε την έκθεση ή µη σε ένα παράγοντα κινδύ-
νου. Είδαµε επίσης µέτρα κινδύνου, όπως ο αποδιδόµενος και σχετικός κίνδυνος και τον λόγο
συµπληρωµατικών πιθανοτήτων. Η µορφή αυτή στατιστικής ανάλυσης κυριαρχεί σε πολλές ε-
πιδηµιολογικές µελέτες. Στην πραγµατικότητα όµως, οι περισσότερες ασθένειες είναι σύνθετες
και πολυπαραγοντικές. Αυτό σηµαίνει πως πολύ σπάνια η παρουσία ή εξέλιξη µιας ασθένειας
εξαρτάται µόνο από ένα παράγοντα κινδύνου.

Σε σύγχρονες επιδηµιολογικές µελέτες καθώς και σε κλινικές δοκιµές, οι ερευνητές µελετούν
και καταγράφουν µια σειρά από παραµέτρους που µπορεί να επηρεάζουν την εξέλιξη µιας
νόσου, όπως δηµογραφικά στοιχεία, κλινικά και γενετικά χαρακτηριστικά και άλλα. Σε µια
µελέτη µε σκοπό να αξιολογηθεί ο κίνδυνος επανεµφάνισης εµφράγµατος, σε ασθενείς που
έχουν ήδη υποστεί ένα επεισόδιο εµφράγµατος, η διακοπή ή όχι του καπνίσµατος αποτελεί ένα
σηµαντικό παράγοντα κινδύνου, παράλληλα όµως µε την ηλικία του ασθενούς, τις διατροφικές
συνήθειες, σωµατική άσκηση καθώς και την πιθανή ϕαρµακευτική αγωγή που ακολουθεί ο
ασθενής. Ως εκ τούτου, ϑα ϑέλαµε να υπολογίσουµε πως συνεπιδρούν, αλληλεπιδρούν και
σχετίζονται αυτά τα χαρακτηριστικά, τόσο µεµονωµένα όσο και από κοινού, µε την πιθανότητα
εµφάνισης ενός δεύτερου εµφράγµατος.

Για το σκοπό αυτό είναι απαραίτητη η χρήση πιο εξειδικευµένων εργαλείων στατιστικής α-
νάλυσης. Στην κλασσική στατιστική, η χρήση µοντέλων γραµµικής παλινδρόµησης είναι η πιο

113
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συνηθισµένη µέθοδος πολυµεταβλητής ανάλυσης. Σε ϐιοστατιστικές µελέτες, όταν η µεταβλη-
τή απόκρισης είναι συνήθως κατηγορική, παρουσία ασθένειας ή όχι, τότε είναι απαραίτητη η
γενίκευση του γραµµικού µοντέλου σε ένα µοντέλο λογιστικής παλινδρόµησης. Στο κεφάλαιο
αυτό ϑα παρουσιάσουµε την µεθοδολογία εφαρµογής µοντέλων λογιστικής παλινδρόµησης, την
ερµηνεία των παραµέτρων, όπως και την στρατηγική δηµιουργίας του καταλληλότερου µοντέ-
λου για τα δεδοµένα. Θα µιλήσουµε επίσης για ελέγχους υποθέσεων και ϑα παρουσιάσουµε
παραδείγµατα ανάλυσης δεδοµένων µε τη χρήση στατιστικών πακέτων.

7.2 Η λογιστική παλινδρόµηση

7.2.1 Εισαγωγή

Θα ξεκινήσουµε µε ένα κλασσικό παράδειγµα επιδηµιολογικής µελέτης. Οι Dixon and Massey
(1983) παρουσίασαν µια µελέτη για την εµφάνιση στεφανιαίας νόσου σε 200 άνδρες σε ένα νο-
σοκοµείο του Λος ΄Αντζελες. Για τα άτοµα αυτά κατέγραψαν αν είχαν υποστεί κάποιο καρδιακό
επεισόδιο κατά τη διάρκεια των τελευταίων 10 ετών (CNT=1) ή οχι (CNT=0) Επίσης ήταν γνω-
στά µια σειρά από άλλα χαρακτηριστικά όπως η ηλικία των ατόµων, µετρήσεις της συστολικής
πίεσης και διαστολικής πίεσης του αίµατος, τα επίπεδα χοληστερόλης, το εύρος και το ϐάρος
των ατόµων. Τα δεδοµένα είναι διαθέσιµα στο διαδίκτυο στη σελίδα statlib . Μια κλασσική επι-
δηµιολογική προσέγγιση ϑα προσπαθούσε να αναλύσει την πιθανότητα εµφάνισης στεφανιαίας
νόσου σε σχέση µε έναν παράγοντα κινδύνου, όπως π.χ. η ηλικία. Στη µελέτη αυτή η ηλικία
µετριέται σε συνεχή κλίµακα αλλά ας υποθέσοµε πως µπορούµε να χωρίσουµε τα άτοµα σε
άνδρες ηλικίας κάτω των 40 ετών και άνω των 40. Τότε µπορούµε. να ϕτιάξουµε τον παρακάτω
2 × 2 πίνακα και να υπολογίσουµε µέτρα κινδύνου.

Πίνακας 7.1: Συχνότητες εµφάνισης στεφανιαίας νόσου ανά ηλικιακή οµάδα

Νόσος
Ηλικία 0: Υγιής 1: Ασθενής Σύνολο
≤ 40 86 6 92
> 40 88 20 108

Σύνολο 174 26 200

Ο σχετικός κίνδυνος εδώ είναι ίσος µε RR = 0.185/0.065 = 2.846. Αυτό σηµαίνει ότι ο
κίνδυνος εµφάνισης στεφανιαίας νόσου σε άνδρες άνω των σαράντα ετών είναι ίσος µε 2.84
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ϕορές (ή 184% µεγαλύτερος) από τον αντίστοιχο κίνδυνο που έχουν οι άνδρες νεώτεροι των 40
ετών. Ο ΛΣΠ υπολογίζεται ως OR = 86 × 20/88 × 6 = 3.25.∆ηλαδή, η σχετική πιθανότητα
εµφάνισης της νόσου σε άνδρες άνω των σαράντα είναι 3.25 ϕορές τον ίδιο κίνδυνο που έχουν
οι νεώτεροι.

Αν και αυτή η µορφή ανάλυσης παρέχει κάποιες πληροφορίες για τον κίνδυνο εµφάνισης
της νόσου ανά ηλικία, ωστόσο είναι ελλιπής αφού δε λαµβάνονται υπόψιν άλλοι σηµαντικοί
παράγοντες που µπορεί να σχετίζονται µε τη στεφανιαία νόσο, όπως µετρήσεις για τη συστολική
και διαστολική πίεση των ανθρώπων αυτών, τα επίπεδα χοληστερόλης, τις διατροφικές συνήθειες
και άλλες µεταβλητές που µπορεί να επηρεάζουν την υγεία των ατόµων που συµµετέχουν στη
µελέτη. Επιπλέον, ο τρόπος που δηµιουργήθηκε ο πίνακας αυτός ϐασίζεται στην αυθαίρετη
διχοτόµηση µιας συνεχούς µεταβλητής. Υπάρχουν αρκετές µελέτες στη ιατρική ϐιβλιογραφία
(Royston, Altman, Sauerbrei) που τονίζουν τα µειονεκτήµατα και προβλήµατα αυτής της στρα-
τηγικής. Πρώτον, δεν υπάρχει καµία επιστηµονική επιχειρηµατολογία που να υπαγορεύει ότι
ο διαχωρισµός των ατόµων πρέπει να γίνει στα 40 έτη. Αν αντί αυτής της ηλικίας επιλεγεί η
ηλικία των πενήντα ετών τότε οι εκτιµήσεις αλλάζουν. Επιπλέον, η απώλεια πληροφορίας από
την κατηγοριοποίηση αυτή είναι πολύ σηµαντική. Ενώ υπάρχουν στοιχεία για την ηλικία των
200 ατόµων, η επιλογή να χωριστούν αυτά τα άτοµα σε 2 µεγάλες οµάδες οδηγεί σε αφελή
συµπεράσµατα. ΄Ετσι, ένας άνδρας 41 ετών ϑεωρείται ότι έχει 225% µεγαλύτερο κίνδυνο να
πάθει στεφανιαία νόσο σε σχέση µε έναν άνδρα που είναι µόλις ένα χρόνο νεώτερος του, ενώ
έχει τον ίδιο ακριβώς κίνδυνο µε ένα άνδρα που µπορεί να είναι 30 χρόνια µεγαλύτερος. Μια
εναλλακτική προσέγγιση ϑα ήταν να χωρισθεί η συνεχής µεταβλητή της ηλικίας σε περισσότερες
από δύο οµάδες, για παράδειγµα σε οµάδες έυρους 10 ετών. Με τον τρόπο αυτό η απώλεια
πληροφορίας είναι µικρότερη, αλλά και πάλι υπάρχει.

Είναι ϕανερό λοιπόν, για να ξεπεραστούν αυτά τα προβλήµατα ϑα ήταν χρήσιµη µια µορφή
ανάλυσης που να είναι στην ίδια λογική µε την ανάλυση παλινδρόµησης. Σε ένα γραµµικό
µοντέλο η ανεξάρτητη µεταβλητή, στο παράδειγµα µας η ηλικία, µπορεί να χρησιµοποιηθεί ως
συνεχής, ενώ ταυτόχρονα µπορούν να συµπεριληφθούν στο στατιστικό µοντέλο και άλλες µετα-
ϐλητές που πιθανών να επηρεάζουν την εξαρτηµένη µεταβλητή. Σε ένα απλό µοντέλο γραµµικής
παλινδρόµησης ο µέσος µιας συνεχούς απόκρισης y µπορεί να περιγραφεί ως µια σχέση µε µια
ανεξάρτητη µεταβλητή Q (συνεχής ή κατηγορική) µε την ακόλουθη σχέση:

E(y|X) = �0 + �1X (7.1)

Μια τέτοια µορφή αναπαράστασης ϑα ήταν πολύ χρήσιµη για να περιγραφεί η σχέση της ηλικίας
µε τον κίνδυνο εµφάνισης στεφανιαίας νόσου. Ωστόσο, η ϐασική υπόθεση που πρέπει να ισχύει
για να έχει νόηµα το γραµµικό µοντέλο (7.1) είναι ότι η εξαρτηµένη µεταβλητή y ακολουθεί
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κανονική κατανοµή. Προφανώς, στο παράδειγµα µας, εξαρτηµένη µεταβλητή είναι η εµφάνιση
ή όχι στεφανιαίας νόσου και ϕυσικά µια δίτιµη µεταβλητή δεν µπορεί να ακολουθεί κανονική
κατανοµή. ΄Επειτα, αυτό που ενδιαφέρει τον ερευνητή εδώ είναι ο κίνδυνος εµφάνισης της
νόσου, µε άλλα λόγια η δεσµευµένη πιθανότητα P(Y = 1|X) να εµφανιστεί η νόσος µε ϐάση
µια οποιαδήποτε έκθεση Q. Συνεπώς, ϑα χρειαζόταν ένα µοντέλο της µορφής:

P(Y = 1|X) = �0 + �1X

Στη περίπτωση αυτή δύο είναι τα προβλήµατα που πρέπει να αντιµετωπισθούν. Πρώτον, το
στατιστικό πρόβληµα ότι η εξαρτηµένη µεταβλητή δεν ακολουθεί κανονική κατανοµή, και δεύ-
τερον, το αριθµητικό πρόβληµα ότι το δεξί µέρος της εξίσωσης ϑα πρέπει να περιοριστεί να δίνει
τιµές στο διάστηµα (0,1). Και τα δύο αυτά ϑέµατα αντιµετωπίζονται µε την χρήση της λογιστικής
παλινδρόµησης, µιας µεθοδολογίας που ανήκει στα Γενικευµένα Γραµµικά Μοντέλα.

7.2.2 Η Λογιστική Συνάρτηση

΄Οπως είδαµε, το µοντέλο παλινδρόµησης που περιγράφει τον κίνδυνο εµφάνισης µιας ασθένειας
ϑα πρέπει να δίνει τιµές µέσα στο διάστηµα (0,1). Θα πρέπει λοιπόν να χρησιµοποιηθεί ο
κατάλληλος µαθηµατικός µετασχηµατισµός της δεξιάς πλευράς της εξίσωσης (7.1) έτσι ώστε
οποιαδήποτε εκτίµηση και αν προκύπτει για κάποιον κίνδυνο αυτό ποτέ να µη ϐρίσκεται κάτω
από το µηδέν ή πάνω από το ένα. ΄Εστω η = �0 + �1X το συστηµατικό µέρος της εξίσωσης. Η
λογιστική συνάρτηση (logistic function) του η ορίζεται ως :

f (η) =
1

1 + exp(−η) (7.2)

Η λογιστική συνάρτηση έχει µερικές πολύ χρήσιµες ιδιότητες για το λόγο αυτό κυριαρχεί στην
ανάλυση κατηγορικών δεδοµένων.

Η συνάρτηση έχει σιγµο-ειδή µορφή όπως ϕαίνεται στο διάγραµµα (7.2.2), όταν το η = −∞
τότε η f (η) = 0 ενώ όταν η = ∞ τότε f (η) = 1. Καθώς προχωράµε από το η = −∞ η f (η)

ϐρίσκεται κοντά στο 0 εως ότου από κάποιο σηµείο και έπειτα αυξάνει µε γρήγορο ϱυθµό. Προς
το δεξί µέρος του διαγράµµατος η συνάρτηση πλησιάζει προς τη µονάδα και εκεί ο ϱυθµός
αύξησης µειώνεται σηµαντικά. Αυτή η χαρακτηριστική µορφή της λογιστικής παλινδρόµησης
περιγράφει µε άριστο τρόπο πολλά επιδηµιολογικά ϕαινόµενα. Για παράδειγµα, ο κίνδυνος
εµφάνισης καρδιακής νόσου είναι χαµηλός για τις µικρές ηλικίες και αυξάνει ανεπαίσθητα ως
ότου ένας άνδρας ξεπεράσει ένα κατώφλι, την ηλικία που ϑεωρείται κρίσιµη για έµφραγµα. Από
εκεί και έπειτα ο κίνδυνος αυξάνει δραµατικά µέχρι το επόµενο κατώφλι και παραµένει σταθερά
υψηλός στα τελευταία ηλικιακά χρόνια.
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Σχήµα 7.1: Μορφή λογιστικής συνάρτησης

7.2.3 Το λογιστικό µοντέλο

Στην προηγούµενη ενότητα είδαµε τη λογιστική συνάρτηση f (η) = 1/(1+exp(−η)). Η τελευταία
σχέση είναι ισοδύναµη µε

P(Y = 1|X) =
exp(η)

1 + exp(η)
(7.3)

Η σχέση (7.3) ορίζει το µοντέλο λογιστικής παλινδρόµησης. Το µοντέλο µπορεί να γραφεί ως
λόγος σχετικών πιθανοτήτων στη µορφή:

P(Y = 1|X)

1− P(Y = 1|X)
= exp(�0 + �1X)

Παίρνοντας το λογάριθµο της αριστερής πλευράς της εξίσωσης καταλήγουµε στη σχέση

log[
P(Y = 1|X)

1− P(Y = 1|X)
] = logit(P(Y = 1|X)) = �0 + �1X = η (7.4)

Το µοντέλο αυτό συνδέει το λογάριθµο του λόγου σχετικών πιθανοτήτων εµφάνισης της ασθένειας
γραµµικά µε την ανεξάρτητη µεταβλητή Q. Για να δηµιουργηθεί το µοντέλο αυτό λογιστικής
παλινδρόµησης το συστηµατικό µέρος της εξίσωσης η συνδέεται µε τη χρήση της λογιστικής
συνάρτησης για τον µετασχηµατισµό της εξαρτηµένης µεταβλητής. Για το λόγο αυτό η λογιστική
συνάρτηση ονοµάζεται εδώ συνάρτηση δεσµού (link function) και η f (.) = exp(.)/(1 + exp(.))

είναι η αντίστροφη της συνάρτησης δεσµού.
Το αριστερό µέρος του µοντέλου (7.3) ορίζει το στοχαστικό κοµµάτι του υποδείγµατος, την

κατανοµή της εξαρτηµένης µεταβλητής y δεδοµένης µιας παρατηρηθήσας τιµής για την ανε-
ξάρτητη µεταβλητή x. Εφόσον η y εδώ είναι δίτιµη τότε ισχύουν οι ακόλουθες υποθέσεις για το
µοντέλο λογιστικής παλινδρόµησης:
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• Το yi ακολουθεί διωνυµική κατανοµή (όπου ο δείκτης i υποδηλώνει την i-οστή παρατή-
ϱηση)

• Ο µέσος E(Y |X) = P(Y = 1|X) δίνεται από τη λογιστική συνάρτηση

• Οι τιµές της εξαρτηµένης µεταβλητής είναι στατιστικά ανεξάρτητες

7.3 Ερµηνεία Παραµέτρων

7.3.1 Παλινδρόµηση µε µια ανεξάρτητη κατηγορική µεταβλητή

Στον πίνακα (7.2.1) παρουσιάστηκαν οι συχνότητες εµφάνισης στεφανιαίας νόσου ανά ηλικιακή
οµάδα και υπολογίστηκε ο λόγος σχετικών πιθανοτήτων. Η ίδια ανάλυση µπορεί να γίνει µε την
εφαρµογή ενός µοντέλου λογιστικής παλινδρόµησης και τη χρήση του πακέτου SPSS. Από το
µενού Analyze>Regression> Binary logistic προκύπτει το παρακάτω παράθυρο:

Σχήµα 7.2: Παράθυρο διαλόγου λογιστικής παλινδρόµησης

Η µεταβλητή cnt που δηλώνει την παρουσία (1=ναι) ή όχι (0=όχι) στεφανιαίας νόσου επι-
λέγεται στο δεξί µέρος του παραθύρου ως εξαρτηµένη Dependent ενώ η µεταβλητή agegroup
εισέρχεται ως συµµεταβλητή (covariate) στο µοντέλο. Οι εκτιµήσεις των παραµέτρων υπολογί-
Ϲονται από το πρόγραµµα και παρουσιάζονται στον παρακάτω πίνακα. Ο συντελεστής Β στον

Σχήµα 7.3: Εκτίµηση παραµέτρων λογιστικής παλινδρόµησης
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πίνακα µε το όνοµα constant δίνει την εκτίµηση της σταθεράς �0 του µοντέλου (ή τοµής της ευ-
ϑείας λογιστικής παλινδρόµησης), ενώ ο συντελεστής που αντιστοιχεί στην µεταβλητή agegroup
είναι η εκτίµηση για την παράµετρο �1, την κλίση της ευθείας λογιστικής παλινδρόµησης. Η
µεταβλητή agegroup , έχει δύο κατηγορίες, τα άτοµα ηλικίας ως 40 ετών (Q = 0) και τα άτοµα
ηλικίας άνω των 40 ετών (Q = 1). Με τον τρόπο που έγινε η κωδικοποίηση προκύπτουν από το
µοντέλο (7.4) δύο συναρτήσεις. Αν ένα άτοµο ανήκει στην πρώτη κατηγορία (κάτω των 40 ετών)
τότε ο λογαριθµικός λόγος σχετικών πιθανοτήτων να αναπτύξει στεφανιαία νόσο υπολογίζεται
ως :

log
P(Y = 1|X = 0)

P(Y = 1|X = 0)
= �̂0 + �̂1X = �̂0 = −2.663

ενώ ο αντίστοιχος λόγος για άτοµα ηλικίας άνω των 40 ετών είναι

log
P(Y = 1|X = 1)

P(Y = 1|X = 0)
= �̂0 + �̂1X = �̂0 + �̂1 = −2.663 + 1.181 = −1.482

Η διαφορά µεταξύ αυτών των δύο λόγων

logit{P(Y = 1|X = 1)} − logit{P(Y = 1|X = 0)} = 1.818

είναι ϕυσικά ο συντελεστής �1. Ο συντελεστής �1 όπως υπολογίζεται από το µοντέλο, δίνει µια
εκτίµηση του λογαριθµικού λόγου σχετικών πιθανοτήτων να νοσήσει ένα άτοµο ηλικίας άνω των
40 ετών, σε σχέση µε ένα άτοµο νεώτερης ηλικίας. Παρατηρήστε ότι η σχέση exp(1.181) = 3.258

είναι ο λόγος σχετικός πιθανοτήτων, όπως ακριβώς είχε υπολογιστεί στην προηγούµενη ενότητα
από τον 2×2 πίνακα συνάφειας.

Με ϐάση τις εκτιµήσεις που παρουσιάζονται στον πίνακα µπορούν να υπολογιστούν οι πι-
ϑανότητες εµφάνισης στεφανιαίας νόσου σε κάποια άτοµα, ανάλογα µε την ηλικιακή οµάδα
στην οποία ανήκουν. ΄Ετσι, για ένα άτοµο ηλικίας 35 ετών η πιθανότητα εµφάνισης στεφανιαίας
νόσου εκτιµάται ως :

P(Y = 1|X = 0) =
exp(−2.663)

1 + exp(−2.663)
= 0.065

ενώ για ένα άτοµο ηλικίας 55 ετών η αντίστοιχη πιθανότητα γίνεται :

P(Y = 1|X = 1) =
exp(−2.663 + 1.181)

1 + exp(−2.663 + 1.181)
= 0.185

7.3.2 Παλινδρόµηση µε µια ανεξάρτητη συνεχή µεταβλητή

Στην προηγούµενη ενότητα η συνεχής µεταβλητή ηλικία διχοτοµήθηκε έτσι ώστε να δηµιουργη-
ϑούν δύο διαφορετικές ηλικιακές οµάδες. Ωστόσο, ϑα ήταν ορθότερη τακτική να συµπεριληφθεί
η ηλικία στο µοντέλο λογιστικής παλινδρόµησης ως συνεχής µεταβλητή. Στην περίπτωση αυτή
οι εκτιµήσεις που προκύπτουν παρουσιάζονται στον πίνακα που ακολουθεί :
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Σχήµα 7.4: Εκτίµηση παραµέτρων λογιστικής παλινδρόµησης

Με ϐάση το νέο µοντέλο που δηµιουργήθηκε η εκτίµηση για την τοµή της ευθείας (�0) είναι
-4.793, ενώ για την κλίση �1 είναι 0.063. Ο συντελεστής �1 εκφράζει στην περίπτωση αυτή
τον κίνδυνο που έχει ένα άτοµο κάποιας ηλικίας να αναπτύξει στεφανιαία νόσο, σε σχέση µε
ένα άτοµο ηλικίας µικρότερης κατά ένα χρόνο. Ο αντίστοιχος λόγος σχετικών πιθανοτήτων
για την αύξηση ηλικίας κατά ένα χρόνο υπολογίζεται αν πάρουµε το εκθετικό του �1, δηλαδή
exp(0.063) = 1.065. Αυτός ο λόγος δείχνει µια αύξηση του κινδύνου κατά 6.5% για εµφάνιση
στεφανιαίας νόσου για κάθε χρόνο ηλικίας που περνά. Για παράδειγµα, ένα άτοµο ηλικίας 45
ετών έχει κίνδυνο να αναπτύξει την ασθένεια :

P(Y = 1|X = 45) =
exp(−4.793 + 0.063× 45)

1 + exp(−4.793 + 0.063× 45)
= 0.123

΄Οπως είδαµε προηγουµένως, για κάθε ένα χρόνο ηλικίας που µεγαλώνει ένας ασθενής ο κίνδυ-
νος αυξάνεται κατά περίπου 6.5%. Συνεπώς, ένα άτοµο 46 ετών έχει (κατά προσέγγιση) κίνδυνο
0.123+(0.123*0.065)=0.131. Εναλλακτικά, ο κίνδυνος για ένα άτοµο 46 ετών υπολογίζεται ως :

P(Y = 1|X = 46) =
exp(−4.793 + 0.063× 46)

1 + exp(−4.793 + 0.063× 46)
= 0.131

Μπορούµε επίσης να υπολογίσουµε τον κίνδυνο που αφορά µια διαφορά ηλικίας 10 ετών
µεταξύ δύο ασθενών ως exp(0.063∗10) = 1.877. Γενικότερα, για να υπολογισθεί ο λόγος σχετικών
πιθανοτήτων για µια αύξηση κατά ∆ µονάδες µιας συνεχούς µεταβλητής x χρησιµοποιείται ο
τύπος :

P(Y = 1|X + ∆)

1− P(Y = 1|X + ∆)
/

P(Y = 1|X)

1− P(Y = 1|X)
= exp(�1∆)

7.3.3 Παλινδρόµηση µε περισσότερες ανεξάρτητες µεταβλητές

Μέχρι τώρα είδαµε πως επηρεάζεται ο κίνδυνος εµφάνισης στεφανιαίας νόσου σε σχέση µε
την ηλικία των ανθρώπων που συµµετείχαν στη µελέτη. Ωστόσο, είναι γνωστό στη ιατρική
ϐιβλιογραφία πως υπάρχουν µια σειρά από άλλους παράγοντες που µπορεί να αυξάνουν ή
να µειώνουν τον κίνδυνο εµφάνισης της νόσου. Για παράδειγµα το κάπνισµα µπορεί να είναι
ένας επιβαρυντικός παράγοντας, το ϐάρος ενός ανθρώπου, η συστολική ή διαστολική πίεση,
η άσκηση, η χοληστερόλη και άλλα. Με τη χρήση ενός µοντέλου λογιστικής παλινδρόµησης
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µπορεί να αναλυθεί πως µια σειρά από µετρήσεις µπορεί να συνεπιδρούν για την εµφάνιση µιας
ασθένειας.

Για τα άτοµα του παραδείγµατος που αναλύσαµε µέχρι τώρα, είναι επίσης γνωστές µετρήσεις
που έγιναν για το ϐάρος και τα επίπεδα χοληστερόλης. ΄Ενας ερευνητής ϑα µπορούσε να ανα-
λύσει τον κίνδυνο εµφάνισης στεφανιαίας νόσου σε άτοµα µε αυξηµένα επίπεδα χοληστερόλης
έναντι ατόµων που ϐρίσκονται µέσα στο ϕυσιολογικά όρια. Επίσης, να κάνει µια δεύτερη ανά-
λυση που να αφορά τη σχέση του ϐάρους µε την στεφανιαία νόσο και µια τρίτη που να µελετά
την ηλικία. Αντί για τρεις διαφορετικές αναλύσεις, σε κάθε µια από τις οποίες αδιαφορούµε για
τις πληροφορίες που υπάρχουν πάνω σε κάθε µεταβλητή, είναι σκόπιµο να δηµιουργηθεί ένα
συνολικό µοντέλο το οποίο ϑα περιλαµβάνει όλες τις µεταβλητές που ενδιαφέρουν τον ερευνητή.

΄Ενα πολυµεταβλητό µοντέλο λογιστικής παλινδρόµησης µε m ανεξάρτητες µεταβλητές έχει
τη γενική µορφή:

log[
P(Y = 1|X1, X2, ..., Xm)

1− P(Y = 1|X1, X2, ..., Xm))
] = �0 + �1X1 + �2X2 + ...+ �mXm (7.5)

Για λόγους µαθηµατικής ευκολίας συνηθίζεται το µοντέλο να αναπαριστάται µε τη µορφή
πινάκων:

log[
P(Y = 1|X)

1− P(Y = 1|X)
] = logit[P(Y = 1|X)] = �X (7.6)

όπου X εδώ είναι ένας πίνακας διαστάσεων n × (p + 1), µε n το πλήθος των παρατηρήσεων
και p το πλήθος των ανεξάρτητων µεταβλητών που εισάγονται στο µοντέλο. Το διάνυσµα � είναι
διαστάσεων 1 × (p + 1) που περιλαµβάνει τις παραµέτρους που πρέπει να εκτιµηθούν από το
µοντέλο.

Στο παράδειγµα µε τις τρεις ανεξάρτητες µεταβλητές, αν συµβολίσουµε µε X1 τη µεταβλητή
που περιέχει την ηλικία των ασθενών, X2 την µεταβλητή ϐάρος και X3 τη µεταβλητή που περιέχει
τα επίπεδα χοληστερόλης, ο πίνακας X γράφεται :

X =




1 X11 X21 X31

1 X12 X22 X32

... ... ... ...
1 X1n X2n X3n




όπου το στοιχείο X21 δηλώνει την πρώτη παρατήρηση από τη δεύτερη µεταβλητή. Ο πίνακας
X έχει στην πρώτη στήλη µονάδες έτσι ώστε να συµπεριλαµβάνεται στο µοντέλο και ο σταθερός
όρος, η τοµή δηλαδή της εξίσωσης λογιστικής παλινδρόµησης. Το διάνυσµα � εδώ είναι � =

[�0, �1, �2, �3].
Για να εφαρµοστεί το πολυµεταβλητό µοντέλο λογιστικής παλινδρόµησης µε τη χρήση του

SPSS χρησιµοποιούνται οι ίδιες εντολές όπως πριν :
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Analyze>Regression> Binary logistic και οι τρεις ανεξάρτητες µεταβλητές εισέρχονται στο
δεξί µέρος του παραθύρου Dependent . Τα αποτελέσµατα που προκύπτουν συνοψίζονται στον
πίνακα που ακολουθεί :

Σχήµα 7.5: Εκτίµηση παραµέτρων πολυµεταβλητής λογιστικής παλινδρόµησης

Οι εκτιµήσεις των παραµέτρων που παρουσιάζονται στον πίνακα οδηγούν στα ακόλουθα
συµπεράσµατα:

• Ο λογαριθµικός λόγος σχετικών πιθανοτήτων που αφορά την ηλικία εκτιµάται πως είναι
0.053. Αυτό σηµαίνει πως για κάθε ένα έτος που αυξάνει η ηλικία και αν οι άλλες µετα-
ϐλητές ϐάρος και χοληστερόλη παραµείνουν σταθερά, ο κίνδυνος εµφάνισης στεφανιαίας
νόσου αυξάνει κατά 5.4% (διότι exp(0.053) = 1.054).

• Αν το ϐάρος ενός ατόµου αυξηθεί κατά ένα κιλό, ενώ η ηλικία και τα επίπεδα χοληστε-
ϱόλης παραµείνουν σταθερά, ο λόγος σχετικών πιθανοτήτων για την εµφάνιση της νόσου
εκτιµάται ως exp(0.018) = 1.018. Αυτό σηµαίνει πως για κάθε πρόσθετο κιλό ϐάρους που
λαµβάνει ένα άτοµο και αν τα επίπεδα χοληστερόλης και η ηλικία παραµείνουν σταθερά
ο κίνδυνος να νοσήσει από στεφανιαία νόσο αυξάνεται περίπου 2%

• Ο λόγος σχετικών πιθανοτήτων που σχετίζεται µε την αύξηση των επιπέδων χοληστερό-
λης εκτιµάται exp(0.007) = 1.007. Παρόλο που η αύξηση στον κίνδυνο δε ϕαίνεται να
είναι σηµαντική στην ουσία έχει πολύ µεγάλη σηµασία. Η αύξηση κατά 0.7% στον κίν-
δυνο εµφάνισης της νόσου σχετίζεται µε την αύξηση των επιπέδων χοληστερόλης κατά
µια µονάδα. Ωστόσο, αν ένα άτοµο ϐρίσκεται µέσα στα ϕυσιολογικά όρια των επιπέδων
χοληστερόλης (λιγότερο από 200mg/dl ) έστω 180mg/dl και στην επόµενη µέτρηση τα
επίπεδα έχουν µετρηθεί πως είναι 240mg/dl (διαφορά δηλαδή 60mg/dl τότε ο ΛΣΠ είναι
exp(0.007 ∗ 60) = 1.522 ήτοι αύξηση του κινδύνου 52.2%.

Με ϐάση τον πίνακα (7.5.1) οι πιθανότητες εµφάνισης στεφανιαίας νόσου µπορούν να υ-
πολογιστούν µε καλύτερη ακρίβεια (κάτω από την υπόθεση ϐέβαια ότι το µοντέλο είναι σωστά
προσδιορισµένο, όπως ϑα δούµε στις επόµενες ενότητες). Με την ένταξη περισσοτέρων µεταβλη-
τών σε ένα µοντέλο µπορούν να απαντηθούν πιο συγκεκριµένα ερωτήµατα που ενδεχοµένως να
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αφορούν τους ερευνητές. Εδώ µπορούµε να υπολογίσουµε την πιθανότητα να ασθενήσει ένα
άτοµο ηλικίας 53 ετών, που έχει χοληστερόλη 173 mg/dl και Ϲυγίσει 85 κιλά:

P(Y = 1|X) =
exp(−9.256 + 0.053 ∗ 53 + 0.007 ∗ 173 + 0.018 ∗ 85)

1 + exp(−9.256 + 0.053 ∗ 53 + 0.007 ∗ 173 + 0.018 ∗ 85)
= 0.024

ενώ η αντίστοιχη πιθανότητα για ένα άτοµο 53 ετών που Ϲυγίζει 95 κιλά και έχει επίπεδα
χοληστερόλης 230 mg/dl υπολογίζεται µε αντίστοιχο τρόπο πως είναι περίπου 4.2%.

7.4 Μέθοδοι εκτίµησης

Το µοντέλο λογιστικής παλινδρόµησης ανήκει στη γενικότερη οµάδα µοντέλων που ονοµάζεται
Γενικευµένα Γραµµικά Μοντέλα (Generalized Linear Models, GLMs). Σε αντίθεση µε την απλή
γραµµική παλινδρόµηση, οι κανονικές εξισώσεις που προκύπτουν στα γενικευµένα γραµµικά
µοντέλα δεν είναι απλές γραµµικές συναρτήσεις που έχουν απλή λύση. Συνεπώς, η µέθοδος
των ελαχίστων τετραγώνων δε µπορεί να χρησιµοποιηθεί µε τον ίδιο τρόπο όπως στα γραµµικά
µοντέλα. Αντίθετα, η εκτίµηση των παραµέτρων απαιτεί µια επαναληπτική διαδικασία, έναν αλ-
γόριθµο που µετά από µια σειρά ϐηµάτων ϑα συγκλίνει σε µια συγκεκριµένη τιµή, την εκτίµηση
των παραµέτρων του µοντέλου. Στα γενικευµένα γραµµικά µοντέλα δύο είναι οι ϐασικοί τρόποι
εκτίµησης των παραµέτρων και ϐασίζονται στην συνάρτηση πιθανοφάνειας. Οι µέθοδοι αυτοί
είναι η µέθοδος Newton-Raphson και η µέθοδος επαναλαµβανόµενων σταθµισµένων ελαχίστων
τετραγώνων (Iterative Weighted Least Squares). Πριν όµως παρουσιαστούν οι αλγόριθµοι αυτοί
ας ορίσουµε τη συνάρτηση µέγιστης πιθανοφάνειας.

7.4.1 Συνάρτηση πιθανοφάνειας

Η συνάρτηση πιθανοφάνειας L είναι µια συνάρτηση των αγνώστων παραµέτρων � που περιέ-
χονται στο µοντέλο λογιστικής παλινδρόµησης και γράφεται L(�;Y ). Το � είναι (στη γενική του
µορφή) ένα διάνυσµα γραµµή που περιλαµβάνει τις p άγνωστες παραµέτρους. Η συνάρτηση πι-
ϑανοφάνειας εκφράζει την από κοινού πιθανότητα (αλλιώς την πιθανοφάνεια) να παρατηρηθούν
τα δεδοµένα που έχουν προκύψει από µια συγκεκριµένη µελέτη. Για παράδειγµα, έστω µια
µελέτη στην οποία επιτυχία ϑεωρείται η εµφάνιση Κορώνα (Κ) µετά τη ϱίψη ενός νοµίσµατος.
΄Εστω ότι µετά από 10 ϱίψεις τα αποτελέσµατα είναι 8 ϕορές κορώνα και 2 ϕορές γράµµατα. Η
πιθανοφάνεια εµφάνισης οκτώ επιτυχιών ορίζεται από τη διωνυµική κατανοµή ως:

L(p; x = 8, n = 10) =
n!

n!(n − x)!p
x(1− p)n−x
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Η τιµή της πιθανοφάνειας του προβλήµατος εξαρτάται από την τιµή της παραµέτρου p. Αν
ϑεωρήσουµε λοιπόν ότι το νόµισµα είναι αµερόληπτο, τότε p = 0.5 και η τιµή της πιθανοφάνειας
είναι 0.044. Με άλλα λόγια, η από κοινού πιθανότητα εµφάνισης οκτώ επιτυχιών σε 10 ϱίψεις
ενός αµερόληπτου νοµίσµατος είναι πολύ µικρή. Θα ήταν συνεπώς λογικό να υποθέσουµε ότι
αφού η πιθανότητα των δεδοµένων µας είναι µικρή, υπάρχουν ενδείξεις ότι το νόµισµα είναι
µεροληπτικό. Συνεπώς, ίσως µια µεγαλύτερη τιµή για την άγνωστη παράµετρο p ϑα οδηγούσε
σε αυτά τα αποτελέσµατα. Η τιµή της πιθανοφάνειας αν p = 0.7 είναι 0.233 ενώ για p = 8

η πιθανοφάνεια γίνεται 0.302. Συνεπώς, τα δεδοµένα του πειράµατος ϑα ήταν πιο πιθανά για
τιµή της παραµέτρου κοντά στο 0.8. Στην πράξη, δοκιµάζονται µια σειρά από ενδεχόµενες τιµές
της παραµέτρου p έτσι ώστε να ϐρεθεί η τιµή που µεγιστοποιεί την συνάρτηση πιθανοφάνειας.
Η τιµή αυτή ονοµάζεται εκτιµητής µέγιστης πιθανοφάνειας της παραµέτρου p και συµβολίζεται
µε p̂. Το διάγραµµα 7.4.1 παρουσιάζει τις τιµές που παίρνει η συνάρτηση πιθανοφάνειας
για διαφορετικές τιµές της παραµέτρου p. Η συνάρτηση µεγιστοποιείται όταν p = 0.8. Στο

Σχήµα 7.6: Τιµές πιθανοφάνειας για διαφορετικές τιµές της παραµέτρου p.

σηµείο αυτό πρέπει να τονιστεί η διαφορά µεταξύ της πιθανότητας που προκύπτει από µια
διωνυµική συνάρτηση και της συνάρτησης πιθανοφάνειας. Αν γνωρίζουµε πως το νόµισµα είναι
αµερόληπτο, αν δηλαδή είναι γνωστό πως p = 0.5 τότε µε τον τύπο της διωνυµικής κατανοµής
µπορούµε να υπολογίσουµε την πιθανότητα να παρουσιαστούν οκτώ επιτυχίες σε δέκα ϱίψεις.
Η συνάρτηση πιθανοφάνειας ορίζει το αντίστροφο, δηλαδή, µε δεδοµένο πως σε δέκα ϱίψεις
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ενός νοµίσµατος παρουσιάστηκαν οκτώ επιτυχίες, ποια είναι η πιθανότητα το νόµισµα να είναι
αµερόληπτο.

7.4.2 Μέθοδος µεγίστης πιθανοφάνειας

Σε ένα πρόβληµα λογιστικής παλινδρόµησης αυτό που ενδιαφέρει συνήθως είναι η πιθανότητα
εµφάνισης µιας ασθένειας, η πιθανότητα ϑανάτου, η πιθανότητα υποτροπής, η πιθανότητα ία-
σης ενός ασθενούς κ.ο.κ. Κάθε µια από τις παρατηρήσεις (άτοµα, ασθενής) µπορεί να ¨επιτύχει¨
ή ¨αποτύχει¨, συνεπώς για κάθε άτοµο ξεχωριστά η πιθανότητα επιτυχίας ακολουθεί Bernoulli
κατανοµή. Κατά συνέπεια, ο αριθµός των επιτυχιών σε µια µελέτη ακολουθεί διωνυµική κα-
τανοµή µε πιθανότητα p. Κάτω από το µοντέλο λογιστικής παλινδρόµησης, η πιθανότητα να
εµφανιστεί το γεγονός (επιτυχία) ορίζεται, όπως είδαµε, ως π(X) = P(Y = 1|X) = exp(�X)

1+exp(�X)
,

όπου X είναι ο πίνακας που περιλαµβάνει σε στήλες τις µεταβλητές και � το διάνυσµα των α-
γνώστων παραµέτρων. Αυτό που καθορίζει συνεπώς την πιθανότητα επιτυχίας είναι η ποσότητα
� η οποία και ϑα πρέπει να εκτιµηθεί από τη µέθοδο µέγιστης πιθανοφάνειας.

Ας ϑεωρήσουµε πως η απόκριση y κωδικοποιείται ως 0 (αποτυχία) ή 1 (επιτυχία) και yi = 1

όταν το i άτοµο παρουσιάσει το γεγονός. ΄Εστω επίσης Xi η i-οστή γραµµή του πίνακα X που
περιγράφει τις τιµές των συµµεταβλητών για το i άτοµο, και π(Xi) = exp(�Xi)

1+exp(�Xi)
η πιθανότητα το

i άτοµο να ¨επιτύχει¨. Τότε η συνάρτηση πιθανοφάνειας L ορίζεται ως :

L(�X) =
n∏

i=1

π(Xi)
yi (1− π(Xi))

1−yi (7.7)

Με άλλα λόγια, ένα άτοµο συνεισφέρει στην πιθανοφάνεια την ποσότητα π(Xi) όταν εµφανίζει
το γεγονός (όταν δηλαδή το y = 1) και 1− π(Xi) όταν το y = 0. Η πιθανοφάνεια προκύπτει ως
το γινόµενο των πιθανοτήτων αυτών πάνω σε όλα τα άτοµα. Εφόσον η πιθανότητα επιτυχίας για
κάθε άτοµο ξεχωριστά είναι ανεξάρτητη από την πιθανότητα επιτυχίας των άλλων ατόµων, η από
κοινού πιθανότητα ορίζεται ως το γινόµενο όλων αυτών των πιθανοτήτων.

Στην πράξη είναι προτιµότερο να χρησιµοποιείται η λογαριθµική πιθανοφάνεια κυρίως λόγω
µαθηµατικής ευκολίας. Η συνάρτηση λογαριθµικής πιθανοφάνειας συµβολίζεται µε log L(�) και
ορίζεται ως ο νεπέριος λογάριθµος της L.

log L(�;X) = ln[L(�;X)] =
n∑

i=1

yi ln(π(Xi)) + (1− yi) ln(1− π(Xi)) (7.8)

΄Οπως είδαµε προηγουµένως π = exp(�X)/(1 + exp(�X)) ενώ προκύπτει επίσης ότι (1 − π) =

1/(1 + exp(�X)). Από τη σχέση (7.8) υπολογίζονται τα scores της λογαριθµικής συνάρτησης
πιθανοφάνειας ως :

U(�b) =
∂ log L(�;Xi)

∂�b
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µε b = 1, 2, ..., p Παρουσιάζουµε τα ενδιάµεσα ϐήµατα που χρειάζονται για τον καθορισµό των
scores :

∂ log(π(Xi))

∂�b
=
∂π(Xi)

∂�b
/π(Xi) (7.9)

Αλλά

∂π

∂�b
=

∂

∂�b

exp(�Xi)

1 + exp(�Xi)

=

∂ exp(�Xi)
∂�b

(1 + exp(�Xi))− exp(�Xi)
∂1+exp(�Xi)

∂�b

[1 + exp(�Xi)]2

=
Xib exp(�Xi)(1 + exp(�Xi))− exp(�Xi)Xib exp(�Xi)

[1 + exp(�Xi)]2

=
Xib exp(�Xi)

[1 + exp(�Xi)]2
(7.10)

Συνεπώς από τις σχέσεις (7.9) και (7.10)

∂ log(π)

∂�b
=

Xib exp(�Xi)

[1 + exp(�Xi)]2
/

exp(�Xi)

1 + exp(�Xi)
= Xib

1

1 + exp(�Xi)
= Xib(1− π(Xi)) (7.11)

Επίσης

∂ log(1/1 + exp(�Xi)

∂�b
=

−Xib exp(�Xi)

[1 + exp(�Xi)]2
/

1

1 + exp(�Xi)

= − Xib exp(�X)

1 + exp(�Xi)
= −Xibπ(Xi) (7.12)

Τέλος, από τις (7.11 και 7.12) προκύπτει ότι τα scores είναι :

U(�b) =
n∑

i=1

Xib[yi − pi(Xi)] (7.13)

Με τον ίδιο τρόπο ορίζεται ο πίνακας πληροφορίας I ως

I(�bq) =
∂U(�b)

∂�q
=

n∑

i=1

−Xiq exp(�Xi)

1 + exp(�Xi)
Xiq (7.14)

Οι εκτιµητές µεγίστης πιθανοφάνειας για το διάνυσµα � προκύπτουν αν λυθεί επαναληπτικά η
παρακάτω εξίσωση:

�m = �m−1 + I(�m−1)−1U(�m−1) (7.15)
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7.4.3 Μέθοδος Επαναλαµβανόµενων Σταθµισµένων Ελαχίστων Τετρα-

γώνων

Η µέθοδος µεγίστης πιθανοφάνειας συγκλίνει στην τελική εκτιµώµενη τιµή των παραµέτρων
µετά έναν αριθµό ϐηµάτων. Οι McCullacg και Nelder (ΠΑΡΑΠΟΜΠΗ, σελίδα 40) πρότειναν τη
χρήση ενός άλλου αλγορίθµου για να πάρουν τις ίδιες εκτιµήσεις που ϑα προέκυπταν µε τη
µεγιστοποίηση της πιθανοφάνειας. Η µέθοδος αυτή ονοµάζεται Μέθοδος επαναλαµβανόµενων

σταθµισµένων ελαχίστων τετραγώνων (Iterative Weighted Least Squares, ITWLS). Η µέθοδος
αυτή είναι πιο απλή στην εφαρµογή της και στον προγραµµατισµό, καθώς επίσης συγκλίνει
στις εκτιµήσεις σε λιγότερο αριθµό ϐηµάτων από αυτόν που απαιτείται από τη µέθοδο µεγίστης
πιθανοφάνειας.

΄Εστω, για ένα µοντέλο λογιστικής παλινδρόµησης, ότι ορίζονται κάποιες αυθαίρετες αρχικές
τιµές για τις παραµέτρους, που συµβολίζονται µε �̃. Με τις τιµές αυτές υπολογίζεται η τιµή
η̃i = Xi �̃ και στη συνέχεια οι τιµές του µ̃i = g−1(η̃i. Με ϐάση αυτές τις ποσότητες ορίζεται µια
ενδιάµεση µεταβλητή z η οποία υπολογίζεται από τον τύπο:

zi = η̃i + (yi − µ̃i)∂ηi
∂µi

(7.16)

όπου ∂ηi
∂µi

είναι η µερική παράγωγος της συνάρτησης δεσµού ως προς το µ. Στη περίπτωση της
λογιστικής παλινδρόµησης, η συνάρτηση δεσµού είναι

ηi = log(
πi

1− πi ) = log(
µi

ni − µi )

αφού µi = niπi. Συνεπώς, η ενδιάµεση µεταβλητή γίνεται :

zi = η̃i +
yi − µ̃i

µ̃i(ni − µ̃i)ni

Στη συνέχεια, για να εκτιµηθεί το διάνυσµα των αγνώστων παραµέτρων, επαναλαµβάνεται η
διαδικασία επίλυσης της εξίσωσης

�̂ = (X ′WX)−1X ′Wz (7.17)

όπου W είναι ένας διαγώνιος πίνακας που περιέχει τα σταθµά wi i = µ̃i(ni − µi)/ni (για τον
τρόπο µε τον οποίο προκύπτουν τα w χρησιµοποιείται ϑεωρία από την εκθετική οικογένεια
κατανοµών, δείτε McCullacg και Nelder (ΠΑΡΑΠΟΜΠΗ, σελίδα 40) ).

7.5 ΄Ελεγχοι υποθέσεων

Το επόµενο ϐήµα µετά την εφαρµογή ενός µοντέλου στα δεδοµένα και την εκτίµηση των σχετικών
παραµέτρων, είναι η εφαρµογή στατιστικών ελέγχων και η εκτίµηση διαστηµάτων εµπιστοσύ-
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νης. Η διαδικασία αυτή έχει ως σκοπό να ελεγχθεί η καταλληλότητα του µοντέλου, δηλαδή η
ικανότητα του να εφαρµόζει επαρκώς στα δεδοµένα, έτσι ώστε να περιγράφεται µε τον καλύτερο
δυνατό τρόπο το πρόβληµα που µελετάται. Πολλές ϕορές το Ϲητούµενο είναι η καλή πρόβλε-
ψη, µε άλλα λόγια η ικανότητα του µοντέλου να εκτιµά την πραγµατική πιθανότητα που έχει
ένα άτοµο να ασθενήσει εφόσον έχει συγκεκριµένα χαρακτηριστικά υγείας. ΄Αλλες ϕορές, το
στατιστικό µοντέλο είναι αυτό που µπορεί να υποδείξει τον ϐιολογικό µηχανισµό που κρύβεται
πίσω από µια ασθένεια. Για παράδειγµα, ένα µοντέλο λογιστικής παλινδρόµησης µπορεί να
αποκαλύψει αν ένα συγκεκριµένο γονίδιο σχετίζεται µε την εµφάνιση µιας ασθένειας. Η λογική
είναι απλή: αν δηµιουργηθεί ένα µοντέλο το οποίο δεν περιλαµβάνει την επίδραση του γονιδίου
και ένα δεύτερο που περιλαµβάνει την επίδραση του γονιδίου, µπορεί το µοντέλο που περιλαµ-
ϐάνει την παραπάνω πληροφορία να µας πει περισσότερα για την εξαρτηµένη µεταβλητή από το
µοντέλο που δεν περιλαµβάνει το γονίδιο·

Εφόσον έχει υπολογισθεί η πιθανοφάνεια και οι τιµές των παραµέτρων ενός µοντέλου υπάρ-
χουν τρεις ϐασικοί έλεγχοι που µπορούν να εφαρµοστούν, ο έλεγχος λόγου πιθανοφανειών, ο
έλεγχος κατά Waldκαι ο έλεγχος των scores .

7.5.1 ΄Ελεγχος λόγου πιθανοφανειών

Ο έλεγχος του λόγου των πιθανοφανειών ϐασίζεται στη σύγκριση των τιµών που παίρνει η συνάρ-
τηση πιθανοφάνειας από δύο διαφορετικά µοντέλα. Απαραίτητη προϋπόθεση για αν εφαρµοστεί
ο έλεγχος είναι τα µοντέλα να εµπεριέχουν το ένα το άλλο (nested ). ∆ηλαδή, έστω ένα µοντέλο
m1 το οποίο έχει στο συστηµατικό µέρος µια ανεξάρτητη µεταβλητή, τη X1 και ένα δεύτερο µο-
ντέλο m2 µε περισσότερες παραµέτρους. Για να γίνει ο έλεγχος, το µεγαλύτερο µοντέλο (m2) ϑα
πρέπει να περιλαµβάνει στο συστηµατικό του µέρος την µεταβλητή X1. ΄Εστω λοιπόν τα µοντέλα
m1 και m2 µε m1 ⊂ m2 και L( ˆ�m1 , y) η πιθανοφάνεια του πρώτου µοντέλου, όπου ˆ�m1 είναι η
εκτίµηση µέγιστης πιθανοφάνειας του διανύσµατος των παραµέτρων κάτω από το µοντέλο m1,
και L( ˆ�m2 , y) η αντίστοιχη πιθανοφάνεια που υπολογίζεται για το µοντέλοm2. Η αναλογία αυτών
των δύο ποσοτήτων

λ =
L( ˆ�m1 , y)

L( ˆ�m2 , y)
(7.18)

παίρνει τιµές ανάµεσα στο 0 και το 1. Τιµές κοντά στο µηδέν δείχνουν ότι το µικρότερο µοντέλο
δεν είναι αποδεκτό σε σχέση µε το µεγαλύτερο µοντέλο, γιατί τότε οι παρατηρούµενες τιµές ϑα
ήταν λιγότερο πιθανές. Από την άλλη, τιµές κοντά στη µονάδα δείχνουν ότι το µικρό µοντέλο
είναι (σχεδόν) το ίδιο καλό µε το µεγαλύτερο.

Μπορεί να αποδειχθεί ότι η ποσότητα µείον δύο ϕορές του λόγου πιθανοφανειών ακολουθεί
(σε µεγάλα δείγµατα) X2 κατανοµή, µε ϐαθµούς ελευθερίας την διαφορά ανάµεσα στον αριθµό
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των παραµέτρων των δύο µοντέλων υπό σύγκριση:

−2 log λ = 2 log L( ˆ�m2 , y)− 2 log L( ˆ�m1 , y) ∼ X2
ν (7.19)

όπου ν είναι οι διαστάσεις του µεγαλύτερου µοντέλου µείον τις διαστάσεις του µικρότερου.
Το κριτήριο του λόγου πιθανοφανειών µπορεί να εφαρµοστεί σε οποιοδήποτε µοντέλο ε-

κτιµάται µε τη µέθοδο µέγιστης πιθανοφάνειας. Ωστόσο, στα γενικευµένα γραµµικά µοντέλα
(όπως η λογιστική παλινδρόµηση), ο έλεγχος µπορεί να κατασκευασθεί αν ορισθεί µια ιδιαίτερα
σηµαντική στατιστική συνάρτηση, η συνάρτηση της αποκλίνουσας (deviance). ΄Εστω ένα ϑεω-
ϱητικό µοντέλο ms που περιλαµβάνει µια παράµετρο για κάθε παρατήρηση. Το µοντέλο αυτό
ονοµάζεται κορεσµένο (saturated). ΄Εστω επίσης ένα µικρότερο µοντέλο m το οποίο ϑα ϑέλαµε
να συγκρίνουµε µε το κορεσµένο. Το κριτήριο του λόγου πιθανοφανειών γίνεται :

λ =
L(�̂m , y)

L(�̂ms , y)

και η ποσότητα
D = 2 log L(�̂ms , y)− 2 log L(�̂m , y) (7.20)

ονοµάζεται αποκλίνουσα. Στην περίπτωση της λογιστικής παλινδρόµησης, η συνάρτηση πιθα-
νοφάνειας όπως αυτή ορίστηκε στην εξίσωση (7.8) για το κορεσµένο µοντέλο γίνεται :

log L(�;X) =
n∑

i=1

yi ln(yi) + (1− yi) ln(1− yi)

διότι ένας εκτιµητής µέγιστης πιθανοφάνειας για το µοντέλο µε αριθµό παραµέτρων όσος και
ο αριθµός των παρατηρήσεων ϑα ήταν µ̂i = yi. ΄Αρα, η συνάρτηση της αποκλίνουσας για το
διωνυµικό µοντέλο προκύπτει από τις εξισώσεις (7.8) και (7.20):

D = 2
n∑

i=1

[yi ln(
yi
ˆπ(Xi)

) + (1− yi) ln(
1− yi

1− ˆπ(Xi)
)] (7.21)

Είναι σύνηθες να υπολογίζονται οι αποκλίνουσες διαφορετικών µοντέλων και στη συνέχεια να
γίνεται η σύγκριση χρησιµοποιώντας αυτές τι τιµές. Η διαφορά ανάµεσα στις αποκλίνουσες
nested µοντέλων ακολουθεί X2 κατανοµή µε ν ϐαθµούς ελευθερίας, όπως ακριβώς ορίστηκαν
πριν στον έλεγχο του λόγου πιθανοφανειών.

Η συνάρτηση της αποκλίνουσας έχει ιδιαίτερη σηµασία . Με απλά λόγια, η αποκλίνουσα
είναι ένας δείκτης της απόστασης των εκτιµηθέντων τιµών (αυτών που προβλέπει το µοντέλο) από
τις παρατηρούµενες, όπως ακριβώς είναι το τετραγωνικό άθροισµα των σφαλµάτων στην απλή
γραµµική παλινδρόµηση (SSE =

∑n
i=1(yi − ŷi)2. Επίσης, η αποκλίνουσα χρησιµοποιείται για
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ελέγχους καλής προσαρµογής του µοντέλου, καθώς επίσης για να ελεχθεί η ύπαρξη υπερδια-
σποράς (overdispersion).

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ Είδαµε προηγουµένως πως η ηλικία αυξάνει τον κίνδυνο εµφάνισης στεφα-
νιαίας νόσου, χρησιµοποιόντας ένα µοντέλο που περιλαµβάνει µια ανεξάρτητη µεταβλητή, το
οποίο εδώ ονοµάζουµε m1. ΄Επειτα, εφαρµόστηκε ένα µοντέλο µε τρεις ανεξάρτητες µεταβλητές,
την ηλικία, το ϐάρος και τα επίπεδα χοληστερόλης (έστω m3. ΄Εστω και ένα ενδιάµεσο µοντέλο
το οποίο περιλαµβάνει δύο ανεξάρτητες µεταβλητές, την ηλικία και το ϐάρος (m2). Το µεγαλύ-
τερο µοντέλο m3 εµπεριέχει τα m2 και m1, ενώ το m2 εµπεριέχει το m1 (m1 ⊂ m2 ⊂ m3). Για
να αποφασίσουµε ποιο µοντέλο από τα τρία είναι προτιµότερο για τα δεδοµένα µπορούµε να
χρησιµοποιηθεί ο έλεγχος πιθανοφανειών, ή ισοδύναµα να συγκρίθουν οι αποκλίνουσες από τα
τρια µοντέλα.

Το SPSS εφαρµόζει αυτόµατα τον έλεγχο των πιθανοφανειών, µεταξύ διαφορετικών µοντέλων,
αν αυτά οριστούν σαν διαφορετικά blocks. Τα ϐήµατα είναι τα ακόλουθα:
Analyze>Regression> Binary logistic

Σχήµα 7.7:

στο παράθυρο διαλόγου ορίζεται η εξαρτηµένη µεταβλητή CNTκαι η ηλικία ως ανεξάρτητη.
΄Επειτα, πατώντας την επιλογή NEXT ορίζεται το δεύτερο µοντέλο, µε την ίδια ανεξάρτητη µετα-
ϐλητή και ανεξάρτητες τη ϕορά αυτή την ηλικία και το ϐάρος. Τέλος, ορίζεται ένα τρίτο blockµε
τις τρεις ανεξάρτητες µεταβλητές. Η διαδικασία αυτή είναι σα να εφαρµόζονται τρια διαφορετι-
κά µοντέλα γραµµικής παλινδρόµησης, ωστόσο αν οριστούν ως blocksτότε εµφανίζονται και οι
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έλεγχοι µεταξύ των διαφορετικών µοντέλων. Το παράθυρο του outputτώρα περιλαµβάνει τους
πίνακες (7.3.2 και 7.5.1) για τα µοντέλα m1 και m3, αντίστοιχα, καθώς και έναν πίνακα που
παραθέτει τις εκτιµήσεις για τις παραµέτρους του ενδιάµεσου µοντέλου.

Το ενδιαφέρον εδώ στρέφεται στον πίνακα που περιλαµβάνει την τιµή της αποκλίνουσας
(για κάθε µοντέλο όπως αυτά ορίζονται από τα διαφορετικά block) καθώς και στον πίνακα
που παρουσιάζει την διαφορά της αποκλίνουσας του µοντέλου από ένα µηδενικό µοντέλο (το
µοντέλο που δεν περιλαµβάνει καµία ανεξάρτητη µεταβλητή). Στο πρώτο ϐήµα, παρουσιάζεται
η αποκλίνουσα του µοντέλου µε την ηλικία ως ανεξάρτητη µεταβλητή στον παρακάτω πίνακα:

Σχήµα 7.8: Πίνακας αποκλίνουσας και διαφοράς αποκλινουσών

Η τιµή της αποκλίνουσας είναι 142.742 (-2Loglikelihood ) που σηµαίνει ότι η πιθανοφάνεια
του µοντέλου ϑα είναι -71.371. Ο δεύτερος πίνακας παρουσιάζει τη διαφορά της αποκλίνουσας
από το µηδενικό µοντέλο :

λ = 2 log L(�̂1; y)− 2 log L(�̂0; y) = 11.813

Αν αυτή η διαφορά συγκριθεί µε µια X2 κατανοµή µε ένα ϐαθµό ελευθερίας τότε προκύπτει η
κρίσιµη τιµή του ελέγχου Sig=0.001. Συνεπώς, η διαφορά των µοντέλων είναι στατιστικά ση-
µαντική, το µοντέλο µε την ηλικία ως ανεξάρτητη µεταβλητή εφαρµόζει καλύτερα στα δεδοµένα
από ένα µοντέλο που δεν εµπεριέχει καµία πληροφορία. Από τον πίνακα ϕαίνεται επίσης πως
η λογαριθµική πιθανοφάνεια του µηδενικού µοντέλου είναι -77.227.

Στον επόµενο πίνακα παρουσιάζονται οι αντίστοιχες ποσότητες που υπολογίστηκαν για το
µοντέλο µε την ηλικία και το ϐάρος ως ανεξάρτητες µεταβλητές. Η αποκλίνουσα του µοντέλουm2

είναι τώρα µικρότερη (138,768)εφόσον το µοντέλο περιλαµβάνει περισσότερες παραµέτρους. Ο
δεύτερος πίνακας παρουσιάζει την διαφορά της αποκλίνουσας από το προηγούµενο µοντέλο m1
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Σχήµα 7.9: Πίνακας αποκλίνουσας και διαφοράς αποκλινουσών

(Block Chi square =3.974) καθώς και την διαφορά της αποκλίνουσας τουm2 από την αντίστοιχη
του µηδενικού (Model Chi square =15.786). Η τελευταία διαφορά των 15.786 µονάδων είναι
στατιστικά σηµαντική αν συγκριθεί µε την τιµή που δίνει η χ-τετράγωνο κατανοµή µε δύο
ϐαθµούς ελευθερίας. Συνεπώς το µοντέλο µε δύο ανεξάρτητες µεταβλητές εφαρµόζει καλύτερα
στις παρατηρήσεις από ότι το µηδενικό. Επιπλέον, η διαφορά 3.974 µονάδων µεταξύ των
δύο ενδιάµεσων µοντέλων είναι επίσης στατιστικά σηµαντική αν συγκριθεί µε την τιµή της χ-
τετράγωνο κατανοµής µε ένα ϐαθµό ελευθερίας. ΄Αρα το µοντέλο που περιλαµβάνει και το
ϐάρος ως ανεξάρτητη µεταβλητή είναι καλύτερο από το µοντέλο που περιέχει µόνο την ηλικία
ως προγνωστικό παράγοντα.

Τέλος, παρουσιάζεται ο πίνακας και για το τρίτο ϐήµα, που αφορά τη σύγκριση του m3 µε
το m2 και το µηδενικό µοντέλο. Σύµφωνα µε τις εκτιµήσεις το µοντέλο που περιλαµβάνει τρεις
ανεξάρτητες µεταβλητές είναι καλύτερο από το απλό µηδενικό µοντέλο (Model Chi square =
19.031). Ωστόσο, η διαφορά της αποκλίνουσας του m3 µε το m2 δεν είναι αρκετά µεγάλη για να
προτιµηθεί το µοντέλο µε τις τρεις µεταβλητές έναντι του πιο απλού µοντέλου µε τις δύο. Αν και
υπάρχει ϐελτίωση στην τιµή της αποκλίνουσας η διαφορά αυτή δεν είναι στατιστικά σηµαντική.

Η σύγκριση του µοντέλου µε την ηλικία µόνο ως ανεξάρτητη µεταβλητή µε το µοντέλο µε τρεις
µεταβλητές είναι εύκολο να γίνει µε το χέρι. Γνωρίζουµε ότι η αποκλίνουσα τουm1 είναι 142.742
ενώ η αποκλίνουσα του m3 είναι 135.523. Συνεπώς η διαφορά τους 7.219 πρέπει να συγκριθεί
µε την τιµή της χ-τετράγωνο κατανοµής µε δύο ϐαθµούς ελευθερίας X2

2 = 5.99 (σε επίπεδο
στατιστικής σηµαντικότητας α=5%). Το συµπέρασµα είναι πως το µοντέλο µε τρεις µεταβλητές
εφαρµόζει καλύτερα στα δεδοµένα από το µοντέλο που περιλαµβάνει µόνο την ηλικία.
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Σχήµα 7.10: Πίνακας αποκλίνουσας και διαφοράς αποκλινουσών

7.5.2 ΄Ελεγχοι Wald

Ο έλεγχος κατά τον Wald χρησιµοποιείται όταν ϑέλουµε να ελέγξουµε την υπόθεση ότι το διά-
νυσµα των παραµέτρων � είναι ίσο µε το µηδέν. ∆ηλαδή, η αρχική υπόθεση είναι

H0 : � = 0

Αποδεικνύεται, για τη λογιστική παλινδρόµηση, ότι το διάνυσµα που περιέχει τους εκτιµητές
µεγίστης πιθανοφάνειας �̂ των πραγµατικών παραµέτρων � ακολουθεί πολυδιάστατη κανονι-
κή κατανοµή (µε διαστάσεις όσες και οι άγνωστες παράµετροι που εκτιµούνται) µε µέση τιµή
ίση µε την πραγµατική τιµή των παραµέτρων και πίνακα διακύµανσης-συνδιακύµανσης που
προκύπτει από τον αντίστροφο του πίνακα πληροφορίας, δηλαδή:

�̂ ∼ Np(�, I
−1(�)) (7.22)

Με αφετηρία το συµπέρασµα αυτό προκύπτει ότι η τετραγωνική µορφή

W = (�̂− �0)
′I−1(�̂)(�̂− �0) (7.23)

ακολουθεί, κάτω από την µηδενική υπόθεση, X2 κατανοµή µε p ϐαθµούς ελευθερίας, όπου p
είναι το µήκος του διαστήµατος �.

Ο έλεγχος του Wald χρησιµοποιείται συνήθως για να ελέγξουµε αν ένα µέρος των διανύ-
σµατος των παραµέτρων είναι ίσο µε το µηδέν. Για παράδειγµα, για το µοντέλο m1 ο πίνακας
7.3.2 περιλαµβάνει την τιµή του Wald στατιστικού στην τρίτη στήλη, µαζί µε τους ϐαθµούς
ελευθερίας που αντιστοιχούν στον έλεγχο και την κρίσιµη τιµή (p-value). Για τον έλεγχο λοιπόν
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H0 : �age = 0 η τιµή της στατιστικής W είναι 10.828, µεγαλύτερη από την τιµή της X2 κατα-
νοµής µε ένα ϐαθµό ελευθερίας (X2

1,a=5% = 3.84. Συνεπώς, υπάρχουν ισχυρές ενδείξεις υπέρ
της απόρριψης της αρχικής υπόθεσης. Με άλλα λόγια η επίδραση της µεταβλητής ηλικία, έχει
στατιστικά σηµαντική σχέση µε τον κίνδυνο εµφάνισης στεφανιαίας νόσου. Το ίδιο προκύπτει
και από την κρίσιµη τιµή του ελέγχου που υπολογίζεται από το SPSS Sig.=0.001.

Στο µοντέλο µε µία ανεξάρτητη µεταβλητή ο έλεγχος του Wald είναι ισοδύναµος µε τον
έλεγχο του λόγου πιθανοφάνειων. Σε γενικές γραµµές, αν το µέγεθος του δείγµατος είναι
αρκετό, τότε οι δύο έλεγχοι ϑα πρέπει να δίνουν το ίδιο αποτέλεσµα. ∆ιαφορετικά, ο έλεγχος
λόγου πιθανοφανειών είναι πιο ισχυρός.

Για το µοντέλοm3 οι εκτιµήσεις των παραµέτρων παρουσιάζονται στον πίνακα 7.5.1. Για κάθε
µια από τις τρεις µεταβλητές που έχουν συµπεριληφθεί στο µοντέλο, έχουν υπολογισθεί οι τιµές
του ελέγχου και οι αντίστοιχες κρίσιµες τιµές. Σύµφωνα λοιπόν µε τις εκτιµήσεις οδηγούµαστε
στο συµπέρασµα πως δεν υπάρχουν αρκετές ενδείξεις ότι η µεταβλητή που µετρά τα επίπεδα
χοληστερόλης επηρεάζει τον κίνδυνο εµφάνισης στεφανιαίας νόσου. Εφόσον το p-value είναι
0.069 τότε δεν µπορούµε µε ασφάλεια να απορρίψουµε την µηδενική υπόθεση H0 : �chol = 0.

7.5.3 ∆ιαστήµατα εµπιστοσύνης

Οι τιµές των παραµέτρων �̂ που υπολογίζονται αποτελούν µια απλή σηµειακή εκτίµηση για την
πραγµατική τιµή. Είναι σκόπιµο πολλές ϕορές να παρουσιάζονται διαστήµατα εµπιστοσύνης
γύρω από αυτή την εκτίµηση. Για µια συγκεκριµένη παράµετρο, έστω �̂j ένα 100(1 − α)%

διάστηµα εµπιστοσύνης υπολογίζεται από τη σχέση:

�̂j ± z1−α/2
√

ˆvar(�̂j) (7.24)

όπου η διακύµανση του �̂j προκύπτει από τον αντίστροφο πίνακα πληροφορίας I−1 = (X ′WX)−1

ως το jj στοιχείο. Στο µοντέλο m3 η εκτίµηση του λογαριθµικού λόγου σχετικών πιθανοτήτων
ήταν 0.007. ΄Ενα 95% διάστηµα εµπιστοσύνης για τον λόγο σχετικών πιθανοτήτων προκύπτει
αν πάρουµε το εκθετικό της σχέσης 7.24, (0.999-1.014). Η εµφάνιση των διαστηµάτων εµ-
πιστοσύνης γύρω από τις τιµές του λόγου σχετικών πιθανοτήτων προσφέρεται ως επιλογή στο
SPSS. Στο παράθυρο διαλόγου της λογιστικής παλινδρόµησης υπάρχει η επιλογή Options>CI

for Exp(B).

7.6 ΄Ελεγχοι καλής προσαρµογής

Ηοσµερ ανδ Λεµεσηοω
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7.7 Αλληλεπιδράσεις και συγχυτικοί παράγοντες

7.8 Στρατηγικές µοντελοποίησης

7.9 Πολύτοµη λογιστική παλινδρόµηση

7.10 Ordinal
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Κεφάλαιο 8

Ανάλυση Επιβίωσης (Survival Analysis)

8.1 Εισαγωγή

Η ανάλυση επιβίωσης (Survival Analysis) είναι ο κλάδος της στατιστικής επιστήµης που ασχο-
λείται µέχρι την εµφάνιση ενός γεγονότος, όπως για παράδειγµα την υποτροπή ή τον ϑάνατο
ενός ασθενούς, τη ϐλάβη ενός µηχανήµατος, τη χρεωκοπία µιας επιχείρησης ή το χρόνο ως τη
νίκη σε µια παρτίδα σκάκι.

Στις περισσότερες ιατρικές έρευνες, η ανάλυση επιβίωσης µελετά τον χρόνο ως την υποτροπή
ή τον ϑάνατο ενός ασθενούς. Είναι προφανές πως σε αυτές τις περιπτώσεις, είναι αδύνατο για
τον ερευνητή να περιµένει όλο το χρονικό διάστηµα που απαιτείται ώστε να υποτροπιάσουν
όλοι οι ασθενείς. Σε πολλές περιπτώσεις ο χρόνος αυτός µπορεί να ξεπερνά αρκετά χρόνια,
ενώ ενδιάµεσα µπορεί να µεσολαβήσει ένα ανταγωνιστικό γεγονός (competing risk) που ϑα
αποκλείσει την περίπτωση υποτροπής από την ασθένεια. Για παράδειγµα, αν µια ασθενής
πεθάνει σε αυτοκινητιστικό δυστύχηµα µετά από 4 χρόνια παρακολούθησης, αυτό δεν αποκλείει
τη πιθανότητα να είχε υποτροπιάσει στον πέµπτο χρόνο παρακολούθησης.

Το χαρακτηριστικό αυτό συνιστά και τη ϐασικότερη διαφορά της ανάλυσης επιβίωσης από
τις υπόλοιπες στατιστικές µεθόδους, το γεγονός δηλαδή πως το αποτέλεσµα της έρευνας είναι
µόνο κατά ένα µέρος διαθέσιµο. Οι παρατηρήσεις για τις οποίες δεν είναι γνωστό το τελικό
αποτέλεσµα ονοµάζονται λογοκριµένες παρατηρήσεις (censored cases). Οι αιτίες που τελικά
δεν παρατηρείται το τελικό γεγονός µπορεί να είναι διαφορετικές. Η ϐασικότερη είναι αυτή που
αναφέρθηκε, µια µελέτη που ξεκινά για την αποτίµηση ενός συγκεκριµένου ϕαρµάκου έχει ένα
σαφώς καθορισµένο χρονικό ορίζοντα, έστω πέντε χρόνια. Με το πέρας της µελέτης, οι ασθενείς
που δεν έχουν υποτροπιάσει ϑεωρούνται λογοκριµένοι, εφόσον µπορεί να υποτροπιάσουν στο
µέλλον αλλά δεν γνωρίζουµε πότε. ΄Ενα άλλο παράδειγµα είναι περιπτώσεις ασθενών που για
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κάποιο τυχαίο λόγο χάθηκαν από την παρακολούθηση, κάτι που είναι σύνηθες στις ιατρικές
έρευνες. Παρόλο που λογοκριµένες παρατηρήσεις είναι ελλιπείς µπορούν να συνεισφέρουν
πληροφορία για την έρευνα. Αν ένας ασθενής καταφέρει να επιβιώσει για µερικά χρόνια χωρίς
να εµφανίσει την ασθένεια, τότε ο χρόνος αυτός της επιβίωσης ϑα πρέπει να συµπεριληφθεί στη
µελέτη αντί να αγνοηθεί. Στην ουσία, ο πραγµατικός χρόνος υποτροπής δεν έχει παρατηρη-
ϑεί πλήρως, αφού το µόνο που γνωρίζουµε είναι ότι ξεπερνά ένα συγκεκριµένο κατώφλι, για
παράδειγµα τα πέντε χρόνια.

Ο στατιστικός ερευνητής ϑα ήθελε να εκτιµήσει πόσο χρόνο µπορεί να επιβιώσει ένας ασθε-
νής, δεδοµένων κάποιων συγκεκριµένων χαρακτηριστικών που µπορεί να αφορούν τον χρόνο
που έχει ήδη επιβιώσει, όσο και κλινικά χαρακτηριστικά της ασθένειας, της ϑεραπείας ή ακόµα
και γονιδιακά χαρακτηριστικά. Βασικά ερωτήµατα που µπορούν να απαντηθούν µε την ανά-
λυση επιβίωσης είναι : α) ποιο είναι το ποσοστό των ασθενών που µπορεί να επιβιώσουν πέρα
από ένα συγκεκριµένο χρονικό σηµείο, πχ ποια µπορεί να είναι η 5ετής επιβίωση γυναικών µε
καρκίνο των ωοθηκών ϐ) ποια είναι η µέση επιβίωση µιας οµάδας ασθενών µε καρδιαγγειακά
προβλήµατα. Πιο ουσιαστικά όµως, µε την ανάλυση επιβίωσης µπορεί να µελετηθεί ο τρόπος µε
τον οποίο ένα συγκεκριµένο χαρακτηριστικό επηρεάζει τον χρόνο ϑανάτου και την πιθανότητα
να συµβεί σε κάθε χρονική στιγµή. Για παράδειγµα, σε µια µελέτη ασθενών µε καρκίνο του
µαστού, το µέγεθος του όγκου ή ο αριθµός των διηθηµένων λεµφαδένων ή η ϕαρµακευτική
αγωγή και παρέµβαση µπορεί να επηρεάσει το χρόνο επιβίωσης. Κάθε πληροφορία που είναι
διαθέσιµη για τους ασθενείς, µπορεί και ϑα πρέπει να συµπεριληφθεί σε ένα στατιστικό µοντέ-
λο, κατάλληλα ϕτιαγµένο έτσι ώστε να µπορεί να περιγράψει το µηχανισµό της ασθένειας, τον
τρόπο µε τον οποίο οι παράγοντες αλληλεπιδρούν και να είναι σε ϑέση να προσφέρει ασφαλείς
εκτιµήσεις των κινδύνων και του χρόνου επιβίωσης. Στο κεφάλαιο αυτό ϑα παρουσιαστεί µια
σύντοµη και πρακτική περιγραφή των ϐασικών εννοιών της ανάλυσης επιβίωσης, καθώς και των
ϐασικών µεθόδων που παρουσιάζονται στην ιατρική ϐιβλιογραφία.

8.2 Βασικές συναρτήσεις

΄Εστω T ο χρόνος µέχρι την εµφάνιση ενός προκαθορισµένου γεγονότος. Το γεγονός αυτό
µπορεί να είναι ο ϑάνατος ενός ασθενούς, η υποτροπή από κάποια ασθένεια, ή κάτι ϑετικό όπως
ο χρόνος ως την ίαση, ο χρόνος ως την οριστική διακοπή του καπνίσµατος κ.ο.κ. Ο χρόνος
ορίζεται ως µια µη αρνητική τυχαία µεταβλητή για την οποία δεν γνωρίζουµε (προς το παρόν) αν
προέρχεται από κάποια συγκεκριµένη κατανοµή πιθανότητας. Οι ϐασικές έννοιες που αφορούν
την µεταβλητή του χρόνου είναι η συνάρτηση επιβίωσης, η συνάρτηση κινδύνου, η πυκνότητα
πιθανότητας και ο µέσος υπολειπόµενος χρόνος. Στις ενότητες που ακολουθούν ϑα ορίσουµε
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τις παραπάνω έννοιες και ϑα δείξουµε πως συνδέονται µεταξύ τους.

8.2.1 Η συνάρτηση επιβίωσης

Η συνάρτηση επιβίωσης (Survival Function) είναι από τις πλέον ϐασικές έννοιες στην ανάλυ-
ση επιβίωσης. Εδώ ϑα ϑεωρήσουµε ως γεγονός το ϑάνατο. ΄Εστω λοιπόν, T ο χρόνος Ϲωής
ενός ασθενούς, τότε η συνάρτηση επιβίωσης, που συµβολίζεται µε S (από το Survival) δηλώνει
την πιθανότητα του ασθενούς να επιβιώσει πέρα από ένα συγκεκριµένο χρονικό σηµείο t. Η
συνάρτηση επιβίωσης ορίζεται ως

S(t) = P(T > t) (8.1)

Αν ο χρόνος είναι µια συνεχής τυχαία µεταβλητή τότε η συνάρτηση επιβίωσης είναι συµπληρω-
µατική της αθροιστικής συνάρτησης κατανοµής, δηλαδή S(t) = 1− F(t) όπου F(t) = P(T ≤ t)

δείχνει την πιθανότητα να πεθάνει ένας ασθενής πριν τον χρόνο t. Επίσης, η συνάρτηση επιβί-
ωσης ορίζεται ως το ολοκλήρωµα της συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας, f (t):

S(t) = P(T > t) =
∫ ∞

t
f (s)ds (8.2)

συνεπώς
f (t) = −dS(t)

dt
Η f (t) δίνει την συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας για να συµβεί το προκαθορισµένο γεγονός
ακριβώς την χρονική στιγµή t, ενώ το ολοκλήρωµα της f (t) από 0 ως το άπειρο δίνει όλη την
επιφάνεια που ορίζει η συνάρτηση και ισούτε µε ένα.

Η συνάρτηση επιβίωσης εκτιµάται µε παραµετρικούς ή παραµετρικούς τρόπους (όπως ϑα
παρουσιαστεί παρακάτω) για ένα χρονικό διάστηµα. Η εκτίµηση αυτή χρησιµοποιείται για την
κατασκεύη ενός διαγράµµατος επιβίωσης. Στον οριζόντιο άξονα τοποθετείται ο χρόνος ενώ στον
κάθετο οι τιµές της συνάρτησης επιβίωσης. Είναι προφανές ότι στον χρόνο 0 η συνάρτηση επιβί-
ωσης παίρνει την τιµή 1, ενώ µε το πέρασµα του χρόνου η συνάρτηση ϕθίνει µονότονα, ως που
να πάρει την τιµή 0 σε κάποιο σηµειο στο χρόνο. Το διάγραµµα της καµπύλης επιβίωσης είναι
το ϐασικότερο διάγραµµα που χρησιµοποιείται στην ανάλυση επιβίωσης για την περιγραφή των
δεδοµένων.

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ ∆ίνεται ότι ο χρόνος ως τον ϑάνατο µιας οµάδας ασθενών ακολουθεί την εκ-
ϑετική κατανοµή. Η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της εκθετικής κατανοµής είναι f (x) =

λ exp(−λx), λ > 0, x > 0. Για να υπολογιστεί η πιθανότητα ένας από τους ασθενείς να επιβιώσει
πέραν του χρόνου t, δεδοµένου πως είναι γνωστή η παράµετρος λ χρησιµοποιούµε τη σχέση
(8.2).
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S(t) = P(T > t) =
∫ ∞

t
f (s)ds

=
∫ ∞

t
λ exp(−λs)ds

= λ

[
exp(−λs)
−λ

]∞

t

= exp(−λ∞) + exp(−λt) = exp(−λt)

Η παράµετρος λ δείχνει το ϱυθµό µε τον οποίο η ασθένεια ¨γεννάει¨ τα γεγονότα. Για διαφορε-
τικές τιµές της παραµέτρου υπολογίζονται διαφορετικές καµπύλες επιβίωσης. Στο διάγραµµα
8.2.1 παρουσιάζονται οι καµπύλες επιβίωσης για χρόνο από 0.1 ως 10 έτη και διαφορετικές
τιµές του λ, 0.2, 0.6, και 1. Παρατηρούµε πως όσο πιο µεγάλη είναι η τιµή της παραµέ-
τρου, τόσο πιο γρήγορα συµβαίνουν τα γεγονότα, µε αποτέλεσµα η καµπύλη επιβίωσης που
αντιστοιχεί στην τιµή λ = 1 να ϐρίσκεται πολύ πιο χαµηλά από τις υπόλοιπες.

Σχήµα 8.1: Καµπύλες επιβίωσης από εκθετική κατανοµή. — λ=1, ... λ=0.6, - - - λ=0.2

8.2.2 Η συνάρτηση κινδύνου

Μια άλλη ϐασική ποσότητα στην ανάλυση επιβίωσης είναι η συνάρτηση κινδύνου (hazard func-
tion) . Η συνάρτηση κινδύνου αποτελεί ένα ϐασικό εργαλείο για να υπολογιστούν άλλες ποσό-
τητες, όπως η συνάρτηση επιβίωσης ή η αθροιστική συνάρτηση κινδύνου (cumulative hazard )
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αν και στην πράξη λίγες ϕορές παρουσιάζονται συναρτήσεις κινδύνου αυτούσιες. Η συνάρτηση
αυτή είναι επίσης γνωστή και ως ένταση ϑνησιµότητας (force of mortality ) ή ϱυθµός αποτυχίας
ανά ηλικία(age-specific failure rate) στην δηµογραφία. Ο ϱυθµός κινδύνου δίνεται από

h(t) = lim
∆t→0

P(t ≤ T < t + δt|T ≥ t)

∆t
(8.3)

Αν το T είναι µια συνεχής τυχαία µεταβλητή τότε ισχύει :

h(t) =
f (t)

S(t)
= −d ln(S(t))

dt
(8.4)

Ως αθροιστική συνάρτηση κινδύνου ορίζεται η ποσότητα:

H(t) =
∫ t

0
h(s)d(s) = − ln(S(t)) (8.5)

Η σχέση που συνδέει αυτές τις ποσότητες είναι :

S(t) = exp[−H(t)] = exp(−
∫ t

0
h(s)ds) (8.6)

Από την 8.3 προκύπτει πως η συνάρτηση κινδύνου µπορεί να νοηθεί ως η πιθανότητα ένα
άτοµο ηλικίας t να ϐιώσει το προκαθορισµένο γεγονός στην αµέσως επόµενη χρονική στιγµή.
Η συνάρτηση κινδύνου είναι ιδιαίτερα χρήσιµη για την κατανόηση του µηχανισµού που µπορεί
να οδηγεί στο προκαθορισµένο γεγονός, κάτω από µια ασθένεια, αφού περιγράφει τον τρόπο ή
τον ϱυθµό µε τον οποίο τα άτοµα ϐιώνουν το γεγονός καθώς περνάει ο χρόνος. Ως συνάρτηση
το h(t) µπορεί να πάρει οποιαδήποτε µορφή, µε τον µόνο περιορισµό ότι οι τιµές είναι µη
αρνητικές για όλες τις τιµές του t.

Σε ϐιολογικά ϕαινόµενα, όταν για παράδειγµα µελετάται ο χρόνος ως τον ϑάνατο, η συνάρτη-
ση κινδύνου είναι συνήθως αύξουσα, καθώς η ηλικία αυξάνει την πιθανότητα ϑανάτου. Από την
άλλη, αν το γεγονός που ενδιαφέρει τον ερευνητή είναι η υποτροπή από κάποια µολυσµατική
ασθένεια, είναι πιθανό καθώς περνά ο χρόνος ο οργανισµός του ατόµου να αναπτύσσει άµυνες
και συνεπώς η συνάρτηση κινδύνου να δίνει µικρότερες τιµές προς το τέλος του χρόνου παρακο-
λούθησης. Ενδιάµεσες πιο πολύπλοκες µορφές για την συνάρτηση κινδύνου είναι αποδεκτές,
αλλά αυτές σπάνια συναντώνται στην πράξη σε ιατρικές εφαρµογές.

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ Για την οµάδα ασθενών του παραδείγµατος 2.1.1 γνωρίζουµε ότι ο χρόνος ακο-
λουθεί εκθετική κατανοµή µε κάποια παράµετρο λ. Επίσης είδαµε ότι η συνάρτηση επιβίωσης
είναι S(t) = exp(−λt). Από τη σχέση (4) προκύπτει ότι η συνάρτηση κινδύνου είναι η

h(t) =
f (t)

S(t)
=
λ exp(−λt)
exp(−λt) = λ
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Συνεπώς, όταν ο χρόνος ακολουθεί εκθετική κατανοµή η συνάρτηση κινδύνου ή η ένταση ϑνη-
σιµότητας είναι σταθερή και δίνεται από την παράµετρο λ, ανεξάρτητα από τον χρόνο που έχει
Ϲήσει ένας ασθενής. Αυτό κάνει την επιλογή της εκθετικής κατανοµής ως συνάρτηση χρόνου
επιβίωσης πολύ χρήσιµη από µαθηµατικής πλευράς, αλλά ταυτόχρονα αποτελεί µια απλοϊκή
προσέγγιση. Είναι λίγες οι περιπτώσεις που ϑα είχε νόηµα η υπόθεση ότι ο χρόνος δεν επηρεάζει
την ένταση της ϑνησιµότητας.

Η αθροιστική συνάρτηση επιβίωσης προκύπτει εύκολα από τη σχέση

H(t) =
∫ t

0
h(s)ds = λt

Στο ∆ιάγραµµα (8.2.2) παρουσιάζονται η συνάρτηση κινδύνου και η αθροιστική συνάρτηση
κινδύνου. Η συνάρτηση κινδύνου δίνεται ως µια ευθεία γραµµή παράλληλη µε τον άξονα του
χρόνου και παραµένει σταθερή, ανάλογα µε τις τιµές που παίρνει η παράµετρος λ.

Σχήµα 8.2: Συνάρτηση κινδύνου και αθροιστική συνάρτηση κινδύνου όταν ο χρόνος επιβίωσης
ακολουθεί εκθετική κατανοµή για διαφορετικές τιµές της παραµέτρου λ. — λ=1, ... λ=0.6, - - -
λ=0.2

8.2.3 Μέσος υπολειπόµενος χρόνος

Ο µέσος υπολειπόµενος χρόνος Ϲωής µετράει τον χρόνο Ϲωής που αναµένεται, κατά µέσο όρο,
να έχει ένα άτοµο ηλικίας t. Ορίζεται ως

mlr(t) = E(T − t|T > t)
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Αποδεικνύεται ότι προκύπτει από την επιφάνεια που ορίζεται από την καµπύλη επιβίωσης από
το σηµείο t και έπειτα διαιρεµένη µε S(t). Ταυτόχρονα, ο µέσος χρόνος Ϲωής ενός ατόµου µ
ορίζεται ως η συνολική επιφάνεια κάτω από την καµπύλη επιβίωσης. ∆ηλαδή, ο υπολειπόµενος
χρόνος Ϲωής είναι ο αναµενόµενος χρόνος Ϲωής δεδοµένου ότι ο ασθενής έχει Ϲήσει µέχρι τη
χρονική στιγµή t. Ισχύει ότι µ = mrl(0).

Συνεπώς, για µια συνεχή τυχαία µεταβλητή ισχύει :

mrl(t) =

∫∞
t (s− t)f (s)ds

S(t)
=

=

∫∞
t sf (s)ds− t ∫∞

t f (s)ds

S(t)
=

∫∞
t sf (s)ds− tS(t)

S(t)
=

=

∫∞
t S(s)ds

S(t)

αφού από τη σχέση (2) ισχύει
∫∞
t f (s)ds = S(t). Επίσης,

∫ ∞

t
sf (s)ds =

∫ ∞

t
s[−S′(s)]ds

= [−sS(s)]∞t −
∫ ∞

t
s′(−S(s))ds

= − lim
s→∞ sS(s) + tS(t) +

∫ ∞

t
S(s)ds = tS(t) +

∫ ∞

t
S(s)ds

αφού µε λίγη άλγεβρα µπορεί να ϕανεί ότι

− lim
s→∞ sS(s) = 0

συνεπώς, ισχύει
mrl(t) =

∫∞
t (s− t)f (s)ds

S(t)
=

∫∞
t S(s)ds

S(t)
(8.7)

Με παρόµοιο τρόπο προκύπτει :

µ = E(T) =
∫ ∞

0
sf (s)ds =

∫ ∞

0
S(s)ds (8.8)

8.3 Λογοκρισία

Λόγω των ιδιαιτεροτήτων που παρουσιάζουν οι ιατρικές µελέτες, τα δεδοµένα που συγκεντρώνον-
ται µπορεί να είναι λογοκριµένα (censored). Με τον όρο λογοκρισία εννοούµε τις παρατηρήσεις
εκείνες για τις οποίες το τελικό αποτέλεσµα, το προκαθορισµένο γεγονός, δεν έχει παρατηρη-
ϑεί κατά τη διάρκεια της µελέτης. Ας υποθέσουµε για άλλη µια ϕορά ότι το γεγονός που µας
ενδιαφέρει είναι ο ϑάνατος από µια ασθένεια. Ο συχνότερος λόγος για τον οποίο υπάρχουν
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λογοκριµένα δεδοµένα είναι όταν σε µια ιατρική µελέτη ο χρόνος παρακολούθησης ξεκινά α-
πό t = 0 και σταµατά σε ένα προκαθορισµένο σηµείο, έπειτα από κάποιο χρόνο. Κατά τη
διάρκεια της µελέτης κάποιοι από τους ασθενείς ϑα αποβιώσουν ενώ κάποιοι άλλοι όχι. Αν
δεν παρατηρηθεί το γεγονός µέσα στο προκαθορισµένο χρονικό διάστηµα της µελέτης αυτό δε
σηµαίνει ότι το άτοµο δεν πρόκειται να πεθάνει µέσα στο επόµενο χρονικό διάστηµα. Η µορφή
αυτή λογοκρισίας ονοµάζεται δεξιά λογοκρισία και αναπαριστάται γραφικά στο διάγραµµα (8.3).

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ Μια µελέτη που αφορά τον χρόνο Ϲωής ατόµων µε καρκίνο του πνεύµονα εί-
χε διάρκεια τρία χρόνια. Στο διάγραµµα 8.3 παρουσιάζεται ο χρόνος Ϲωής για οκτώ άτοµα.
Κατά την διάρκεια των τριών χρόνων πέντε από τα οκτώ άτοµα πέθαναν από καρκίνο του πνεύ-
µονα. Μετά το πέρας της µελέτης τρια άτοµα ακόµα πέθαναν από καρκίνο του πνεύµονα (άτοµα
1, 5, 8). Για τους ασθενείς 1, 5, και 8 ο ϑάνατος ϑα επέλθει µετά το τέλος της µελέτης. Συνεπώς,
το γεγονός δεν είναι παρατηρήσιµο, αλλά ξέρουµε ότι ο χρόνος επιβίωσης ήταν µεγαλύτερος από
3 έτη.

Σχήµα 8.3: Χρόνοι Ϲωής για οκτώ ασθενείς µε καρκίνο του πνεύµονα. Η κάθετη γραµµή δείχνει
το σηµείο που σταµάτησε η µελέτη.

Στην πράξη, όταν ξεκινάει µια µελέτη δε στρατολογούνται όλα τα άτοµα στον χρόνο µηδέν,
άλλα εισέρχονται στη µελέτη σε µια διάρκεια χρόνου. Σε αυτές τις περιπτώσεις ο χρόνος δεν
ταυτίζεται µε τον ηµερολογιακό χρόνο, αλλά µε την διάρκεια παρακολούθησης. ΄Ενα παράδειγ-
µα είναι µια µελέτη που διοργανώνεται σε ένα νοσοκοµείο που αφορά τον χρόνο που απαιτείται
ως την εξαγωγή ενός ασθενή από την στιγµή που ϑα αρχίσει η νοσηλεία. Η µελέτη µπορεί να
ξεκινήσει µια συγκεκριµένη χρονική στιγµή, αλλά τα δεδοµένα που συγκεντρώνονται έχουν την
ακόλουθη µορφή:
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Το ∆ιάγραµµα (8.3) παρουσιάζει τη µορφή των δεδοµένων όπως δίνονται στον πίνακα. Ε-

Πίνακας 8.1: Χρόνος εισαγωγής και εξαγωγής τεσσάρων υποθετικών ασθενών σε ένα νοσοκοµείο.

ασθενής εισαγωγή εξαγωγή χρόνος
1 15-4-2008 26-4-2008 11
2 20-4-2008 24-4-2008 4
3 25-4-2008 02-5-2008 7
4 26-4-2008 30-4-2008 4

ϕόσον η µελέτη σταµάτησε µετά από το πέρας 12 ηµερών, το τρίτο άτοµο στη µελέτη, παρά
το γεγονός ότι παρέµεινε στο νοσοκοµείο για εφτά ηµέρες, παρουσιάζει λογοκρισία. ΄Οταν τα
δεδοµένα είναι αυτής της µορφής, τότε ο ηµερολογιακός χρόνος αντικαθιστάτε από τον χρόνο
παρακολούθησης. Μια γραφική απεικόνιση των δεδοµένων αυτών παρουσιάζεται στο ∆ιάγραµ-
µα 8.3. Σε κάθε ένα από τους ασθενείς το ενδιαφέρον µετατοπίζεται από τον ηµερολογιακό
χρόνο, στον χρόνο που παρέµειναν στο νοσοκοµείο (σε ηµέρες). ΄Ολες οι παρατηρήσεις ξεκι-
νούν από το µηδέν και για αυτούς που ϐίωσαν το προκαθορισµένο γεγονός (στη συγκεκριµένη
περίπτωση την έξοδο από το νοσοκοµείο) µετράµε τον χρόνο Ti , i = 1, 2, 3 ως που να συµβεί.
Αντίστοιχα, για το άτοµο που παρέµενε στο νοσοκοµείο στο τέλος της µελέτης µετράµε τον χρόνο
Ci, το χρόνο δηλαδή ως τη λογοκρισία.

Σε κάθε µελέτη ανάλυσης επιβίωσης µε δεξιά λογοκρισία, για κάθε άτοµο που ϐρίσκεται
υπό µελέτη ϑεωρείται ότι υπάρχει ένας συγκεκριµένος χρόνος Ϲωής T . Αν αυτός ο χρόνος δεν
παρατηρηθεί επειδή η µελέτη τελείωσε νωρίτερα, τότε το άτοµο είναι λογοκριµένο στον χρόνο που
συµβολίζεται ως C. Τα δεδοµένα από ιατρικές έρευνες παρουσιάζονται ανά Ϲεύγη (Ti , di) όπου
i είναι ο δείκτης για το κάθε άτοµο (i = 1, 2, ..., n, το πλήθος των ατόµων υπό παρακολούθηση)
και D µια δείκτρια συνάρτηση που παίρνει την τιµή 1 αν το υπό µελέτη γεγονός έχει συµβεί ή
0 διαφορετικά, δηλαδή:

di =





1 αν Ti < Ci
0 αν Ti ≥ Ci

Υπάρχουν κι άλλοι λόγοι για τους οποίους µπορεί να προκύψουν λογοκριµένες παρατη-
ϱήσεις. ΄Ενας από αυτούς είναι το γεγονός ότι κάποιοι από τους ασθενείς χάνονται από τη
µελέτη. Αν υπάρχει κάποιος συγκεκριµένος µηχανισµός σύµφωνα µε τον οποίο οι ασθενείς
µπορεί να ϕεύγουν από µια µελέτη (για παράδειγµα, νιώθουν υγιείς, συνεπώς σταµατάνε την
ϕαρµακευτική αγωγή) τότε τα αποτελέσµατα µιας ανάλυσης ϑα είναι µεροληπτικά. Για να είναι
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έγκυρη µια ανάλυση επιβίωσης ϑα πρέπει η λογοκρισία να µην πληροφοριακή, δηλαδή ο τρό-
πος που προκύπτουν οι λογοκριµένες παρατηρήσεις να µην µη συνδέεται µε την εµφάνιση του
γεγονότος.

΄Αλλες µορφές λογοκρισίας περιλαµβάνουν την λογοκρισία από ανταγωνιστικούς κινδύνους,

(competing risks) , αριστερή λογοκρισία και λογοκρισία διαστήµατος (interval censoring). Για
µια αναλυτική περιγραφή δείτε Andersen et al. (σελ. 128-165).

Σχήµα 8.4: Χρόνοι Ϲωής για τέσσερις ασθενείς που εισάγονται σε ένα νοσοκοµείο. Η κάθετη
γραµµή δείχνει το σηµείο που σταµάτησε η µελέτη.

Σχήµα 8.5: Χρόνοι Ϲωής για τέσσερις ασθενείς που εισάγονται σε ένα νοσοκοµείο.
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8.4 Μη παραµετρική εκτίµηση συναρτήσεων

8.4.1 Εκτιµητής για τη συνάρτηση επιβίωσης

Ο εκτιµητής κατά τους Kaplan και Meier χρησιµοποιειται για εκτιµηθεί η συνάρτηση επιβίωσης
σε µια οµάδα παρατηρήσεων. ΄Εστω n παρατηρήσεις για τις οποίες είναι γνωστά ο χρόνος
T και µια δίτιµη µεταβλητή D που παίρνει τις τιµές di = 1 αν το άτοµο i παρουσιάσει το
προκαθορισµένο γεγονός και di = 0 αν το άτοµο i είναι λογοκριµένο. Θεωρούµε πάντα πως
από τα άτοµα που συµµετέχουν σε µια µελέτη, κάποια από αυτά ϑα παρουσιάσουν το γεγονός
που ενδιαφέρει για τη συγκεκριµένη µελέτη και κάποια άλλα όχι. Μια ϐασική υπόθεση για
να είναι ο εκτιµητής αµερόληπτος είναι πως η κατανοµή της µεροληψίας που δίνεται από τη
µεταβλητή D είναι µη πληροφοριακή. Αυτό σηµαίνει πως τα άτοµα που λογοκρίνονται σε µια
µελέτη παρουσιάζονται τυχαία και όχι µε συστηµατικό τρόπο.

Για να εκτιµηθεί η συνάρτηση επιβίωσης, τα δεδοµένα διατάσσονται κατά αύξουσα σειρά του
χρόνου, t(1), t(2), ..., t(D) (προς το παρόν ϑεωρείται ότι κάθε χρόνος που έχει καταγραφεί είναι
µοναδικός και δεν υπάρχουν ταυτίσεις µεταξύ δύο παρατηρήσεων). Πρέπει να σηµειωθεί ότι
ο χρόνος εκτείνεται ως τη στιγµή που συµβαίνει το τελευταίο γεγονός, δηλαδή ως το σηµείο
t(D). Αν από εκεί και πέρα υπάρχουν άτοµα τα οποία λογοκρίνονται σε ύστερο χρόνο, αυτά
δε συνεισφέρουν πληροφορια για την εκτίµηση της συνάρτησης επιβίωσης . Σε κάθε έναν από
τους χρόνους αυτούς ti , i = 1, 2, .., D αντιστοιχεί µια τιµή di , i = 1, 2, ..., D που δηλώνει αν η
παρατήρηση είναι λογοκριµένη ή όχι. ΄Εστω Ni το σύνολο των παρατηρήσεων που ϐρίσκονται σε
κίνδυνο στον χρόνο ti. Ο εκτιµητής Kaplan-Meier χωρίζει το συνολικό χρόνο σε υποδιαστήµατα
στα οποία συµβαίνει ένα γεγονός. Στον χρόνο t η συνάρτηση επιβίωσης υπολογίζεται ως :

Ŝ(t) =





1, αν t < t1
∏
ti≤t [

Ni−di
Ni

] =
∏
ti≤t [1− di

Ni
], αν t1 ≤ t

(8.9)

όπου t1 είναι ο µικρότερος χρόνος αποτυχίας που παρατηρείται στα δεδοµένα.
Ο εκτιµητής ονοµάζεται και product limit estimator γιατί προκύπτει ως το γινόµενο πιθανο-

τήτων επιβίωσης. Πρακτικά αυτό σηµαίνει πως για να επιβιώσει ένα άτοµο 4 µέρες µετά από µια
επέµβαση ϑα πρέπει πρώτα να έχει επιβιώσει τουλάχιστον 3. Συνεπώς, η πιθανότητα επιβίωσης
S(4) προκύπτει ως το γινόµενο των πιθανοτήτων να επιβιώσει το άτοµο την πρώτη, δεύτερη και
τρίτη µέρα. Πρόκειται δηλαδή για µια δεσµευµένη πιθανότητα. Στην αρχή της µελέτης, όλα τα
Y άτοµα είναι σε κίνδυνο και κανένας από αυτούς δεν έχει υποστεί το προκαθορισµένο γεγονός.
Συνεπώς, ο εκτιµητής είναι 1, ως την στιγµή που ϑα συµβεί το πρώτο γεγονός, γιατί ακριβώς
πριν τη στιγµή που ϑα συµβεί το πρώτο γεγονός, στο χρόνο δηλαδή t(1) έχουµε 1− 0

N1
= 1, όπου

N1 είναι ο αριθµός των ατόµων σε κίνδυνο ακριβώς πριν συµβεί το πρώτο γεγονός. Γενικότερα,
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1− di
Ni

είναι η πιθανότητα επιβίωσης στο διάστηµα (t(i−1), t(i)).
Οι τιµές της συνάρτησης παραµένουν σταθερές µεταξύ δύο διαδοχικών χρόνων και παρου-

σιάζουν άλµατα ακριβώς τη στιγµή που ϑα συµβεί το επόµενο γεγονός. Αν δηλαδή σε µια
µελέτη ο πρώτος ϑάνατος συµβαίνει 4 ηµέρες µετά από µια επέµβαση η πιθανότητα επιβίωσης
στο διάστηµα 0 ως 4 µέρες µετά την επέµβαση παραµένει σταθερή στο 1. Από εκεί και έπειτα
η συνάρτηση επιβίωσης επανυπολογίζεται όποτε παρατηρείται ένας ϑάνατος. Σε κάθε χρονική
στιγµή που εκτιµάται η πιθανότητα επιβίωσης, η τιµή του εκτιµητή εξαρτάται όχι µόνο από τον
αριθµό των γεγονότων που συµβαίνουν αλλά και από τον αριθµό των ατόµων που έχουν λογο-
κριθεί και συνεπώς δεν ϐρίσκονται πλέον σε κίνδυνο.

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ ΄Εστω 10 ασθενείς µε καρκίνο του πνεύµονα για τους οποίους είναι γνωστός
ο χρόνος ως την υποτροπή από την ασθένεια. Οι δέκα διαφορετικοί χρόνοι (σε µήνες) για τους
ασθενείς αυτούς είναι 6, 8, 12+, 14, 16, 16, 16+, 19, 21+, 24. Οι παρατηρήσεις µε το σύµ-
ϐολο (+) αντιπροσωπεύουν λογοκριµένους ασθενείς. Για να υπολογιστεί η καµπύλη επιβίωσης
δηµιουργείται ο παρακάτω πίνακας :

Πίνακας 8.2: Χρόνοι Ϲωής 10 υποθετικών ασθενών µε καρκίνο του πνεύµονα

Χρόνος # ασθενών # γεγονότων d/N S(t)

(t) (N ) (d)

0 10 0 0 1
6 10 1 1/10 0.900
8 9 1 1/9 0.800

12 8 0 0/8 0.800
14 7 1 1/7 0.686
16 6 2 2/4 0.457
19 3 1 1/3 0.305
21 2 0 0/2 0.305
24 1 1 1/1 0.000

Στον χρόνο t = 14 επτά άτοµα ϐρίσκονται σε κίνδυνο και ένα παθαίνει υποτροπή. Συνεπώς,
η πιθανότητα επιβίωσης είναι
S(14) =

∏
ti≤12[1− di

Yi
] = (1− 0/10)(1− 1/10)(1− 1/9)(1− 0/8)(1− 1/7) = 0.686.

Μαζί µε την εκτίµηση της συνάρτησης επιβίωσης Ŝ(t) ϑα πρέπει να υπολογιστεί και η διακύ-
µανση της εκτίµησης, δηλαδή απαιτείται µια σχέση που να εκτιµά τη διακύµανση του εκτιµητή
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επιβίωσης, V̂ (Ŝ(t)). Για το σκοπό αυτό χρησιµοποιείται η µέθοδος δέλτα, µια διαδικασία που
εφαρµόζεται συχνά όταν ο εκτιµητής της διακύµανσης δεν αφορά απλά ένα άθροισµα παρατη-
ϱήσεων και όπως είδαµε προηγουµένως, ο εκτιµητής Kaplan-Meier στο χρόνο t προκύπτει ως
ένα γινόµενο αναλογιών.

Η µέθοδος δέλτα µπορεί να χρησιµοποιηθεί σε οποιαδήποτε συνάρτηση η οποία προσεγγίζε-
ται από ένα ανάπτυγµα Taylor. ΄Εστω λοιπόν µια συνάρτηση f (X) πάνω σε µια τυχαία µεταβλητή
Q. Η µέθοδος χρησιµοποιεί τους δύο πρώτους όρους ενός αναπτύγµατος Taylor , γύρω από το
µέσο, για να προσεγγίσει την τιµή της συνάρτησης

f (X) = f (µ) + (X − µ)f ′(µ) (8.10)

όπου
f ′(µ) =

df (X)

dX
|X=µ

είναι η παράγωγος της συνάρτησης ως προς Χ, στο σηµείο όπου αυτό παίρνει τη µέση τιµή µ.
Από αυτή τη σχέση προκύπτει ότι η διακύµανση της συνάρτησης είναι κατά προσέγγιση:

V (f (X)) = V (X − µ)[f ′(µ)]2 = σ2f ′(µ)2 (8.11)

όπου σ2 είναι η διακύµανση του Q. Αν αντικατασταθούν τα σ2 και µ µε τους αντίστοιχους
εκτιµητές σ̂2 και µ̂ τότε ο εκτιµητής της διακύµανσης προκύπτει από τη σχέση

V̂ (f (X)) = σ̂2f ′(µ̂)2 (8.12)

Για να ϐρούµε τον εκτιµητή της διακύµανσης του Kaplan-Meier εκτιµητή χρησιµοποιούµε
την εκθετική συνάρτηση f (X) = exp(X). ΄Εχουµε δηλαδή ότι Ŝ(t) = exp[ln(Ŝ(t))]. Τότε από το
ανάπτυγµα Taylor προκύπτει

exp(X) = exp(µ) + (X − µ) exp(µ)

και η κατά προσέγγιση διακύµανση είναι

V̂ (exp(X)) ∼= σ exp(µ)2 (8.13)

Αλλά το exp(µ)2 µπορεί να αντικατασταθεί µε το exp(µ̂)2 = exp(lnŜ(t))2 = Ŝ(t)2 και το σ µε σ̂.
Μένει λοιπόν να δείξουµε τι είναι το σ̂.

Εφόσον Ŝ(t) =
∏
ti≤t [

Yi−di
Ni

] ο λογάριθµος είναι

ln Ŝ(t) =
∑

ti≤t
ln
Ni − di
Ni

=
∑

ti≤t
ln(p̂i)
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όπου p̂i = (Ni − di)/Ni. Βασική υπόθεση σε αυτό το σηµείο είναι ότι οι παρατηρήσεις για την
επιβίωσης των 0 Ni ατόµων σε κίνδυνο είναι ανεξάρτητες Bernoulli παρατηρήσεις µε σταθερή
πιθανότητα pi. Κάτω από αυτή την υπόθεση ο εκτιµητής της πιθανότητας pi είναι ο p̂i µε
εκτιµητή της διακύµανσης του το p̂i(1− p̂i)/Ni. ΄Ετσι, από την σχέση (8.12) προκύπτει

V̂ (ln(p̂i)) =
1

p̂2
i

p̂i(1− p̂i)
Ni

∼= di
Ni(Ni − di)

Η τελευταία σχέση µπορεί να αντικατασταθεί στην ϕόρµουλα (8.13) και συνεπώς προκύπτει

V̂ [Ŝ(t)] = Ŝ(t)2
∑

ti≤t

di
Ni(Ni − di) (8.14)

Ο τύπος αυτός είναι γνωστός και ως ϕόρµουλα του Greenwood (1926) .
Στο παράδειγµα παραπάνω V̂ (Ŝ(14)) = 0.6862 ∗ [1/10∗9 + 1/9∗8 + 1/7∗6] = 0.02296. Από

τα δεδοµένα του πίνακα κατασκευάζεται η καµπύλη επιβίωσης στο διάγραµµα 8.4.1 µε 95%

διάστηµα εµπιστοσύνης.

Σχήµα 8.6: Καµπύλη επιβίωσης για την υποτροπή από καρκίνο του πνεύµονα σε 10 ασθενείς.
Οι διακεκοµµένες γραµµές δίνουν ένα 95% διάστηµα εµπιστοσύνης γύρω από την εκτίµηση.

8.4.2 Ανάλυση δεδοµένων µε τη χρήση του SPSS

Το στατιστικό πακέτο SPSS περιλαµβάνει µια σειρά από εντολές για την ανάλυση δεδοµένων
επιβίωσης. Τα δεδοµένα του παραδείγµατος πρέπει να περαστούν σε δύο στήλες, µία που ϑα
περιλαµβάνει το χρόνο και µια που ϑα περιλαµβάνει τη δείκτρια συνάρτηση. Κάθε ένα από
τα άτοµα που περιλαµβάνονται στη µελέτη ϑα πρέπει να έχει µια γραµµή. Στο διάγραµµα
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(2.3.2) παρουσιάζεται η µορφή που ϑα έχει το ϕύλλο εργασίας του SPSS για τα δεδοµένα αυτά.
Σηµειώνεται πως υπάρχουν τρεις ξεχωριστές γραµµές για τον χρόνο 16, εφόσον στον χρόνο αυτό
υπήρχαν δύο άτοµα που παρουσίασαν το γεγονός και ένα που λογοκρίθηκε.

Σχήµα 8.7: Παράδειγµα ϕύλου δεδοµένων SPSS

Από το µενού Analyze > Survival > Kaplan-Meier προκύπτει το παράθυρο µε τις επιλογές
για την εκτίµηση της καµπύλης επιβίωσης. Στο αριστερό µέρος ϐρίσκεται το παράθυρο που
περιλαµβάνει τις µεταβλητές που έχουν δηµιουργηθεί στο ϕύλλο δεδοµένων. Η µεταβλητή που
περιγράφει το χρόνο επιλέγεται και µε το ϐελάκι πρέπει να τοποθετηθεί δεξιά, όπως επίσης
και η µεταβλητή που περιγράφει αν έγινε το γεγονός ή όχι. Η µεταβλητή death εισάγεται στο
παράθυρο status και στη συνέχεια πατώντας την επιλογή Define event πρέπει να δηλωθεί στο
πρόγραµµα ότι το γεγονός συµβαίνει εκεί που η µεταβλητή παίρνει την τιµή 1. ΄Ολες οι άλλες
τιµές που µπορεί να έχουν καταχωρηθεί στο ϕύλλο δεδοµένων ϑεωρούνται από το πρόγραµµα
ότι δηλώνουν λογοκριµένες παρατηρήσεις.

Στη συνέχεια από το µενού options επιλέγονται τα στατιστικά και τα διαγράµµατα που
ϑέλουµε να παράξει το πρόγραµµα.
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Τα αποτελέσµατα παρουσιάζονται στο παράθυρο output . Πρώτα ένας πίνακας επιβίωσης
που περιλαµβάνει το χρόνο και τη δείκτρια συνάρτηση µαζί µε την εκτίµηση της πιθανότητας
επιβίωσης στα χρονικά σηµεία όπου συµβαίνει ένας γεγονός. ∆ίπλα παρουσιάζεται το τυπικό
σφάλµα της εκτίµησης αυτής, ενώ υπάρχουν και δύο στήλες ακόµα µε τον αριθµό των γεγονότων
που παρατηρούνται και τον αριθµό των ατόµων σε κίνδυνο σε κάθε χρονικό σηµείο. Ο δεύτερος

πίνακας παρουσιάζει το µέσο και διάµεσο εκτιµώµενο χρόνο επιβίωσης µαζί µε το τυπικό σφάλ-
µα και ένα 95% διάστηµα εµπιστοσύνης. Τέλος, το SPSS δίνει ένα διάγραµµα µε την καµπύλη

επιβίωσης. Στα σηµεία όπου συµβαίνει µια λογοκρισία αυτή σηµειώνεται µε ένα σταυρό στην
καµπύλη επιβίωσης.

8.4.2.1 Η συνάρτηση κινδύνου

Η συνάρτηση επιβίωσης που παρουσιάσθηκε στην προηγούµενη ενότητα, µπορεί να χρησιµο-
ποιηθεί για την εκτίµηση του αθροιστικού κινδύνου, από τον τύπο H(t) = − ln[S(t)]. ΄Εχει
όµως αποδειχθεί από τους Nelson (1972) και Aalen (1978) ότι ο εκτιµητής για τη συνάρτηση
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κινδύνου h(t) έχει καλύτερες ιδιότητες µικρού δείγµατος. Ο εκτιµητής που έχει καθιερωθεί να
λέγεται εκτιµητής Nelson-Aalen για την αθροιστική συνάρτηση κινδύνου δίνεται από:

Ĥ(t) =





0, αν t < t1
∑
ti≤t

di
Ni
, αν t1 ≤ t

(8.15)

ενώ η διακύµανση δίνεται από:
s2
H(t) =

∑

ti≤t

di
N2
i

(8.16)

Από τον εκτιµητή Nelson-Aalen προκύπτει εύκολα ότι Ŝ(t) = exp[−Ĥ(t)].
Η ϑεµελίωση του εκτιµητή της συνάρτησης κινδύνου από τον Aalen στηρίχθηκε πάνω σε

counting processes και martingales . Ο Aalen ήταν ο πρώτος που προσέφερε µια αυστηρή
µαθηµατική ϑεµελίωση σε ϑέµατα ανάλυσης επιβίωσης και όλες οι εξελίξεις πάνω στον τοµέα
στηρίχθηκαν στην προσέγγιση του για την απόδειξη του εκτιµητή της συνάρτησης κινδύνου.
Η ανάλυση επιβίωσης µε τη χρήση martingales παρουσιάζεται µε λεπτοµέρεια στα ϐιβλία των
Andersen, Borgan, Gill, Keiding (1993) καθώς και στο ϐιβλίο των Fleming, Harrington (1991)
. Ο εκτιµητής των Nelson-Aalen χρησιµοποιείται για δύο πρακτικούς λόγους επίσης. Ο πρώτος
είναι για την αξιολόγηση διαφορετικών παραµετρικών µοντέλων. Για παράδειγµα, ένα διάγραµ-
µα του Ĥ(t) έναντι του χρόνου t ϑα πρέπει να είναι κατά προσέγγιση γραµµικό αν η εκθετική
κατανοµή µε παράµετρο λ εφαρµόζει καλά στα δεδοµένα. Ο δεύτερος λόγος χρήσης του εκτι-
µητή είναι στον υπολογισµό της h(t). Αν από τα δεδοµένα υπολογιστεί η αθροιστική συνάρτηση
κινδύνου Ĥ(t) τότε η κλίση του εκτιµητή αυτού µπορεί να δώσει µια εκτίµηση για την h(t).
Καλύτερες εκτιµήσεις προκύπτουν αν εξοµαλυνθεί η Ĥ(t) µε την χρήση παραµετρικών kernels.

Ο Petterson (1977) πρότεινε έναν άλλο εκτιµητή για την αθροιστική συνάρτηση κινδύνου
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που προκύπτει από τον εκτιµητή κατά Kaplan-Meierως εξής :

Ĥ(t) = − ln Ŝ(t) = − ln
∏

ti≤t

1− di
Ni

= − ln
∑

ti≤t

1− di
Ni

=
∑

ti≤t
ln

1− di
Ni

(8.17)

Με τη χρήση του αναπτύγµατος Taylor µπορούµε να δείξουµε ότι

di/Ni ≤ − ln(1− di)/Ni

για κάθε χρόνο t. Αυτό σηµαίνει πως ο εκτιµητής των Nelson-Aalen ϑα είναι πάντα µεγαλύτερος
ή ίσος από αυτόν που προκύπτει από τον εκτιµητή Kaplan-Meier. Αν το µέγεθος όµως των
ατόµων σε κίνδυνο είναι µεγάλο σε σχέση µε τον αριθµό των γεγονότων τότε di/Ni ∼= − ln((1 −
di)/Ni) και στην πράξη δεν ϑα παρατηρείται κάποια διαφορά ανάµεσα στους εκτιµητές.

Το SPSS δίνει το διάγραµµα της αθροιστικής συνάρτησης κινδύνου όπως υπολογίζεται από
τον τύπο του Petterson αν επιλεγεί από το µενού options το διάγραµµα Hazard . Τα ϐήµατα
είναι παρόµοια µε αυτά που είδαµε για την εκτίµηση της συνάρτησης επιβίωσης.

8.5 ΄Ελεγχοι υποθέσεων

Η εκτίµηση της συνάρτησης επιβίωσης αποτελεί το πρώτο µέρος µιας ανάλυσης δεδοµένων
επιβίωσης. Το επόµενο ϐήµα συνήθως είναι η σύγκριση δύο οµάδων ασθενών που διαφέρουν
κατά ένα χαρακτηριστικό. Παράδειγµα αποτελεί η σύγκριση δύο οµάδων ασθενών από µια
κλινική δοκιµή στην οποία, η µια οµάδα έχει λάβει ένα νέο πειραµατικό σκεύασµα και η δεύτερη
τη καθιερωµένη ϑεραπεία. Χρειάζεται συνεπώς ένας στατιστικός έλεγχος που ϑα ελέγχει αν οι
δύο οµάδες διαφέρουν ως προς τις πιθανότητες επιβίωσης. Στην ανάλυση επιβίωσης, λόγω της
ειδικής ϕύσης των δεδοµένων χρησιµοποιούνται µη παραµετρικοί έλεγχοι. Ο πιο συνηθισµένος
έλεγχος είναι ο έλεγχος log-rank .

Ο έλεγχος log-rank συγκρίνει τις εκτιµήσεις δύο συναρτήσεων κινδύνου σε κάθε χρόνο που
παρατηρείται ένα γεγονός. Αν υποθέσουµε ότι συγκρίνουµε την συνάρτηση κινδύνου µιας
οµάδας ασθενών που συµµετέχουν σε µια κλινική µελέτη και λαµβάνουν το ϕάρµακο (οµάδα
Α) µε την αντίστοιχη οµάδα που παίρνει ψευδοφάρµακο (οµάδα Β), οι υποθέσεις του ελέγχου
διατυπώνονται ως εξής :

H0 : hA(t) = hB(t), για κάθε t

HA : hA(t) 6= hB(t), για κάποιο t
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Σε κάθε χρονική στιγµή i ο αριθµός των παρατηρούµενων γεγονότων στην οµάδα k, Dik συγκρί-
νεται µε τον αριθµό των αναµενόµενων γεγονότων για το ίδιο χρονικό διάστηµα στην ίδια οµάδα
Eik, κάτω από την αρχική υπόθεση.

΄Εστω t(1) < t(2) < ... < t(D) οι διατεταγµένοι χρόνοι των γεγονότων σε όλο το δείγµα. Στον
χρόνο t(ik) παρατηρούνται dik γεγονότα στην k οµάδα, σε ένα πλήθος Nik ασθενών σε κίνδυνο.
Και έστω di =

∑k
j=1 dij το πλήθος των ϑανάτων στον χρόνο t(i) αθροιστικά για όλες τις οµάδες ,

και Ni =
∑k
j=1 Nik το πλήθος των ατόµων σε κίνδυνο σε όλο το δείγµα. Αν η αρχική υπόθεση

είναι σωστή, τότε ο αναµενόµενος αριθµός γεγονότων σε κάθε υποοµάδα δεν ϑα διαφέρει, αλλά
ϑα είναι ο εκτίµητης του κινδύνου σε όλο το δείγµα di

Ni
πολλαπλασιασµένος µε τον αριθµό των

ατόµων σε κίνδυνο από την κάθε υπο-οµάδα: Eik = Nik
di
Ni
. Ο έλεγχος log-rank για τη σύγκριση

δύο οµάδων χρησιµοποιεί την ελεγχοσυνάρτηση:

Z =

∑D
i=1 di1 − Ni1(di/Ni)√∑D

i=1 Vi
(8.18)

όπου
Vi = di(

Ni1
Ni

)(1− Ni1
Ni

)(
Ni − di
Ni − 1

)

είναι η διακύµανση. Η αρχική υπόθεση απορρίπτεται αν |Z | > Zα/2. Σε πολλά στατιστικά
πακέτα χρησιµοποιείται το τετράγωνο του Z και ο έλεγχος γίνεται µε κρίσιµες τιµές αυτές που
προκύπτουν από την Q2 κατανοµή µε ένα ϐαθµό ελευθερίας. Φυσικά, ο έλεγχος µπορεί να
γενικευτεί για περισσότερες από δύο οµάδες.

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ Το αρχείο ενός νοσοκοµείου περιλαµβάνει 690 ασθενείς µε καρκίνο του µα-
στού που µετά από χειρουργείο ϐρέθηκαν µε αρνητικούς λεµφαδένες και µικρό µέγεθος όγκου
(<20χιλιοστά). Από αυτές τις γυναίκες 537 έλαβαν ορµονική ϑεραπεία, ενώ οι υπόλοιπες 153
δεν πήραν. Το διάγραµµα 8.5 παρουσιάζει τις καµπύλες επιβίωσης για τις δύο διαφορετικές
οµάδες. Φαίνεται πως οι πιθανότητες επιβίωσης αυξάνουν στην συγκεκριµένη οµάδα ασθενών
αν αυτοί λαµβάνουν ορµονική ϑεραπεία. Αυτό επιβεβαιώνεται και από τον έλεγχο που παρου-
σιάζεται στον πίνακα 8.3.

Οι υπολογισµοί αυτοί γίνονται αυτόµατα από το SPSS κάτω από το µενού Analyze > Sur-
vival > Kaplan-Meier . Για άλλη µια ϕορά πρέπει να δηλωθεί η µεταβλητή που δηλώνει το
χρόνο και η δείκτρια µεταβλητή για το γεγονός. Στο ίδιο παράθυρο πρέπει να καθοριστεί ο
παράγοντας µε ϐάση τον οποίο ϑέλουµε να γίνει η σύγκριση των συναρτήσεων επιβίωσης. Εν
προκειµένω, επιλέγεται η µεταβλητή horm , η οποία παίρνει την τιµή 1 αν µια ασθενής έχει
λάβει ορµονοθεραπεία και 0 αν δεν έχει λάβει. Στη συνέχεια, επιλέγεται το compare factor και
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Σχήµα 8.8: Καµπύλες επιβίωσης για ασθενείς µε καρκίνο του µαστού, µε µέγεθος όγκου µικρό-
τερο των 20 χιλιοστών και αρνητικούς λεµφαδένες που έλαβαν ορµονική ϑεραπεία (...) έναντι
των αντίστοιχων που δεν έλαβαν (—). log-rank p-value=0.023

Πίνακας 8.3: Πίνακας παρατηρούµενων και αναµενόµενων αριθµών ϑανάτων ασθενών µε καρ-
κίνο του µαστού.

# ασθενών Dk Ek (Dk − Ek)2)/V

Θεραπεία 537 65 75.3 5.16
΄Οχι Θεραπεία 153 41 30.7 5.16

στο υποµενού που προκύπτει δηλώνεται ο στατιστικός έλεγχος log-rank .
Το αποτέλεσµα που προκύπτει είναι ένα διάγραµµα µε τις δύο καµπύλες επιβίωσης για τις

διαφορετικές οµάδες ασθενών, καθώς και δυο πίνακες µε στοιχεία για την ανάλυση.
Ο πρώτος πίνακας περιλαµβάνει περιγραφικά στοιχεία για τις οµάδες. Συνολικά ϐλέπουµε

πως 153 άτοµα δεν έλαβαν ϑεραπεία, από τα οποία 41 απεβίωσαν, ενώ από τα 537 άτοµα που
έλαβαν ϑεραπεία τα 65 απεβίωσαν. Στη συνέχεια παρουσιάζεται ο πίνακας µε την τιµή που
παίρνει η ελεγχοσυνάρτηση, 5.156, τους ϐαθµούς ελευθερίας και το p-value που αντιστοιχεί.

8.6 Μοντέλο αναλογικών κινδύνων

Στην ανάλυση επιβίωσης, πέρα από την περιγραφή της ϑνησιµότητας που µπορεί να αναλυθεί
µε καµπύλες επιβίωσης και κινδύνου, πολύ συχνά ερευνάται πως οι πιθανότητες επιβίωσης
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επηρεάζονται, συσχετίζονται ή µεταβάλλονται ανάλογα µε κάποιες πληροφορίες που µπορεί
να υπάρχουν για συγκεκριµένους ασθενείς. Οι πληροφορίες αυτές µπορεί να είναι κλινικά
δεδοµένα που να περιγράφουν την ασθένεια, για παράδειγµα το µέγεθος του όγκου, ή ο αριθµός
των διηθηµένων λεµφαδένων, καθώς επίσης και τον τύπο της ϑεραπείας ή ϕαρµάκων που µπορεί
να έλαβε ένας ασθενής, όπως χηµειοθεραπεία ή ακτινοθεραπεία. Αρκετές ϕορές οι πληροφορίες
µπορεί να περιγράφουν ποιοτικά χαρακτηριστικά όπως αν ο ασθενής είναι καπνιστής ή όχι.

Το µοντέλο αναλογικού κινδύνου του Cox (proportional hazards model) αποτελεί µια µέθοδο
παλινδρόµησης προσαρµοσµένη ειδικά σε δεδοµένα που περιέχουν λογοκριµένες παρατηρή-
σεις. Με ϐάση αυτό το µοντέλο µπορούν να εξεταστούν σχέσεις ανάµεσα στον κίνδυνο ϑανάτου
και τις πληροφορίες που υπάρχουν για το δείγµα. Το µοντέλο γράφεται ως

h(t|X) = h0(t) exp(X�) (8.19)

όπου X είναι ένας n × p πίνακας που περιέχει σε στήλες τις p ανεξάρτητες µεταβλητές πάνω σε
n παρατηρήσεις, � είναι ένα διάνυσµα διαστάσεων p× 1 ενώ h0(t) είναι µια συνάρτηση ϐασικού
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κινδύνου (baseline hazard function) η οποία δε χρειάζεται να καθοριστεί πλήρως. Η συνάρτηση
ϐασικού κινδύνου δηλώνει τον κίνδυνο που έχει οποιοδήποτε άτοµο από τα δεδοµένα, να υποστεί
το προκαθορισµένο γεγονός σε ένα χρόνο t ανεξάρτητα από τις τιµές που µπορούν να παίρνουν
οι µεταβλητές X .

Το µοντέλο του Cox για να είναι έγκυρο πρέπει να υπακούει σε µια ϐασική συνθήκη,
την υπόθεση της αναλογικότητας, για αυτό ονοµάζεται και µοντέλο αναλογικού κινδύνου. Αν
ϑεωρήσουµε δύο ασθενείς, µε τιµές συµµεταβλητών X και X∗, η αναλογία των κινδύνων τους
γράφεται :

h(t|X)

h(t|X∗) =
h0(t) exp(X�)

h0(t) exp(X∗�)
= exp [(X − X∗)�]

Συνεπώς, ο λόγος των κινδύνων είναι σταθερός και δεν εξαρτάται από το χρόνο. Η ποσότητα (8.6),
(hazard ratio) είναι ο κίνδυνος ενός ατόµου µε χαρακτηριστικά X να πάθει το προκαθορισµένο
γεγονός σε σχέση µε ένα άτοµο µε χαρακτηριστικά X∗.

8.6.1 Εκτίµηση των παραµέτρων

Η καινοτοµία που εισήγαγε ο Cox ήταν η εκτίµηση των παραµέτρων του µοντέλου, µέσω της
συνάρτησης µερικής πιθανοφάνειας (partial likelihood function) . ΄Εστω ότι έχουµε δεδοµένα
της µορφής (Ti , di , Xi), i = 1, 2, ..., n, όπου Ti είναι οι παρατηρούµενοι χρόνοι επιβίωσης, di
είναι µια δείκτρια συνάρτηση που παίρνει την τιµή 1 όταν συµβεί το γεγονός, 0 αλλιώς, και ότι
η λογοκρισία είναι µη πληροφοριακή. ΄Εστω t(1), t(2), ..., t(D) οι διατεταγµένοι χρόνοι ϑανάτου
(και για απλότητα δεν υπάρχουν δύο ίδιοι χρόνοι) και Xi είναι η i-οστή γραµµή του πίνακα
συµµεταβλητών που σχετίζεται µε τον χρόνο ti. Ορίζουµε το σύνολο των ατόµων σε κίνδυνο

(risk set)στον χρόνο ti, R(ti) ως το πλήθος όλων των ατόµων που ϐρίσκονται σε κίνδυνο και υπό
µελέτη, σε χρόνο ακριβώς πριν το ti. Η συνάρτηση πιθανοφάνειας γράφεται ως :

L(�) =
D∏

i=1

exp(Xi�)∑
j∈R(ti) exp(Xj�)

(8.20)
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Η συνάρτηση περιλαµβάνει στον αριθµητή την πληροφορία µόνο τα άτοµα από που παθαί-
νουν το προκαθορισµένο γεγονός, ενώ στον παρονοµαστή την πληροφορία όλων των ατόµων
που δεν έχουν ακόµα υποστεί το γεγονός, ακόµα και αυτά που πιθανόν να λογοκριθούν στο
µετέπειτα χρόνο. Με άλλα λόγια, µπορούµε να δούµε ότι στην χρονική στιγµή ti που συµβαίνει
το γεγονός, το άτοµο µε χαρακτηριστικά Xi συγκρίνεται µε όλα τα υπόλοιπα άτοµα που είναι
ακόµα υπό παρακολούθηση. Θα µπορούσαµε να δούµε το µοντέλο σαν µια σειρά από µελέτες
ασθενών-µαρτύρων που συµβαίνουν κάθε στιγµή που παρατηρείται ένα γεγονός. Η συνάρτηση
µερικής πιθανοφάνειας συνδυάζει όλη αυτή την πληροφορία µε τον ίδιο τρόπο που συνδυάζονται
δεδοµένα από πίνακες χρησιµοποιώντας τη µέθοδο των Mantel-Haenzel.

΄Ενα από τα προτερήµατα της σχέσης 8.20 είναι ότι η εκτίµηση των παραµέτρων δεν εξαρτάται
από την συνάρτηση ϐασικού κινδύνου. ΄Εστω Υ(�) = ln L(�), τότε η (8.20) γράφεται :

l(�) =
D∑

i=1

Xi�−
D∑

i=1

ln


 ∑

j∈R(ti)

exp(Xj�)


 (8.21)

Η συνάρτηση µερικής λογαριθµικής πιθανοφάνειας µεγιστοποιείται σαν να ήταν πλήρης πιθα-
νοφάνεια χρησιµοποιώντας τη µέθοδο Newton-Rapshon . Οι εξισώσεις των scores ϐρίσκονται
αν πάρουµε την πρώτη µερική παράγωγο της 8.21 ως προς τα �. ΄Εστω U(�) = ∂l(�)/∂� η
συνάρτηση των scores τότε

U(�) =
D∑

i=1

Xi�−
D∑

i=1

∑
j∈R(ti) Xj exp(Xi�)∑
j∈R(ti) exp(Xj�)

(8.22)

Ο πίνακας πληροφορίας δίνεται από τον αρνητικό πίνακα της δεύτερης µερικής παραγώγου της
(8.21) µε το kl στοιχείο του πίνακα να υπολογίζεται ως :

Ikl =
∂2l(�)

∂�k∂�l
=

D∑

i=1

∑
j∈R(ti) XjkXjl exp(Xj�)∑

j∈R(ti) exp(Xj�)
−

D∑

i=1

[∑
j∈R(ti) Xjk exp(Xj�)∑
j∈R(ti) exp(Xj�)

] [∑
j∈R(ti) Xjl exp(Xj�)∑
j∈R(ti) exp(Xj�)

]

8.6.2 ΄Ελεγχοι υποθέσεων

Το µοντέλο αναλογικού κινδύνου αποτελεί µια ειδική περίπτωση ενός γενικευµένου γραµµικού
µοντέλου. Συνπεπώς, οι στατιστικοί έλεγχοι που χρησιµοποιούνται σε µοντέλα λογιστικής πα-
λινδρόµησης κ.α. µπορούν να χρησιµοποιηθούν και εδώ µε ανάλογο τρόπο. Μετά την εκτίµηση
των παραµέτρων ενδιαφέρει να ελεγχθεί η υπόθεση H0 : � = �0 όπου � είναι οι εκτιµήσεις για τις
άγνωστες παραµέτρους �. Οι τρεις έλεγχοι που µπορούν να χρησιµοποιηθούν είναι ο έλεγχος
των scores, ο έλεγχος των λόγων πιθανοφανειών και ο έλεγχος Wald .
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Ο έλεγχος που χρησιµοποιεί τις πρώτες παραγώγους της συνάρτησης πιθανοφάνειας χρησι-
µοποιεί την ελεγχοσυνάρτηση

X2
sc = U(�0)

′I−1(�0)U(�0)

ακολουθεί την συνάρτηση X2 µε p ϐαθµούς ελευθερίας, όπου p είναι ο αριθµός των εκτιµη-
ϑέντων παραµέτρων. Ο έλεγχος αυτός ϐασίζεται στις ασυµπτωτικές ιδιότητες των συναρτήσεων
των scores (κάτω από την H0 ακολουθούν πολυµεταβλητή κανονική κατανοµή µε µέσο 0 και
διακύµανση-συνδιακύµανση I(�) ).

Παρόµοια, ο έλεγχος του λόγου πιθανοφανειών ελέγχει την αρχική υπόθεση µε την συνάρ-
τηση

X2
LR = 2

[
l(�̂)− l(�0)

]

που ακολουθεί X2 κατανοµή µε p ϐαθµούς ελευθερίας.
Τέλος, ο έλεγχος του Wald ϐασίζεται στην ασυµπτωµατική κανονικότητα των εκτιµητών µε-

γίστης πιθανοφάνειας και χρησιµοποιεί την συνάρτηση

X2
W = (�̂− �0)

′I(�̂)(�̂− �0)

που ακολουθεί την κατανοµή X2 µε p ϐαθµούς ελευθερίας. Ο έλεγχος του Wald χρησιµοποιείται
τις περισσότερες ϕορές για τον έλεγχο της υπόθεσης ότι µια µόνο παράµετρος παίρνει µια
συγκεκριµένη τιµή, δηλαδή H0 : �l = �l0. Για µια µόνο µεταβλητή ο έλεγχος γίνεται ο γνωστός
z έλεγχος µε συνάρτηση �̂/se(�̂).

Οι τρεις αυτοί έλεγχοι αν και ισοδύναµοι ασυµπτωτικά, µπορεί να έχουν διαφορές σε πεπε-
ϱασµένα δείγµατα. Γενικά, ο έλεγχος πιθανοφανειών ϑεωρείται ο πιο αξιόπιστος και ο έλεγχος
του Wald ο λιγότερο. Και οι τρεις αυτοί έλεγχοι µπορούν να χρησιµοποιηθούν τόσο για να
ελέγξουν την υπόθεση ότι µια από τις παραµέτρους, έστω �1 είναι ίση µε µία συγκεκριµένη τιµή
(συνήθως 0), ή ένα υποσύνολο των παραµέτρων, π.χ. � = (�1, �2) = �0 ή τέλος, το σύνολο των
εκτιµηθέντων παραµέτρων ισούτε µε µια συγκεκριµένη τιµή, όπως περιγράφεται στην προηγού-
µενη παράγραφο.

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ Το µοντέλο αναλογικού κινδύνου εφαρµόστηκε στα δεδοµένα του νοσοκοµεί-
ου ποψ παρουσιάστηκαν στην προηγούµενη ενότητα, για να διαπιστωθεί πως επηρεάζουν από
κοινού τα χαρακτηριστικα των ασθενών και η ϑεραπεία που ακολούθησαν την πιθανότητα ϑα-
νάτου. Στην οµάδα που µας αφορά µετρήθηκαν, µεταξύ άλλων παραγόντων που δεν συµπερι-
λήφθηκαν στην ανάλυση, η ηλικία κατά την επέµβαση, το µέγεθος του όγκου, ο αριθµός των
διηθηµένων λεµφαδένων, η διαφοροποίηση του όγκου, καθώς επίσης και το είδος της ϑεραπείας
που έλαβαν οι ασθενείς, αν δηλαδή υποβλήθηκαν σε χηµειοθεραπεία, ακτινοθεραπεία και /ή
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ορµονοθεραπεία. Ο πίνακας 3 παρουσιάζει τις εκτιµήσεις των σχετικών κινδύνων µαζί µε τα
τυπικά σφάλµατα (standard errors) και τοp-value για κάθε έναν από τους παράγοντες αυτούς,
όπως προκύπτουν µε τη χρήση του στατιστικού πακέτου Ρ.

Πίνακας 8.4: Αποτελέσµατα από παλινδρόµηση κατά Cox. Η ηλικία είναι σε χρόνια, το µέγεθος
του όγκου µετράται σε χιλιοστά, λεµφαδένες είναι το πλήθος των διηθηµένων λεµφαδένων, Γραδε
η διαφοροποίηση του όγκου, χηµειοθεραπεία ακτινοβολία και ορµόνες παίρνουν τις τιµές 0 (όχι)
και 1 (ναι).

�̂ Τυπικό σφάλµα Wald p

Ηλικία 0.017 0.003 4.80 <0.001
Μέγεθος όγκου 0.011 0.002 4.53 <0.001

Λεµφαδένες 0.032 0.003 8.70 <0.001
∆ιαφοροποίηση 0.373 0.070 5.29 <0.001
Χηµειοθεραπεία 0.006 0.099 0.06 0.951

Ακτινοβολία -0.208 0.095 -2.17 0.029
Ορµόνες -0.623 0.087 -7.11 <0.001

Από τον πίνακα προκύπτουν τα ακόλουθα συµπεράσµατα:

• Κάθε επιπλέον χρόνος στην ηλικία µιας ασθενούς αυξάνει τον λογαριθµικό κίνδυνο κατά
0.017, ενώ η διαφορά κινδύνου για τη νεώτερη γυναίκα υπό µελέτη (23 ετών) µε τη
µεγαλύτερη (98 ετών) είναι 1.275 (δηλαδή 0.017 επί 75 χρόνια). Αν αυτός ο κίνδυνος
µεταφραστεί από λογαριθµικό σε ϕυσιολογικό, προκύπτει πως ο σχετικός κίνδυνος µιας
γυναίκας 98 ετών έναντι µιας 23 ετών είναι 3.58 (=exp(1.275)), δηλαδή έχει τρεις και µισή
ϕορές µεγαλύτερο κίνδυνο να πεθάνει από καρκίνο.

• Ο αριθµός των διηθηµένων λεµφαδένων είναι ένας πολύ σηµαντικός παράγοντας. Κάθε
επιπλέον διηθηµένος λεµφαδένας συνδέεται µε αύξηση του κινδύνου κατά 0.03 στο λογα-
ϱιθµικό σχετικό κίνδυνο. Αν και αυτό δεν ϕαίνεται τόσο ϑεαµατικό αρχικά, ϑα πρέπει να
τονιστεί ότι ασθενείς µε 10 διηθηµένους λεµφαδένες έχουν αυξηµένο κίνδυνο κατά τρεις
µονάδες σχέση µε αυτούς µε αρνητικούς. Επιπλέον η σχέση αυτή αποδεικνύεται πως
είναι πολύ ισχυρή στατιστικά, όπως δείχνει η µεγάλη τιµή που παίρνει το Wald statistic .

• Η διαφοροποίηση του όγκου έχει ϑεαµατική επίδραση στον κίνδυνο, καθώς το ϱίσκο αυ-
ξάνει κατά 0.373 (ή σε κανονική κλίµακα 1.45, δηλαδή αύξηση 45%) από όγκου χαµηλής
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διαφοροποίησης σε όγκο µεσαίας. Η διαφορά στον κίνδυνο γίνεται πολύ µεγαλύτερη αν
πάµε από έναν όγκο χαµηλής διαφοροποίησης σε έναν υψηλής (σχετικός κίνδυνος 2.1 ή
αύξησή κατά 110%).

• Το µέγεθος του όγκου παρουσιάζει αυξηµένο κίνδυνο κατά 0.011 για κάθε επιπλέον
χιλιοστό.

• Η ορµονική ϑεραπεία µειώνει τον κίνδυνο κατά 0.623, όπως υποδηλώνει το αρνητικό
πρόσηµο µπροστά από την εκτίµηση. Αν αυτό µετατραπεί στον γνωστό σχετικό κίνδυνο,
ϕαίνεται πως η ορµονική ϑεραπεία µειώνει τον κίνδυνο κατά 47% ( = exp(−0.623) =

0.53).

• Η ακτινοβολία δρα προφυλακτικά µειώνοντας τον κίνδυνο κατά 0.208, εφόσον δρα ως
τοπική ϑεραπεία.

• Τέλος, για την χηµειοθεραπεία, η σχέση που προκύπτει δεν είναι στατιστικά σηµαντική
(p-value = 0.951), συνεπώς οποιαδήποτε συµπερασµατολογία δεν ϑα ήταν αξιόπιστη και
ο συντελεστής b µπορεί να ϑεωρηθεί ίσος µε το µηδέν. Αν και ϕαίνεται λοιπόν πως οι
γυναίκες που λαµβάνουν χηµειοθεραπεία έχουν αυξηµένο κίνδυνο, δεν έχουµε αρκετές
ενδείξεις για να υποστηρίξουµε κάτι τέτοιο.

Η ανάλυση αυτή γίνεται από το SPSS από το µενού Analyze> Survival> Cox Regression . Η
µεταβλητή που δηλώνει το χρόνο και το γεγονός πρέπει να µπούνε στο δεξί µέρος στο παράθυρο
που προκύπτει. ΄Ολη η πληροφορία που ϑέλουµε να συµπεριληφθεί στο µοντέλο δηλώνεται
ως covariate , ενώ υπάρχουν και επιλογές για την εµφάνιση διαγραµµάτων. Τα αποτελέσµατα

συνοψίζονται σε ένα πίνακα παρόµοιο µε τον πίνακα που παρουσιάστηκε προηγουµένως.
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Ο πρώτος έλεγχος υποθέσεων που µπορεί να γίνει είναι να δούµε ποιές από τις µεταβλητές
που υπάρχουν στο µοντέλο δεν υποδυκνείουν µια στατιστικά σηµαντική σχέση. Ο πίνακας πε-
ϱιλαµβάνει την στήλη µε τις τιµές της στατιστικής συνάρτησης κατά Wald και δίπλα τις κρίσιµες
τιµές που αντιστοιχούν σε αυτές p-value. Από τον έλεγχο αυτό µπορούµε να συµπεράνουµε
πως δεν έχουµε αρκετά στοιχεία για να δείξουµε πως η χηµειοθεραπεία µειώνει (ή αυξάνει) τον
κίνδυνο ϑανάτου από καρκίνο του µαστού σε αυτά τα δεδοµένα, όπως ϕαίνεται από την κρίσιµη
τιµή του ελέγχου (0.95).

Ας υποθέσουµε πως ϑέλουµε να δούµε πως επηρεάζεται ο κίνδυνος ϑανάτου των ασθενών,
ανεξάρτητα από την ϑεραπεία που έχουν ακολουθήσει, µόνο µε ϐάση την πληροφορία που
υπάρχει στα κλινικά χαρακτηριστικά τους, δηλαδή την ηλικία, το µέγεθος του όγκου, τον αριθµό
των διηθυµένων λεµφαδένων και τη διαφοροποίηση του όγκου. Ο πίνακας που ακολουθεί
παρουσιάζει τις εκτιµήσεις των παραµέτρων αυτού του µοντέλου:

Πίνακας 8.5: Αποτελέσµατα από παλινδρόµηση κατά Cox. Η ηλικία είναι σε χρόνια, το µέγεθος
του όγκου µετράται σε χιλιοστά, λεµφαδένες είναι το πλήθος των διηθυµένων λεµφαδένων, Γραδε
η διαφοροποίηση του όγκου

�̂ Τυπικό σφάλµα Wald p

Ηλικία 0.013 0.003 3.89 <0.001
Μέγεθος όγκου 0.013 0.002 5.15 <0.001

Λεµφαδένες 0.035 0.003 9.87 <0.001
∆ιαφοροποίηση 0.345 0.070 4.91 <0.001

Το δεύτερο µοντέλο έχει µικρότερο αριθµό παραµέτρων και όπως είναι αναµενόµενο, οι
εκτιµήσεις για τους συντελεστές είναι διαφοροποιηµένες από τις αντίστοιχες του µοντέλου µε όλη
την πληροφορία. Σύµφωνα µε τον έλεγχο Wald όλοι οι συντελεστές είναι στατιστικά σηµαντική.
Το ερώτηµα που ϑα πρέπει να απαντηθεί είναι πιο µοντέλο είναι καλύτερο, ποιο µοντέλο δηλαδή
προσαρµόζει καλύτερα στα δεδοµένα. Για να απαντηθεί το ερώτηµα µπορεί να χρησιµοποιηθεί ο
έλεγχος πιθανοφανειών. Το πλήρες µοντέλο είναι αυτό που περιλαµβάνει όλη την πληροφορία,
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µερικό µοντέλο είναι αυτό µε τις µεταβλητές που αφορούν µόνο τα κλινικά χαρακτηριστικά
των ασθενών, ενώ µηδενικό µοντέλο (null) ϑεωρείται εκείνο το οποίο δεν περιλαµβάνει καµία
ανεξάρτητη µεταβλητή. Για κάθε ένα από τα µοντέλα αυτά υπολογίζεται η τιµή της µερικής
πιθανοφάνειας, σύµφωνα µε τον τύπο (8.21). Οι τιµές που προκύπτουν είναι -4123.519 για
το πλήρες, -4150.684 για το µερικό και -4255.621 για το µηδενικό. Για να συγκριθεί το
µηδενικό µοντέλο µε το µερικό χρησιµοποιείται ο έλεγχος πιθανοφανειών. Η διαφορά των
πιθανοφανειών µεταξύ των µοντέλων είναι−4150.684−(−4255.621) = 104.937. Η διαφορά αυτή
πολλαπλασιάζεται µε 2 έτσι ώστε η τιµή του ελέγχου είναι 209.874. Η τιµή αυτή συγκρίνεται
µε την αντίστοιχη τιµή που δίνει µια X2 κατανοµή µε 4 ϐαθµούς ελευθερίας, αφού στο µερικό
µοντέλο έχουµε προσθέσει 4 παραµέτρους. Το αποτέλεσµα του ελέγχου δίνει µια κρίσιµη τιµή
πολύ κοντά στο 0, συνεπώς η υπόθεση ότι τα δύο µοντέλα είναι ισοδύναµα απορρίπτεται. Το
ενδιάµεσο µοντέλο ϑεωρείται ότι προσαρµόζει καλύτερα στα δεδοµένα από ότι το µηδενικό.

Αντίστοιχα συγκρίνεται το ενδιάµεσο µοντέλο µε το πλήρες. Η τιµή του στατιστικού είναι
54.32 που πρέπει να συγκριθεί µε την τιµή της X2 κατανοµής µε τρεις ϐαθµούς ελευθερίας,
αφού στο πλήρες µοντέλο έχουν προστεθεί οι τρεις µεταβλητές που σχετίζονται µε την ϑεραπεία.
Και εδώ προκύπτει ότι το µοντέλο µε τις περισσότερες παραµέτρους είναι προτιµότερο.

8.6.3 Εκτίµηση της ϐασικής συνάρτησης κινδύνου και της συνάρτησης

επιβίωσης

Η εκτίµηση της συνάρτησης επιβίωσης S(t|X) από το µοντέλο, απαιτεί την εκτίµηση της ϐασικής
συνάρτησης κινδύνου. Ο Breslow προτείνει ως εκτιµητή της ϐασικής συνάρτησης κινδύνου τη
συνάρτηση:

ĥ0(t) =
di∑

j∈R(ti) exp(X�̂)
(8.23)

Κατά συνέπεια, η ϐασική αθροιστική συνάρτηση κινδύνου δίνεται από τον τύπο

Ĥ0(t) =
∑

ti≤t
ĥ0(t)

ενώ η ϐασική συνάρτηση επιβίωσης S0(t) εκτιµάται από Ŝ0(t) = exp[−Ĥ0(t)]. Η ϐασική συνάρ-
τηση επιβίωσης δίνει τις πιθανότητες επιβίωσης για ένα άτοµο όταν όλες οι τιµές των συµµετα-
ϐλητών X είναι 0.

Αν όλες αυτές οι ποσότητες έχουν υπολογιστεί, τότε η πιθανότητα επιβίωσης ενός ατόµου µε
συµµεταβλητές X = X0 υπολογίζεται ως :

Ŝ(t|X0) = Ŝ0(t)
exp(X0�̂) (8.24)
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ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ Στα δεδοµένα των ασθενών από το νοσοκοµείο καταλήξαµε ότι το µοντέλο
που περιλαµβάνει τις µεταβλητές για τα κλινικά χαρακτηριστικά και την ϑεραπευτική αγωγή
είναι το καταλληλότερο για την περιγραφή του κινδύνου. Με αφετηρία τις εκτιµήσεις από το
πλήρες µοντέλο προκύπτει η συνάρτηση κινδύνου και η αθροιστική συνάρτηση κινδύνου.

Αν ϑεωρηθεί ένας υποθετικός ασθενής 30 ετών, µε µέγεθος όγκου 10 χιλιοστά, που δεν έχει
διηθηµένους λεµφαδένες, διαφοροποίηση όγκου 2, που δεν έχει λάβει χηµειοθεραπεία, έχει
κάνει ακτινοβολία και παίρνει ορµονική ϑεραπεία, εφαρµόζεται ο τύπος 8.24:

Ŝ(t|X) = Ŝ0(t)
exp(30∗0.017+10∗0.011+0∗0.032+2∗0.373+0∗0.006−1∗0.208−1∗0.623)

ενώ αντίστοιχα υπολογίζεται η πιθανότητα επιβίωσης ενός ασθενούς µε ίδια κλινικά χαρακτηρι-
στικά, που δεν έχει λάβει όµως ορµονική ϑεραπεία.

8.7 Επεκτάσεις - Ειδικά ϑέµατα

Το µοντέλο αναλογικού κινδύνου αποτελεί ένα πολύ χρήσιµο εργαλείο στην ανάλυση επιβίωσης,
κάτω όµως από την ϐασική υπόθεση ότι ισχύει η αναλογικότητα του κινδύνου. Στην πράξη, δεν
είναι λίγες οι ϕορές που αυτή η υπόθεση καταρρέει και τότε οι εκτιµήσεις που δίνει το µοντέλο
δεν είναι αξιόπιστες. Υπάρχουν τέσσερις ϐασικοί λόγοι για τους οποίους µπορεί να µην ισχύει
η υπόθεση της αναλογικότητας.

Ο πρώτος και πιο συχνός λόγος είναι η εφαρµογή του µοντέλου σε µελέτες µε πολύ µακρά
παρακολούθηση των ασθενών. ΄Εστω µια µελέτη που διαρκεί τρια χρόνια και κατά την οποία
κάποια από τα άτοµα που εισέρχονται υποβάλλονται σε µια ϕαρµακευτική αγωγή κατά τους
6 πρώτους µήνες, ενώ κάποια άλλα άτοµα δεν λαµβάνουν την αγωγή αυτή. Το ϕάρµακο δρα
προστατευτικά για µια χρονική περίοδο, µειώνοντας τον κίνδυνο υποτροπής στα άτοµα που
το έλαβαν. Μετά το πέρας όµως των έξι µηνών, είναι λογικό να ϑεωρήσουµε ότι η επίδραση
του ϕαρµάκου σταδιακά εξασθενεί, έως ότου εξαφανιστεί τελείως κάποια στιγµή αργότερα. Το
µοντέλο αναλογικού κινδύνου ϑεωρεί ότι η αναλογία κινδύνου µεταξύ αυτών που δεν έλαβαν και
έλαβαν το ϕάρµακο παραµένει σταθερή. Με άλλα λόγια, το µοντέλο υποθέτει ότι η επίδραση
του ϕαρµάκου παραµένει η ίδια όσο κι αν περάσει ο χρόνος. Κάτι τέτοιο ϕυσικά, είναι αντίθετο
µε την ιατρική επιχειρηµατολογία.

Για να ελεγχθεί αυτή η περίπτωση ο πιο πρακτικός τρόπος είναι η ανάλυση των δεδοµένων
πρώτα µε καµπύλες Kaplan-Meier . Αν οι καµπύλες επιβίωσης των ατόµων που δεν έλαβαν
µε αυτών που έλαβαν το ϕάρµακο, τέµνονται τότε η υπόθεση της αναλογικότητας δεν ισχύει.
Παρόλα αυτά, αυτός ο έλεγχος µπορεί να γίνει µόνο σε περιπτώσεις κατηγορικών µεταβλητών. Ο
Therneau προτείνει έναν στατιστικό έλεγχο για να αξιολογηθεί αν η υπόθεση της αναλογικότητας
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ισχύει, ϐασισµένο πάνω στα martingale κατάλοιπα. Ο έλεγχος αυτός είναι διαθέσιµος µόνο σε
εξειδικευµένα στατιστικά πακέτα όπως το S-plus, R.

Στις περιπτώσεις αυτές, για να αντιµετωπισθεί το πρόβληµα της µη αναλογικότητας των
κινδύνων, η πιο απλή προσέγγιση είναι να εφαρµοστεί ένα µοντέλο για τα πρώτα χρόνια της
παρακολούθησης και ένα δεύτερο µοντέλο για αργότερα. Φυσικά τίθεται το ϑέµα πως ϑα
επιλεγεί το διάστηµα του χρόνου στο οποίο εφαρµόζεται το κάθε µοντέλο. Η τακτική αυτή
µπορεί να χρησιµοποιηθεί µόνο προσεγγιστικά και µε προσοχή. Μια εναλλακτική προσέγγιση
είναι να επεκταθεί το µοντέλο έτσι ώστε να περιλαµβάνει χρονο-µεταβλητές εκτιµήσεις για τις
παραµέτρους �. Αυτό γίνεται αν συµπεριληφθεί στην εξίσωση κινδύνου η αλληλεπίδραση µιας
µεταβλητής µε κάποιες συναρτήσεις του χρόνου:

h(t|X) = h0(t) exp(X�1 + X�2f (t))

όπου f (t) µπορεί να είναι µια οποιαδήποτε συνάρτηση του χρόνου που καθορίζεται από τον ε-
ϱευνητή. Προσοχή χρειάζεται στα µοντέλα αυτά στον καθορισµό της συνάρτησης πιθανοφάνειας
καθώς επίσης και στην ερµηνεία των αποτελεσµάτων. Στα στατιστικά πακέτα SPSS, S-PLUS,
SAS, R, STATA υπάρχουν έτοιµες ϱουτίνες που µπορούν να υπολογίσουν αυτά τα µοντέλα.

΄Ενας δεύτερος λόγος που µπορεί να οδηγήσει στην κατάρρευση της υπόθεσης της ανα-
λογικότητας είναι η παρουσία συστάδων στα δεδοµένα (clusters). Συστάδες δηµιουργούνται
σε µεγάλες πολυκεντρικές κλινικές δοκιµές, όπου οι ασθενείς που συµµετέχουνν στη µελέτη
προέρχονται από διαφορετικές κλινικές. Η παρουσία αυτής της ετερογένειας µπορεί να αντιµε-
τωπιστεί είτε µε στρωµατοποιηµένα µοντέλα (που παρουσιάζονται στη συνέχεια), είτε µε µικτά
µοντέλα που στην ανάλυση επιβίωσης καλούνται µοντέλα ευπάθειας (frailty models).

8.7.1 Στρωµατοποιηµένα µοντέλα

Μια επέκταση του µοντέλου αναλογικού κινδύνου περιλαµβάνει την ανάλυση κατά στρώµατα.
Αν τα δεδοµένα προέρχονται από στρωµατοποιηµένη δειγµατοληψία, όπως για παράδειγµα δε-
δοµένα από µια πολυκεντρική κλινική δοκιµή, τα στρώµατα χωρίζουν τους ασθενείς σε διακριτές
οµάδες ασθενών που προέρχονται από την ίδια κλινική. Τότε, µε το στρωµατοποιηµένο µοντέλο
αναλογικού κινδύνου ορίζεται διαφορετική ϐασική συνάρτηση κινδύνου για κάθε στρώµα, αλλά
οι συντελεστές � των µεταβλητών παραµένουν ίδιοι για όλα τα στρώµατα. ΄Εστω n1 ασθενείς που
προέρχονται από το ίδιο νοσοκοµείο, n2 από ένα δεύτερο και nk οι ασθενείς από το k κέντρο.
Τότε ο κίνδυνος για ένα ασθενή i που ανήκει στο j ίδρυµα είναι h(t|X) = h0j(t) exp(X�).

Στην περίπτωση της στρωµατοποιηµένης ανάλυσης, η συνάρτηση µερικής πιθανοφάνειας
γράφεται ως το άθροισµα των επιµέρους συναρτήσεων πιθανοφάνειας για κάθε στρώµα lj(�), j =
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1, 2, ..., k. ΄Οπου lj(�) είναι η σχέση (8.21) αλλά ορισµένη µόνο στα άτοµα που ανήκουν στο
j στρώµα. Αντίστοιχα προκύπτουν και οι συναρτήσεις των scores και του πίνακα πληροφορί-
ας. Τα περισσότερα στατιστικά πακέτα περιλαµβάνουν ϱουτίνες για στρωµατοποιηµένα µοντέλα
αναλογικού κινδύνου.

8.8 ΄Αλλες προσεγγίσεις

Εκτός από το µοντέλο αναλογικού κινδύνου υπάρχουν και µια σειρά από άλλα µοντέλα τα οποία
χρησιµοποιούνται στην ανάλυση επιβίωσης. Τα περισσότερα από αυτά, αν και έχουν αρκετές
χρήσιµες ιδιότητες, δεν είναι ιδιαίτερα δηµοφιλή, εκτός από εξειδικευµένες περιπτώσεις και
εφαρµογές.

Στην ανάλυση αξιοπιστίας, τις περισσότερες ϕορές χρησιµοποιούνται παραµετρικά µοντέλα,
στα οποία υπάρχει η ϐασική υπόθεση ότι ο χρόνος ακολουθεί µια συγκεκριµένη κατανοµή.
Σε αυτή την κατηγορία µοντέλων ανήκουν και τα accelerated failure time models. Σε µερικές
περιπτώσεις, αν είναι γνωστή η κατανοµή που ακολουθεί ο χρόνος, µπορεί να έχουν πιο αξιό-
πιστα αποτελέσµατα, ιδίως όσον αφορά τις προβλέψεις. Παρόλα αυτά, στην ϐιοστατιστική πολύ
σπάνια κάποιο τέτοιο µοντέλο συµπεριφέρεται καλύτερα από το µοντέλο αναλογικού κινδύνου.

Μια άλλη µορφή µικτών µοντέλων αποτελούν τα cure rateµοντέλα, σύµφωνα µε τα οποία,
κάποια από τα άτοµα που συµµετέχουν στη µελέτη µπορεί να αποκτήσουν ανοσία στην ασθέ-
νεια και συνεπώς η πιθανότητα να υποτροπιάσουν είναι πάντα 0. Τα µοντέλα αυτά δεν έχουν
εφαρµογές σε µελέτες που αφορούν καρδιαγγειακές παθήσεις, καρκίνο, AIDS και άλλες α-
σθένειες που ϑεωρούνται ανίατες. Σε διαφορετικές περιπτώσεις µπορούν να ϕανούν ιδιαίτερα
χρήσιµα, αν και δεν υπάρχει κανένα στατιστικό πρόγραµµα που να περιλαµβάνει ϱουτίνες για
την εκτίµηση τους.

Τέλος, επιγραµµατικά αναφέρουµε πως υπάρχουν προσεγγίσεις στην ανάλυση επιβίωσης
που χρησιµοποιούν µοντέλα κατά Bayes, νευρωνικά δίκτυα, το µοντέλο αθροιστικού κινδύνου
του Aalen και άλλα, τα οποία όµως δεν είναι εύκολα εφαρµόσιµα από µη ειδικούς.


