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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3  

ΤΥΧΑΙΕΣ ΜΕΤΑΒΛΗΤΕΣ 

 

3.0 Εισαγωγή 

Στο κεφάλαιο αυτό παρουσιάζονται οι έννοιες της τυχαίας µεταβλητής, της συνάρτησης κατανοµής, της 

συνάρτησης πιθανότητας και της συνάρτησης πυκνότητας. Μελετώνται οι σηµαντικότερες διακριτές και 

συνεχείς κατανοµές. Εισάγεται η έννοια της ροπής µίας τυχαίας µεταβλητής µαζί µε αρκετά παραδείγµατα, 

προτάσεις και εφαρµογές. Παρουσιάζονται οι σηµαντικότερες ανισότητες ροπών και πιθανοτήτων και 

µελετώνται συγκεκριµένες ποσότητες που περιγράφουν συνοπτικά µία τυχαία µεταβλητή όπως η µέση τιµή, η 

διασπορά, το µέτρο ασυµµετρίας και το µέτρο κύρτωσης. 

 

3.1 Τυχαίες µεταβλητές 

Κατά τη µελέτη ενός πειράµατος τύχης µπορούµε να αντιστοιχίσουµε σε κάθε δειγµατικό σηµείο έναν αριθµό 

χρησιµοποιώντας έναν προκαθορισµένο κανόνα αντιστοίχησης. Υπάρχει δηλαδή η δυνατότητα ορισµού µιας 

συνάρτησης X  η οποία σε κάθε σηµείο ω  του δειγµατικού χώρου Ω  να αντιστοιχεί έναν πραγµατικό αριθµό 

).(ωX  Μία τέτοια συνάρτηση καλείται τυχαία µεταβλητή (random variable). Ο συµβολισµός xX =)(ω  

σηµαίνει ότι όταν το αποτέλεσµα του πειράµατος τύχης είναι το ,Ω∈ω  τότε η τιµή που θα πάρει η τυχαία 

µεταβλητή X  είναι ίση µε .x  ∆ίνουµε τον ακόλουθο ορισµό. 

 

Ορισµός (Τυχαία µεταβλητή). Έστω Ω  ο δειγµατικός χώρος ενός πειράµατος τύχης. Μία πραγµατική 

συνάρτηση →Ω:X ℜ καλείται τυχαία µεταβλητή (του πειράµατος) αν για κάθε διάστηµα ⊆I ℜ το σύνολο  

})(|{ IX ∈Ω∈ ωω  είναι ενδεχόµενο του .Ω  Η πιθανότητα εµφάνισης του ενδεχοµένου θα γράφεται ως 

).( IXP ∈  

 

Μία τυχαία µεταβλητή →Ω:X ℜ αντιστοιχεί το δειγµατικό χώρο Ω  σε ένα υποσύνολο του συνόλου των 

πραγµατικών αριθµών ℜ. Το συνόλο αυτό είναι το ∈x{ ℜ: xX =)(ω  για κάποιο }Ω∈ω  και καλείται πεδίο 

τιµών ή σύνολο τιµών (set of values) της τυχαίας µεταβλητής .X  Συµβολίζεται συνήθως µε (XR ή µε ).XS   

 

Παράδειγµα 1 (α) Έστω το τυχαίο πείραµα της ρίψης δύο ζαριών. Ο δειγµατικός χώρος είναι 

}.6,,1,|),{( K==Ω jiji  Ορίζουµε την τυχαία µεταβλητή →Ω:X ℜ  τέτοια ώστε .),( jijiX +=  Η X  

αναπαριστά το άθροισµα των ενδείξεων των δύο ζαριών. 
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(β) Έστω το τυχαίο πείραµα της ρίψης ενός νοµίσµατος n  φορές. Ορίζουµε την τυχαία µεταβλητή 

=:X αριθµός των εµφανιζοµένων κεφαλών στις n  ρίψεις. Ο δειγµατικός χώρος Ω  του πειράµατος αποτελείται 

από −n άδες µε ενδείξεις Κ για τις κεφαλές και Γ για τα γράµµατα. Αν ένα στοιχείο ω  του δειγµατικού χώρου 

είναι µία −n άδα µε πέντε ενδείξεις κεφαλής τότε .5)( =ωX   

(γ) Έστω η τυχαία µεταβλητή =:X χρόνος ζωής ενός ηλεκτρικού λαµπτήρα. Το πεδίο τιµών της X  είναι το 

σύνολο ).,0[ ∞=XR  

(δ) Έστω η τυχαία µεταβλητή =:X ενδιάµεσος χρόνος άφιξης τρένων σε ένα συγκεκριµένο σταθµό. Αν ο 

χρόνος µεταξύ των διαδοχικών αφίξεων των τρένων δεν ξεπερνάει τα πέντε λεπτά, τότε η πιθανότητα να 

περιµένουµε περισσότερο από δύο λεπτά αν φτάσουµε στο σταθµό τη στιγµή που φεύγει ένα τρένο είναι ίση µε 

).52( ≤< XP  ■ 

 

Παρατήρηση. Η →Ω:X ℜ είναι τυχαία µεταβλητή, αν και µόνο αν για κάθε πραγµατικό αριθµό x  το σύνολο 

∈≤Ω∈ })(|{ xX ωω ℑ δηλαδή είναι ενδεχόµενο ως στοιχείο της συλλογής ℑ που είναι ένα −σ σώµα 

ενδεχοµένων. Αν B  είναι ένα υποσύνολο του ℜ τότε η αντίστροφη εικόνα του συνόλου ,B  υπό την τυχαία 

µεταβλητή X  συµβολίζεται ως )(1 BX −  και ορίζεται ως }.)(|{)(1 BXBX ∈Ω∈=− ωω  Ισοδύναµος και 

απλούστερος συµβολισµός της αντίστροφης εικόνας είναι  ο ).( BX ∈   Το σύνολο B  µπορεί να έχει τη µορφή 

αριθµήσιµων ενώσεων ή τοµών ή συµπληρωµάτων ηµι-ευθειών της µορφής ∈−∞ xx],,( ℜ. Για παράδειγµα, το 

σύνολο B  µπορεί να είναι το σύνολο ).5,2[)2,()5,( =−∞∩−∞= cB  ■ 

 

Παράδειγµα 2 Σύµφωνα µε την παραπάνω παρατήρηση, αν →Ω:X ℜ είναι µία τυχαία µεταβλητή, θα ισχύει, 

για παράδειγµα, ότι: 

∈==Ω∈== − })({})(|{)( 1 xXxXxX ωω ℑ. 

∈−∞=≤Ω∈=≤ − ],(})(|{)( 1 xXxXxX ωω ℑ. 

∈−∞=<Ω∈=< − ),(})(|{)( 1 xXxXxX ωω ℑ. 

∈∞=≥Ω∈=≥ − )),([})(|{)( 1 xXxXxX ωω ℑ. 

∈∞=>Ω∈=> − )),((})(|{)( 1 xXxXxX ωω ℑ. 

∈=≤<Ω∈=≤< − ]),((})(|{)( 1 yxXyXxyXx ωω ℑ. ■ 
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3.2 Η συνάρτηση κατανοµής και οι ιδιότητές της 

Ο υπολογισµός πιθανοτήτων που σχετίζονται µε µία τυχαία µεταβλητή X  είναι εφικτός αν βρεθεί µία έκφραση 

για τις πιθανότητες )( xXP ≤  για όλα τα ∈x ℜ. Η συνάρτηση κατανοµής (distribution function) 

)()( xXPxF ≤=  µας δίνει όλες τις πληροφορίες που χρειαζόµαστε για την τυχαία µεταβλητή .X  ∆ίνουµε τον 

ακόλουθο ορισµό. 

 

Ορισµός Έστω →Ω:X ℜ µία τυχαία µεταβλητή. Η συνάρτηση κατανοµής (σ.κ.) XF  της τυχαίας 

µεταβλητής X  είναι η συνάρτηση :XF ℜ ]1,0[→  µε τύπο }),)(:({)()( xXPxXPxFX ≤Ω∈=≤= ωω  ∈x ℜ. 

 

Μία συνάρτηση κατανοµής έχει τις ακόλουθες ιδιότητες. 

(α) Η συνάρτηση κατανοµής XF  µιας τυχαίας µεταβλητής X  είναι αύξουσα (µη φθίνουσα). 

Έστω ∈yx, ℜ τέτοια ώστε .yx <  Θα πρέπει να ισχύει ότι ).()( yFxF XX ≤  

Όµως, })(|{})(|{ yXxX ≤Ω∈⊆≤Ω∈ ωωωω  

P )()(})(|{})(|{ yXPxXPyXPxX ≤≤≤⇒≤Ω∈≤≤Ω∈ ωωωω  

).()( yFxF XX ≤⇒  Άρα η συνάρτηση XF  είναι αύξουσα (µη φθίνουσα). 

(β) .1)(lim =
∞→

xFX
x

 Έστω µία αύξουσα ακολουθία 1}{ ≥nnx  τέτοια ώστε .lim ∞=
∞→

n
n

x  Αρκεί να δείξουµε ότι 

.1)(lim =
∞→

nX
n

xF  Αυτό προκύπτει από το Θεώρηµα Συνέχειας διότι η ακολουθία ενδεχοµένων 1}{ ≥nnA  µε 

}{ nn xXA ≤=  είναι αύξουσα µε UU
∞

=

∞

=
∞→

∞<=≤==
11

}.{}{lim
n

n
n

nn
n

XxXAA  

Εποµένως, .1)()()lim()(lim)(lim =Ω=∞<===
∞→∞→∞→

PXPAPAPxF n
n

n
n

nX
n

   

(γ) .0)(lim =
−∞→

xFX
x

 Η απόδειξη είναι παρόµοια µε την απόδειξη της ιδιότητας (β). 

(δ) Η συνάρτηση κατανοµής XF  είναι δεξιά συνεχής. H Πρόταση (δ) µπορεί εναλλακτικά να διατυπωθεί ως 

εξής: Για κάθε φθίνουσα ακολουθία πραγµατικών αριθµών ,}{ 1≥nnx  µε xxn
n

=
∞→

lim  ισχύει ).()(lim xFxF XnX
n

=
∞→

 

Αφού η ακολουθία 1}{ ≥nnx  είναι φθίνουσα, η αντίστοιχη ακολουθία ενδεχοµένων 1}{ ≥nnA  µε }{ nn xXA ≤=  θα 

είναι φθίνουσα. Επίσης ισχύει II
∞

=

∞

=
∞→

≤=≤==
11

},{}{lim
n

n
n

nn
n

xXxXAA  εποµένως χρησιµοποιώντας πάλι το 

Θεώρηµα Συνέχειας προκύπτει ότι ).()()lim()(lim)(lim xFxXPAPAPxF Xn
n

n
n

nX
n

=≤===
∞→∞→∞→

 ■ 
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Παράδειγµα 3 Να εκφραστούν οι πιθανότητες )( yXxP ≤<  και )( xXP >  συναρτήσει της συνάρτησης 

κατανοµής XF  για µία τυχαία µεταβλητή .X  

Λύση. Είναι )()()( xXyXxyX ≤∪≤<=≤  και τα ενδεχόµενα )( yXx ≤<  και )( xX ≤  είναι ξένα µεταξύ 

τους. Εποµένως, )()()( xXPyXxPyXP ≤+≤<=≤  

Συνεπώς, ).()()()()( xFyFxXPyXPyXxP XX −=≤−≤=≤<  

Είναι ).(1)(1])[(1)( xFxXPxXPxXP X
c −=≤−=>−=>  ■ 

 

3.3 ∆ιακριτές και συνεχείς τυχαίες µεταβλητές 

Αν το πεδίο τιµών XR  µιας τυχαίας µεταβλητής X  είναι πεπερασµένο ή το πολύ απείρως αριθµήσιµο τότε η 

X  καλείται διακριτή (ή απαριθµητή) (discrete). Σε αυτή την περίπτωση το σύνολο τιµών της X  έχει τη 

µορφή },,{ 21 KxxRS XX ==  ή  τη µορφή }.,,{ 1 NXX xxRS K==  Το σύνολο XS  καλείται φορέας της τυχαίας 

µεταβλητής .X  Σε κάθε διακριτή τυχαία µεταβλητή ,X  µπορούµε να αντιστοιχήσουµε µία πραγµατική 

συνάρτηση :f ℜ→ℜ µε τύπο Xiii SxxXPxf ∈== ),()(  η οποία καλείται συνάρτηση πιθανότητας (σ.π.) 

(probability function) ή συνάρτηση µάζας πιθανότητας (σ.µ.π.) (probability mass function) της .X   

Για παράδειγµα, κατά τη ρίψη ένος νοµίσµατος n  φορές, η τυχαία µεταβλητή X  που µετράει τον αριθµό των 

κεφαλών είναι µία διακριτή τυχαία µεταβλητή µε πεπερασµένο σύνολο τιµών }.,,1,0{ nRX K=   

 

Μία συνάρτηση πιθανότητας ικανοποιεί τις ακόλουθες δύο ιδιότητες:  

(α) ,0)( ≥ixf  για κάθε .,2,1 K=i   

(β) ∑
∈

=
Xi Sx

ixf .1)(   

 Επιπλέον, για µία διακριτή τυχαία µεταβλητή X  ισχύει ότι  

.)()(}{)()( ∑ ∑
≤ ≤≤

===











==≤=

xx xx
kk

xx
kX

k kk

xfxXPxXPxXPxF U  

Η συνάρτηση πιθανότητας µιας διακριτής τυχαίας µεταβλητής παριστάνεται γραφικά µε ένα σύνολο 

κατακόρυφων γραµµών που συνδέουν τα σηµεία )0,( ix  µε τα σηµεία ))(,( ii xfx  για .,2,1 K=i  Στο βιβλίο του 

Κούτρα [4], σελ. 203 και σελ. 206-209, γίνεται σχετική συζήτηση για την γραφική παράσταση της συνάρτησης 

πιθανότητας αλλά και τη σχέση µεταξύ των γραφικών παραστάσεων των συναρτήσεων πιθανότητας και 

κατανοµής µίας διακριτής τυχαίας µεταβλητής .X    
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Παράδειγµα 4 Ο αριθµός των αυτοκινήτων που πουλάει µία έκθεση σε µία εβδοµάδα είναι τυχαία µεταβλητή 

X  µε συνάρτηση πιθανότητας που δίνεται από τον τύπο: ,)( cxxf =  5,4,3,2,1=x  και ),10()( xcxf −=  

.9,8,7,6=x  (α) Να βρεθεί η τιµή της σταθεράς .c  (β) Ποια είναι η πιθανότητα να πουληθούν σε µία εβδοµάδα 

(i) λιγότερα από 4 αυτοκίνητα; (ii) περισσότερα από 5 αυτοκίνητα γνωρίζοντας ότι έχουν πουληθεί τουλάχιστον 

3; 

Λύση. (α) Είναι },9,,1{ K=XR  οπότε θα ισχύει ότι ∑
=

=
9

1

1)(
x

xf  ή ισοδύναµα .25
1125 =⇒= cc  

(β) Για τον υπολογισµό των πιθανοτήτων έχουµε: 

(i) .
25

6
)321(

25

1
)()4(

3

1
∑
=

=++===<
x

xXPXP  

(ii) .
11

5

25
31
25

10

)2()1(1

)9()8()7()6(

)3(

)5(

)3(

)3,5(
)3|5( =

−
=

−−
+++

=
≥
>

=
≥

≥>
=≥>

ff

ffff

XP

XP

XP

XXP
XXP  ■ 

 

Παράδειγµα 5 Οι ηµερήσιες παραγγελίες (σε 100-άδες χιλιάδες τεµάχια) που δέχεται ένα εργοστάσιο το οποίο 

κατασκευάζει CD περιγράφονται από µία τυχαία µεταβλητή X  µε συνάρτηση κατανοµής ,0)( =tF  ,0<t  

,)( 2attF =  ,2
10 <≤ t  ,)( 2tattF −=  ,12

1 <≤ t  ,1)( =tF  ,1≥t  όπου a  είναι µία πραγµατική σταθερά. 

Υποθέτουµε ότι οι ηµερήσιες παραγγελίες είναι λιγότερες από 100000 τεµάχια. 

(α) Να υπολογιστεί η τιµή της σταθεράς .a  

(β) Να υπολογιστεί η πιθανότητα σε µία ηµέρα να παραγγελθούν περισσότερα από 50000 τεµάχια.  

(γ) Αν κάποια ηµέρα οι παραγγελίες έχουν ξεπεράσει τα 25000 τεµάχια, ποια είναι η πιθανότητα να υπερβούν 

και τα 75000 τεµάχια; 

Λύση. (α) Υποθέτουµε ότι .1)1( =<XP  Εποµένως, .21)1()1(1 =⇒−==<= − aaFXP  

(β) .
4

1

2

1

2

1
21

2

1
1

2

1
2

=






+−=






−=






 > FXP  

(γ) Η ζητούµενη πιθανότητα είναι ίση µε  

.
8

1

4

1
21

4

3

4

3
21

4

1
1

4

3
1

4

1
4

3

4

1
4

1
,

4

3

4

1
|

4

3
2

2

=
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=








−








−
=








 >








 >
=








 >








 >>
=







 >>
F

F

XP

XP

XP

XXP

XXP  ■ 

 

Μία τυχαία µεταβλητή X  καλείται συνεχής (continuous), αν υπάρχει µία µη-αρνητική συνάρτηση 

:Xf ℜ ),0[ ∞→  τέτοια ώστε για κάθε υποσύνολο B  του συνόλου ℜ των πραγµατικών αριθµών, το οποίο 
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µπορεί να γραφεί ως ένωση ενός πεπερασµένου ή απείρως αριθµήσιµου πλήθους διαστηµάτων, ισχύει ότι 

∫ ∈=∈
B

X tdttfBXP ,)()( ℜ. Η συνάρτηση Xf  καλείται συνάρτηση πυκνότητας (σ.π.) (density function) της 

.X   Αν ),,( ∞−∞=B  τότε .1)()),(( ==∞−∞∈ ∫
∞

∞−

dttfXP X  

Αν ],,[ baB =  τότε .)()(]),[( ∫=≤≤=∈
b

a

X dttfbXaPbaXP  Αν ,ba =  .0)()( === ∫
a

a

X dttfaXP  Εποµένως, 

η πιθανότητα η X  να πάρει οποιαδήποτε συγκεκριµένη τιµή είναι µηδέν. Η τιµή )(af X  δεν εκφράζει την 

πιθανότητα )( aXP =  όπως στις διακριτές κατανοµές αλλά δίνει το πόσο πιθανό είναι να βρίσκεται η τυχαία 

µεταβλητή X  πολύ κοντά στην τιµή .a  Όσο µεγαλύτερη είναι η τιµή )(af X  τόσο περισσότερο πιθανό είναι 

να πάρει η τυχαία µεταβλητή X  τιµές κοντά στο .a  Στο βιβλίο του Κούτρα [4], σελ. 339-340, γίνεται µία 

σχετική συζήτηση για το θέµα αυτό από το οποίο, ως συνέπεια, έπεται ότι, σε αντίθεση µε τη συνάρτηση 

πιθανότητας η οποία παίρνει πάντοτε τιµές µικρότερες ή ίσες της µονάδας, για τη συνάρτηση πυκνότητας 

δεν είναι απαραίτητο κάτι τέτοιο αφού η τελευταία δεν εκφράζει κάποια πιθανότητα. Επιπλέον, ισχύει ότι 

=)(xFX .)()()( ∫
∞−

=≤=<
x

X dttfxXPxXP  Αν υποθέσουµε ότι η συνάρτηση πυκνότητας Xf  είναι µία συνεχής 

συνάρτηση τότε, όπως γνωρίζουµε από τον Απειροστικό Λογισµό, αν παραγωγίσουµε ως προς x , θα έχουµε 

∈= xxfxF XX ),()(' ℜ.  Ακόµη και αν η Xf  δεν είναι συνεχής παντού η τελευταία σχέση θα ισχύει για κάθε x  

στο οποίο η Xf  είναι συνεχής. 

Μία συνάρτηση πυκνότητας χαρακτηρίζεται από τις ακόλουθες δύο ιδιότητες  

(α) ∈≥ xxf X ,0)( ℜ. (β) .1)(∫
∞

∞−

=dttf X  

 

Παράδειγµα 6 Το σφάλµα X  που γίνεται κατά τη µέτρηση µε τη χρήση ενός συγκεκριµένου οργάνου είναι µία 

συνεχής τυχαία µεταβλητή µε συνάρτηση πυκνότητας ),4()( 2xcxf −=  22 ≤≤− x  και ,0)( =xf  

διαφορετικά, όπου c  είναι µία πραγµατική σταθερά. (α) Να υπολογιστεί η τιµή της σταθεράς .c  (β) Να 

υπολογιστεί η συνάρτηση κατανοµής XF  της τυχαίας µεταβλητής .X  (γ) Να υπολογιστεί η πιθανότητα το 

σφάλµα µιας µέτρησης να είναι κατά απόλυτη τιµή µικρότερο του 1. 

Λύση. (α) Θα πρέπει 0≥c  και ∫ ∫
∞

∞− −

=⇒=⇒=−⇒=
2

2

2 .
32

3
1

3

32
1)4(1)( ccdxxcdxxf  
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(β) Η συνάρτηση κατανοµής της X  δίνεται από τον τύπο 
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== ∫∫
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Είναι [ ] .
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3.4 Παραδείγµατα διακριτών τυχαίων µεταβλητών  

(α) Οµοιόµορφη διακριτή τυχαία µεταβλητή. Έστω },,{ 1 Nxx K=Ω  ένας πεπερασµένος δειγµατικός χώρος 

ενός πειράµατος τύχης, όπου N  φυσικός αριθµός.  Η συνάρτηση πιθανότητας της τυχαίας µεταβλητής X  

ορίζεται ως εξής ,
1

)()(
N

xXPxf iiX ===  για κάθε .,,1 Ni K=  Λέµε ότι η X  είναι µία οµοιόµορφη 

διακριτή τυχαία µεταβλητή (discrete uniform random variable). Για παράδειγµα, θεωρούµε ότι η τυχαία 

µεταβλητή X  είναι το αποτέλεσµα της ρίψης ενός αµερόληπτου ζαριού. Στην περίπτωση αυτή, το σύνολο 

τιµών της X είναι το διακριτό σύνολο }6,,1{ K  και ισχύει ότι }.6,,1{,
6

1
)( K∈== iiXP   

 

(β) ∆ιωνυµική τυχαία µεταβλητή. Θεωρούµε ένα πείραµα τύχης το οποίο έχει δύο µόνο δυνατά αποτελέσµατα 

το ένα εκ των οποίων µπορεί να χαρακτηρισθεί ως «επιτυχία» και το άλλο µπορεί να χαρακτηρισθεί ως 

«αποτυχία». Κάθε εκτέλεση ενός πειράµατος τύχης µε µόνο δύο δυνατά αποτελέσµατα καλείται δοκιµή. 

Επαναλαµβάνουµε το πείραµα n  φορές. Θεωρούµε ότι η πιθανότητα της «επιτυχίας» είναι ίση µε p  και η 

πιθανότητας της «αποτυχίας» είναι ίση µε .1 pq −=  Έστω η τυχαία µεταβλητή X  που αναπαριστά τον αριθµό 

των επιτυχιών στις n  ανεξάρτητες επαναλήψεις του πειράµατος. Τότε λέµε ότι η τυχαία µεταβλητή X  είναι 

µία διωνυµική τυχαία µεταβλητή (binomial random variable). Γράφουµε ),(~ pnBinX  και λέµε ότι η X  

ακολουθεί τη διωνυµική κατανοµή. Οι ποσότητες pn,  καλούνται παράµετροι της διωνυµικής κατανοµής. Ο 

δειγµατικός χώρος του πειράµατος είναι },1,0{}1,0{}1,0{ ×××=Ω L  όπου το σύνολο }1,0{  εµφανίζεται n  

φορές, η ένδειξη 0 συµβολίζει την «αποτυχία» και η ένδειξη 1 συµβολίζει την «επιτυχία». Το πεδίο τιµών της 
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τυχαίας µεταβλητής X  είναι το διακριτό σύνολο }.,,0{ nK  Η συνάρτηση πιθανότητας µιας διωνυµικής τυχαίας 

µεταβλητής ),(~ pnBX  δίνεται από τον τύπο ,)()( xnx
X qp

x

n
xfxXP −









===  ,,,0 nx K=  .1 pq −=  (*). 

Θα δούµε πως προκύπτει η σχέση (*). Έστω ότι οι x  επιτυχίες ενός πειράµατος τύχης εµφανίστηκαν στις 

πρώτες x  επαναλήψεις του και στις τελευταίες xn −  επαναλήψεις του πειράµατος έχουµε µόνο αποτυχίες. 

Επιπλέον οι n  επαναλήψεις είναι ανεξάρτητες. Άρα, 

xPxXP ()( == επιτυχίες, xn −  αποτυχίες) .xnx qpqqpp −=⋅= LL   

Επειδή υπάρχουν 








x

n
 τρόποι σύµφωνα µε τους οποίους οι x  επιτυχίες µπορούν να πραγµατοποιηθούν σε n  

ανεξάρτητες επαναλήψεις του πειράµατος, προκύπτει ότι ,)( xnx qp
x

n
xXP −









==  όπως θέλαµε να δείξουµε.  

Η Xf  είναι πράγµατι µία συνάρτηση πιθανότητας διότι ∑ ∑
= =

− ==+=−
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X qppp

x

n
xf
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11)()1()(  και 

προφανώς .,,0,0)( nxxf X K=≥  Αν 1=n  η τυχαία µεταβλητή X  καλείται τυχαία µεταβλητή Bernoulli 

(Bernoulli random variable) και γράφουµε ~X Bernoulli ).(p   

 

Παράδειγµα 7 Πόσα παιδιά πρέπει να αποκτήσει µία οικογένεια ώστε να έχει µε πιθανότητα µεγαλύτερη ή ίση 

του 0.9 τουλάχιστον ένα αγόρι και τουλάχιστον ένα κορίτσι; Υποθέτουµε ότι σε κάθε γέννηση είναι εξίσου 

πιθανό να γεννηθεί αγόρι ή κορίτσι. 

Λύση. Έστω n  ο ζητούµενος αριθµός παιδιών που πρέπει να αποκτήσει η οικογένεια. Έστω X  η τυχαία 

µεταβλητή που αναπαριστά τον αριθµό των αγοριών που έχει αποκτήσει η οικογένεια στο σύνολο των n  

παιδιών και Y  η τυχαία µεταβλητή που αναπαριστά τον αριθµό των κοριτσιών που έχει αποκτήσει η οικογένεια 

στο σύνολο των n  παιδιών. Ισχύει ότι 
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Εποµένως, η οικογένεια θα πρέπει να έχει τουλάχιστον πέντε παιδιά. ■ 

 

Παράδειγµα 8 Έστω ότι το 25% από εκείνους που εξετάζονται για την απόκτηση διπλώµατος οδηγού 

αυτοκινήτου αποτυγχάνουν. Έστω ότι η τυχαία µεταβλητή X  δίνει τον αριθµό των αποτυχόντων ανάµεσα σε 

είκοσι πέντε εξεταζόµενους. Να υπολογιστούν οι πιθανότητες (α) )1( ≥XP  (β) )20( ≤XP  (γ) ).205( ≤< XP   
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Λύση. Ισχύει ότι ).25.0,25(~ BX  

(α) 250250 )75.0(1)25.01()25.0(
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∑ xx
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(γ) .7863.02137.01)4()20()5()20()205( =−≈≤−≤=<−≤=≤< XPXPXPXPXP  ■ 

 

Για τον υπολογισµό των πιθανοτήτων που σχετίζονται µε τη διωνυµική κατανοµή χρησιµοποιούµε 

κατάλληλους πίνακες (για παράδειγµα, βλέπε βιβλίο Γ. Ρούσσα [1], Θεωρία Πιθανοτήτων, σελ. 280-288). 

 

(γ) Τυχαία µεταβλητή Poisson. Έστω η τυχαία µεταβλητή X  που αναπαριστά τον αριθµό των πελατών που 

φθάνουν σε ένα ταµείο εντός ορισµένου χρονικού διαστήµατος ή τον αριθµό των τροχαίων ατυχηµάτων που 

συµβαίνουν σε µία περιοχή κατά τη διάρκεια µιας ηµέρας ή τον αριθµό των σωµατιδίων που εκπέµπονται από 

µία ραδιενεργό πηγή εντός δοθέντος χρονικού διαστήµατος. Σε όλα τα παραπάνω παραδείγµατα η τυχαία 

µεταβλητή X  λαµβάνει τιµές K,1,0=x  και η πιθανότητα )( xXP =  µπορεί να προσεγγισθεί ικανοποιητικά 

από µία κατανοµή πιθανότητας που καλείται κατανοµή Poisson (Poisson distribution). H συνάρτηση 

πιθανότητας της X  ορίζεται ως εξής : ,
!

)()(
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exXPxf
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X

λλ−===  ,,1,0 K=x  .0>λ   

Η ποσότητα λ  καλείται παράµετρος της κατανοµής Poisson και η παραπάνω συνάρτηση είναι πράγµατι µία 

σ.π. διότι ∑ ∑
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 Αν µία τυχαία µεταβλητή X  ακολουθεί την κατανοµή 

Poisson µε παράµετρο ,0>λ  γράφουµε ).(~ λPoissonX  Ισχύει το ακόλουθο οριακό θεώρηµα σύµφωνα µε το 

οποίο η κατανοµή Poisson προσεγγίζεται από τη διωνυµική κατανοµή. 

 

Θεώρηµα 3.1 (Προσέγγιση της κατανοµής Poisson από τη διωνυµική κατανοµή). Έστω µία ακολουθία 

τυχαίων µεταβλητών 1}{ ≥nnX  που ακολουθεί τη διωνυµική κατανοµή µε παραµέτρους n  και .np  Έστω ότι 

καθώς ,∞→n 0→np  και ,λλ →= nn np  για κάποιο .0>λ   
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Παράδειγµα 9 Μία πόλη έχει χίλια σπίτια. Κατά τη διάρκεια ενός χρόνου η πιθανότητα να παραβιαστεί 

οποιοδήποτε από αυτά είναι 0.001. Να υπολογιστεί η πιθανότητα κατά τη διάρκεια ενός έτους να γίνουν 

τουλάχιστον δύο διαρρήξεις. 

Λύση. Έστω η τυχαία µεταβλητή X  που αναπαριστά τον αριθµό των διαρρήξεων κατά τη διάρκεια ενός έτους. 

Ισχύει ότι ).001.0,1000(~ BX  Σύµφωνα µε το Θεώρηµα 3.1, έχουµε 

.211)1()0(1)2(1)2( 111 −−− −=−−==−=−=<−=≥ eeeXPXPXPXP  ■ 

 

Παράδειγµα 10 Έστω ότι ο αριθµός των θανάτων σε ένα νοσοκοµείο των Αθηνών σε ένα µήνα ακολουθεί την 

κατανοµή Poisson. Αν η πιθανότητα να συµβεί το πολύ ένας θάνατος σε ένα µήνα είναι τετραπλάσια της 

πιθανότητας να συµβούν δύο ακριβώς θάνατοι σε ένα µήνα να υπολογιστεί η πιθανότητα (α) να µη συµβεί 

θάνατος σε ένα µήνα (β) να συµβούν το πολύ δύο θάνατοι σε ένα µήνα. 

Λύση. Έστω ότι η τυχαία µεταβλητή X  αναπαριστά τον αριθµό των θανάτων σε ένα µήνα. Τότε 

).(~ λPoissonX  Από τα δεδοµένα προκύπτει ότι  

)2(4)1( ==≤ XPXP  δηλαδή .21
!2

4 2
2

λλ
λ

λ λλλ =+⇒=+ −−− eee  Έπεται ότι 1=λ  ή 2
1−=λ  η οποία είναι 

µία µη αποδεκτή λύση. Άρα ).1(~ PoissonX  
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(δ) Γεωµετρική τυχαία µεταβλητή. Έστω ότι η πιθανότητα επιτυχίας ενός πειράµατος τύχης µε δύο µόνο 

δυνατά αποτελέσµατα («επιτυχία», «αποτυχία») είναι ίση µε .0≠p  Έστω η τυχαία µεταβλητή X  που 

αναπαριστά τον αριθµό των δοκιµών µέχρι την εµφάνιση της πρώτης επιτυχίας. Το πεδίο τιµών της τυχαίας 

µεταβλητής X  είναι το διακριτό σύνολο }.,2,1{ K  Λέµε ότι η X  ακολουθεί τη Γεωµετρική κατανοµή 

(Geometric distribution) µε παράµετρο p  και γράφουµε ~X ).(pG  Η συνάρτηση πιθανότητας της τυχαίας 

µεταβλητής X  είναι 

()()( PxXPxf X === αποτυχία στη 1η δοκιµή, ,K αποτυχία στη −−1x οστή δοκιµή, επιτυχία στη −x οστή 

δοκιµή ,)1()1()1() 1 ppppp x−−=⋅−−= L  }.,1{ K∈x  
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Η Xf  είναι πράγµατι µία σ.π. διότι ∑ ∑∑
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τύπο: ,0)( =xF  1<x  και ,1)( xqxF −=  .1≥x  

 

Παράδειγµα 11 Από έρευνες έχει διαπιστωθεί ότι οι µαθητές της 'Γ  τάξης του Γυµνασίου καπνίζουν σε 

ποσοστό 4%. Αν αρχίσουµε και ρωτάµε τον ένα µετά τον άλλον µαθητές της 'Γ  τάξης του Γυµνασίου να 

απαντήσουν στο ερώτηµα αν καπνίζουν ή όχι µέχρις ότου λάβουµε την πρώτη θετική απάντηση, να υπολογιστεί 

η πιθανότητα να κάνουµε (α) άρτιο αριθµό ερωτήσεων (β) περισσότερες από 8 ερωτήσεις και λιγότερες από 13. 

Λύση. Έστω X  η τυχαία µεταβλητή που αναπαριστά τον αριθµό των ερωτήσεων που θα κάνουµε µέχρις ότου 

λάβουµε για πρώτη φορά θετική απάντηση. Τότε ~X G ( ).100
4=p   

Για K,1=x  έχουµε ,
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(β) Η ζητούµενη πιθανότητα είναι ίση µε  
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Παράδειγµα 12 Έστω ένα µπρελόκ µε 6 κλειδιά, εκ των οποίων ένα µόνο ανοίγει µια πόρτα. ∆οκιµάζουµε τα 

κλειδιά στην πόρτα, χωρίς κάποια προτίµηση στη σειρά, µέχρι να βρούµε αυτό που την ανοίγει. Εξετάζουµε 

δύο περιπτώσεις. (α) Όταν ελέγξουµε ότι ένα κλειδί δεν ανοίγει την πόρτα, το βάζουµε στην άκρη και δεν το 

ξαναδοκιµάζουµε. (β) Έστω εναλλακτικά πως λόγω του ότι πάσχουµε από αµνησία όταν ελέγξουµε ότι ένα 

κλειδί δεν ανοίγει την πόρτα, δεν το βάζουµε στην άκρη, αλλά το επιστρέφουµε στο µπρελόκ και ξαναρχίζουµε 

την αναζήτηση εντελώς από την αρχή. Υπολογίστε και για τις δύο περιπτώσεις την πιθανότητα να χρειαστούµε 

ακριβώς 4 προσπάθειες µέχρι να βρούµε το σωστό κλειδί.  

Λύση. Έστω X  το πλήθος των φορών που θα δοκιµάσουµε αν ανοίγει την πόρτα ένα κλειδί. (α) Σε αυτήν την 

περίπτωση, η τ.µ. X  είναι οµοιόµορφα κατανεµηµένη στο σύνολο }6,5,4,3,2,1{  και εποµένως 
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.6,,1,
6

1
}{ K=== iiXP  Άρα, .

6

1
}4{ ==XP  (β) Στη δεύτερη περίπτωση η τ.µ. X  ακολουθεί τη γεωµετρική 

κατανοµή µε πιθανότητα επιτυχίας ,
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(ε) Υπεργεωµετρική τυχαία µεταβλητή. Έστω ότι µία κάλπη περιέχει a  λευκές και b  µαύρες σφαίρες. 

Εξάγουµε διαδοχικά τη µία µετά την άλλη n  σφαίρες χωρίς επανατοποθέτηση. Έστω η τυχαία µεταβλητή X  

που αναπαριστά τον αριθµό των λευκών σφαιρών που περιέχονται στο δείγµα των n  σφαιρών. Η κατανοµή της 

τυχαίας µεταβλητής X  καλείται υπεργεωµετρική κατανοµή (hypergeometric distribution) µε παραµέτρους 

ba,  και n  και θα συµβολίζεται µε ).,,( banh  Η συνάρτηση πιθανότητας της υπεργεωµετρικής κατανοµής µε 

παραµέτρους ba,  και n  δίνεται από τον τύπο: .)()(
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xXPxf X   

Τα αποτελέσµατα του πειράµατος είναι όλες οι δυνατές επιλογές n  σφαιρών από τις ba +  συνολικά σφαίρες 

που υπάρχουν στην κάλπη. Τα ευνοϊκά αποτελέσµατα για το ενδεχόµενο }{ xX =  προκύπτουν επιλέγοντας x  

λευκές σφαίρες από τις a  που είναι διαθέσιµες και xn −  µαύρες από τις b  που είναι διαθέσιµες. Το πλήθος 

των τρόπων επιλογής των x  λευκών σφαιρών είναι 
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 και για κάθε τέτοια επιλογή υπάρχουν 
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επιλογές για τις xn −  µαύρες σφαίρες που χρειάζονται για να συµπληρωθεί το δείγµα. Ο αριθµός των τρόπων 

επιλογής των ευνοϊκών αποτελεσµάτων θα είναι, από τη Bασική Aρχή Απαρίθµησης, ίσος µε .
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πεδίο τιµών της τυχαίας µεταβλητής X  είναι το διακριτό σύνολο },,,1,0{ kK  όπου }.,min{ ank =  Αν η τυχαία 

µεταβλητή X  ακολουθεί την υπεργεωµετρική κατανοµή µε παραµέτρους ba,  και n  γράφουµε ).,,(~ banhX  

H Xf  είναι πράγµατι µία σ.π. διότι ∑ ∑ ∑
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)(  διότι 

αποδεικνύεται ότι ισχύει η ταυτότητα ∑
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Παράδειγµα 13 Οι τύποι οµάδων αίµατος είναι O, A, B και ΑΒ. Έχουµε εκατό άτοµα από τα οποία σαράντα 

πέντε έχουν τύπο αίµατος Ο. Επιλέγουµε τυχαία είκοσι άτοµα. Ορίζουµε την τυχαία µεταβλητή X  που 

αναπαριστά τον αριθµό των ατόµων µε οµάδα αίµατος Ο. Ζητάµε να βρούµε την πιθανότητα .8=X   

Λύση. Είναι ,176.0

20

100
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55
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45

)8()8( =



























=== XfXP  διότι ).55,45,20(~ hX  ■ 

 

Παράδειγµα 14 Ακριβώς οι µισές από τις 10 µπαταρίες που κρατάτε στο ντουλάπι σας είναι άδειες χωρίς όµως 

να ξέρετε ποιες είναι αυτές. Βιαστικά φεύγετε σε εκδροµή και παίρνετε 4 µπαταρίες από το ντουλάπι χωρίς να 

έχετε χρόνο να ελέγξετε αν είναι άδειες ή φορτισµένες. Ποια είναι η πιθανότητα καµία από τις 4 µπαταρίες να 

µην είναι φορτισµένη; 

Λύση. Έστω X  το πλήθος φορτισµένων µπαταρίων που επιλέξατε. Εφόσον επιλέγουµε µπαταρίες χωρίς 

επανατοποθέτηση, ).5,5,4(~ hX  Άρα, %.38.2
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==XP  ■ 

 

(στ) Αρνητική διωνυµική τυχαία µεταβλητή. Έστω µία ακολουθία ανεξάρτητων δοκιµών Bernoulli µε 

πιθανότητα επιτυχίας ίση µε .0≠p  Έστω η τυχαία µεταβλητή X  που δίνει το πλήθος των αποτυχιών µέχρι 

ότου οι πρώτες ,r  ,1≥r  επιτυχίες εµφανιστούν, οπότε το πείραµα τύχης τερµατίζεται. Για να συµβεί το 

παραπάνω πρέπει το πείραµα τύχης να επαναληφθεί r  φορές συν το πλήθος των αποτυχιών πριν την −r οστή 

επιτυχία. Το πεδίο τιµών της τυχαίας µεταβλητής X  είναι το διακριτό σύνολο }.,2,1,0{ K   

Λέµε ότι η X  ακολουθεί την αρνητική διωνυµική κατανοµή µε παραµέτρους ,r  p  και γράφουµε 

).,(~ prnomialNegativeBiX  Στη ειδική περίπτωση κατά την οποία 1=r  έχουµε τη Γεωµετρική κατανοµή. Η 

συνάρτηση πιθανότητας της X  είναι 

()()( PxXPxf X === στις πρώτες 1−+ rx  δοκιµές έχουµε 1−r  επιτυχίες) (P στη −+ rx δοκιµή έχω 

επιτυχία) .,1,0,)1(
1

)1(
1

1 1
K=−







 −+
=−
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−+
= − xpp

x

rx
ppp

r

rx xrxr  Η δεύτερη ισότητα είναι συνέπεια της 

ταυτότητας ,







−

=







kn

n

k

n
 .11 −≤≤ nk  Το ενδεχόµενο }{ xX =  σηµαίνει ότι εµφανίστηκαν r  επιτυχίες, από 

τις οποίες µία στην τελευταία θέση και x  αποτυχίες πριν την τελευταία επιτυχία. Λόγω ανεξαρτησίας η 

πιθανότητα ενός τέτοιου ενδεχοµένου είναι ίση µε xrxr ppppp )1()1(1 −=−−  και η πιθανότητα αυτή είναι η 
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ίδια ανεξάρτητα από τις θέσεις στις οποίες οι πρώτες 1−r  επιτυχίες συνέβησαν και φυσικά και οι x  αποτυχίες. 

Ο αριθµός αυτών των γεγονότων είναι ίσος µε τον αριθµό επιλογής x  θέσεων από 1−+ rx  θέσεις για την 

τοποθέτηση των πρώτων 1−r  επιτυχιών, δηλαδή .
1







 −+

x

rx
  

Η Xf  είναι πράγµατι µία συνάρτηση πιθανότητας διότι είναι µη-αρνητική και επιπλέον διαδοχικά έχουµε ότι: 
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Η τρίτη ισότητα ισχύει διότι 
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Η πέµπτη ισότητα ισχύει διότι ∑
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Παράδειγµα 15 Για την πρόσληψη του διευθυντή πωλήσεων ενός καταστήµατος µία επιτροπή έχει να επιλέξει 

από ένα πλήθος υποψηφίων που υπέβαλαν αίτηση. Η επιτροπή αποφασίζει να εξετάσει έναν-έναν, που 

επιλέγεται τυχαία, προκειµένου να επιλέξει τρεις από το σύνολο των υποψηφίων για να καλύψει τρεις θέσεις 

λογιστών. Υποτίθεται ότι 40% των υποψηφίων είναι ικανοί να καταλάβουν µία από αυτές τις θέσεις. Να βρεθεί 

η πιθανότητα οι θέσεις να καλυφθούν µε τον πέµπτο εξεταζόµενο υποψήφιο. 

Λύση. Έστω X  η τυχαία µεταβλητή που αναπαριστά τον αριθµό των εξεταζόµενων υποψηφίων που 

αποτυγχάνουν µέχρι την κάλυψη και της τρίτης θέσης λογιστή, τότε η X  ακολουθεί την αρνητική διωνυµική 

κατανοµή µε ,4.0=p  .3=r  Ζητάµε την πιθανότητα .1382.06.04.0
2

4
)2( 23 =








==XP  ■   

 

3.5 Παραδείγµατα συνεχών τυχαίων µεταβλητών 

(α) Οµοιόµορφη συνεχής τυχαία µεταβλητή. Μία συνέχης τυχαία µεταβλητή X  καλείται οµοιόµορφη αν η 

συνάρτηση πυκνότητας Xf  δίνεται από τον τύπο .
],[,0

,
1

)(







∉

≤≤
−=

bax

bxa
abxf X  Η Xf  είναι πράγµατι µία 

συνάρτηση πυκνότητας διότι ∫∫ =
−

=
∞

∞−

b

a

X ab
dxxf .1

1
)(  Λέµε ότι η τυχαία µεταβλητή X  ακολουθεί τη συνεχής 

οµοιόµορφη κατανοµή (continuous uniform distribution) στο διάστηµα ],[ ba  και γράφουµε ).,(~ baUX  

Είναι µία κατανοµή η οποία έχει κατασκευαστεί έτσι ώστε σε υποδιαστήµατα του ],[ ba  µε ίσο πλάτος (εύρος) 
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να αντιστοιχεί η ίδια πιθανότητα. Επειδή σε µία συνεχή κατανοµή, σε ενδεχόµενα της µορφής }{ xX =   

αντιστοιχούν µηδενικές πιθανότητες, δεν έχει σηµασία κατά πόσο στον ορισµό της συνάρτησης πυκνότητας της 

),( baU  χρησιµοποιούµε ανισότητες της µορφής xa ≤  ή xa <  κλπ. Η συνάρτηση κατανοµής XF  της X  

δίνεται από τον τύπο .

,1

,

,0

)(










>

≤≤
−
−

<

=

bx

bxa
ab

ax

ax

xFX Οι ποσότητες a  και b  είναι οι παράµετροι της οµοιόµορφης 

κατανοµής. 

 

Παράδειγµα 16 Ένας αριθµός X  επιλέγεται τυχαία στο διάστηµα ].2,0[  Να υπολογιστούν οι πιθανότητες (α) 

το πρώτο δεκαδικό ψηφίο του αριθµού X  να διαιρείται µε το 3. 

(β) το πρώτο δεκαδικό ψηφίο της τρίτης ρίζας του X  να είναι το 2. 

Λύση. Αφού ο αριθµός επιλέγεται τυχαία από το διάστηµα ],2,0[  η τυχαία µεταβλητή X  θα ακολουθεί την 

οµοιόµορφη κατανοµή στο ]2,0[  και η συνάρτηση κατανοµής της θα δίνεται από τον τύπο 

.

2,1

20,
2

0,0

)(










>

≤≤

<

=

t

t
t

t

tF  

(α) Για να διαιρείται µε το 3 το πρώτο δεκαδικό ψηφίο του ,X  θα πρέπει να είναι 0 ή 3 ή 6 ή 9. Στην πρώτη 

περίπτωση έχουµε 1.00.0 <≤ X  ή 1.10.1 <≤ X  ή ,2=X  στην δεύτερη 4.03.0 <≤ X  ή ,4.13.1 <≤ X  στην 

τρίτη 7.06.0 <≤ X  ή 7.16.1 <≤ X  ενώ στην τέταρτη 19.0 <≤ X  ή .29.1 <≤ X  Όµως, ,0)2( ==XP  οπότε 

)1.11()1.00(})2{}1.10.1{}1.00.0({ <≤+<≤==∪<≤∪<≤ XPXPXXXP    

.1.0
2

1

2

1.1

2

0

2

1.0
))1()1.1(())0()1.0(( =−+−=−+−= FFFF  

Παρόµοια, 1.0})4.13.1{}4.03.0({ =<≤∪<≤ XXP , 1.0})7.16.1{}7.06.0({ =<≤∪<≤ XXP  

.1.0})29.1{}19.0({ =<≤∪<≤ XXP  Η ζητούµενη πιθανότητα είναι .4.01.01.01.01.0 =+++  

(β) Ζητάµε την πιθανότητα }).3.12.1{}3.02.0({ 33 <≤∪<≤ XXP  

Όµως, 

=<≤ })3.02.0({ 3 XP }))3.0()2.0({( 33 <≤ XP .0095.0)008.0()027.0()027.0008.0( =−=<≤= FFXP  

Παρόµοια έχουµε 

.136.0
2

728.1
1)728.1()197.2(}))3.1()2.1({(})3.12.1({ 333 =−=−=<≤=<≤ FFXPXP  
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Εποµένως, %.55.14136.00095.0})3.12.1{}3.02.0({ 33 =+=<≤∪<≤ XXP  ■ 

 

Παράδειγµα 17 Έστω ότι η ώρα άφιξης ενός τρένου σε ένα σταθµό είναι µία οµοιόµορφη τυχαία µεταβλητή 

X  µε παραµέτρους τις πρωινές ώρες 8:45 και 9:15, δηλαδή ).15:9,45:8(~ UX  Αν φτάσετε στο σταθµό 

ακριβώς στις 9:00, ποια είναι η πιθανότητα (α) να χάσετε το τρένο; (β) να περιµένετε ακριβώς πέντε λεπτά; (γ) 

να περιµένετε το πολύ πέντε λεπτά; (δ) να περιµένετε τουλάχιστον πέντε λεπτά; 

Λύση. (α) .5.0
45:815:9

45:89
)9()00:9()00:9( =

−
−

==≤=< XFXPXP     

(β) .0)05:9( ==XP  

(γ) .
6

1
)00:9()05:9()05:900:9( =−=≤≤ XX FFXP  

(δ) .
3

1

3

2
1)05:9(1)05:9(1)05:9( =−=−=<−=≥ XFXPXP  ■ 

 

(β) Εκθετική τυχαία µεταβλητή. Λέµε ότι η X  είναι µία εκθετική τυχαία µεταβλητή µε παράµετρο 0>λ  

αν η συνάρτηση πυκνότητας της Xf  δίνεται από τον τύπο .
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 Η Xf  είναι πράγµατι µία 

συνάρτηση πυκνότητας διότι .1)'()(
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∫∫∫
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−
∞

−
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=−== dxedxedxxf xx
X

λλλ  Η συνάρτηση κατανοµής XF  της X  

δίνεται από τον τύπο 

∫
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 Επιπλέον, .0,)(1)( >=≤−=> − xexXPxXP xλ  

Μία σηµαντική ιδιότητα της εκθετικής τυχαίας µεταβλητής είναι η αµνήµων ιδιότητα, σύµφωνα µε την οποία 

ισχύει ότι .0,),()|( >>=>+> trtXPrXtrXP  

Είναι ).(
)(

)(

)(
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)|(

)(

tXPe
e

e

rXP
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rXP
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Μπορούµε να σκεφτούµε την X  ως το χρονικό διάστηµα που απαιτείται για να παρουσιάσει βλάβη ένα 

µηχάνηµα. Η τυχαία µεταβλητή X  µετριέται από τη στιγµή που αρχίζει το µηχάνηµα να λειτουργεί. Οι 

τελευταίες ισότητες µας λένε ότι αν το µηχάνηµα δεν είχε παρουσιάσει βλάβη µέχρι τη χρονική στιγµή r  η 

πιθανότητα να µην παρουσιάσει βλάβη στις επόµενες t  χρονικές µονάδες είναι ίση µε τη µη-δεσµευµένη 

πιθανότητα το µηχάνηµα να µην είχε υποστεί βλάβη στις πρώτες t  χρονικές µονάδες. Αυτό σηµαίνει ότι η 

γήρανση του µηχανήµατος δεν αυξάνει ούτε µειώνει την πιθανότητα να υποστεί βλάβη το µηχάνηµα εντός ενός 

καθορισµένου χρονικού διαστήµατος. Η Εκθετική κατανοµή (Exponential distribution) αποτελεί, µεταξύ 
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άλλων, το κατάλληλο πιθανοθεωρητικό µοντέλο για το χρονικό διάστηµα µεταξύ διαδοχικών κλήσεων σε ένα 

τηλεφωνικό κέντρο ή για το χρονικό διάστηµα µεταξύ δύο διαδοχικών ατυχηµάτων σε ένα συγκεκριµένο 

σηµείο της Εθνικής οδού.  

 

Παράδειγµα 18 Ο χρόνος ζωής ενός ανθρώπου είναι µία τυχαία µεταβλητή X  που ακολουθεί την Εκθετική 

κατανοµή µε παράµετρο .75
1=λ  Βρείτε την πιθανότητα ο άνθρωπος αυτός να ζήσει (α) το πολύ εβδοµήντα 

χρόνια (β) ακριβώς εβδοµήντα χρόνια (γ) τουλάχιστον εβδοµήντα χρόνια (δ) πάνω από εβδοµήντα χρόνια αν 

είναι τριάντα χρονών. 

Λύση. (α) .61.01)70()70( 75

70

=−==≤
−

eFXP X  

(β) .0)70( ==XP  

(γ) .39.0)70( 75

70

==≥
−

eXP  

(δ) .59.0)40()30|70( 75

40

==>=>>
−

eXPXXP  Η πρώτη ισότητα είναι συνέπεια της ιδιότητας της έλλειψης 

µνήµης της Εκθετικής κατανοµής. ■ 

 

Παράδειγµα 19 Έστω ότι η διάρκεια X  µιας τηλεφωνικής συνδιάλεξης ακολουθεί την Εκθετική κατανοµή µε 

παράµετρο .15
1=λ  (α) Αν κάποιος φτάσει σε ένα τηλεφωνικό θάλαµο ακριβώς πριν απο εµάς, ποια είναι η 

πιθανότητα να χρειαστεί να περιµένουµε περισσότερο από 15 λεπτά; (β) Αν τη στιγµή που φτάνουµε στον 

τηλεφωνικό θάλαµο, το άτοµο που είναι µέσα, µιλάει ήδη για 15 λεπτά, ποια είναι η πιθανότητα να χρειαστεί να 

περιµένουµε περισσότερο από 15 λεπτά; 

Λύση. Η συνάρτηση κατανοµής της X  δίνεται από τον τύπο ,0)( =tF  0<t  και .0,1)( 15 ≥−=
−

tetF
t

 

(α) Έχουµε %.8.36)1(1)15(1)15(1)15( 11 ≅=−−=−=≤−=> −− eeFXPXP   

(β) Με χρήση της ιδιότητας της έλλειψης µνήµης της Εκθετικής κατανοµής, έχουµε: 

%.8.36)15(1)15()15|1515( 1 ≅=−=>=>+> −eFXPXXP  ■ 

 

Παράδειγµα 20 Έστω τυχαία µεταβλητή X  οµοιόµορφα κατανεµηµένη στο ].1,0[  Έστω Y  τυχαία µεταβλητή 

εκθετικά κατανεµηµένη µε παράµετρο .1=λ  Έστω τυχαία µεταβλητή Z  που ορίζεται ως εξής: ρίχνουµε ένα 

δίκαιο κέρµα και αν έρθει γράµµατα, τότε .XZ =  Αν έρθει κεφαλή .YZ =  Ποια είναι η πιθανότητα .
2

1







 <ZP  

Λύση. Έστω T  το κέρµα να είναι γράµµατα. Από το Θεώρηµα Ολικής Πιθανότητας έχουµε 
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(γ) Τυχαία µεταβλητή Γάµµα. Λέµε ότι η X  είναι µία τυχαία µεταβλητή Γάµµα (Gamma) µε θετικές 

παραµέτρους a  και λ  αν η συνάρτηση πυκνότητάς της Xf  είναι ,

0,0

0,
)()(

1









≤

>
Γ=

−
−

x

xe
a

x
xf

xa
a

X

λλ
  

όπου, )(aΓ  είναι η συνάρτηση Γάµµα (Gamma function) και ορίζεται ως εξής .0,)(
0

1 >=Γ ∫
∞

−− adyeya ya  Η 

τυχαία µεταβλητή X  ακολουθεί την κατανοµή Γάµµα (Gamma distribution) µε παραµέτρους a  και λ  και 

γράφουµε ~X  Γάµµα ).,( λa  Έστω η διακριτή τυχαία µεταβλητή ,0),( ≥ttN  η οποία µετρά τον αριθµό των 

γεγονότων που συµβαίνουν στο χρονικό διάστηµα ].,0[ t  Έστω οι τυχαίες µεταβλητές nXX ,,1 K  που 

αναπαριστούν τον ενδιάµεσο χρόνο µεταξύ της πραγµατοποίησης του −− )1(n οστού και του −n οστού 

γεγονότος. Η κατανοµή Γάµµα εκφράζει το συνολικό χρόνο µέχρι την −n οστή πραγµατοποίηση ενός 

γεγονότος. Εποµένως, .1 nXXX ++= K  Για τον υπολογισµό της συνάρτησης κατανοµής της ,X  έχουµε 

∑ ∑ ∑
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1
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λλ λλ   

διότι η τυχαία µεταβλητή )(tN  αποδεικνύεται ότι ακολουθεί την κατανοµή Poisson µε παράµετρο .tλ  Η 

συνάρτηση Γάµµα αποτελεί γενίκευση της έννοιας του παραγοντικού, όπως φαίνεται και από τις ακόλουθες 

ιδιότητές της. 

(i) ),1()1()( −Γ−=Γ aaa  όπου .1>a   

Άµεση συνέπεια της ιδιότητας (i) είναι η ιδιότητα  

(ii) ,,2,1,)!1()( K=−=Γ aaa διότι  

,)!1()1()2)(1()2()2)(1()1()1()( −=Γ−−=−Γ−−=−Γ−=Γ aaaaaaaaa L  επειδή  

∫
∞

− ==Γ
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.1)1( dye y  Επιπλέον ισχύει ότι .
2

1
π=







Γ  

Η Xf  είναι πράγµατι µία συνάρτηση πυκνότητας διότι, αν θέσουµε ,xy λ=  διαδοχικά έχουµε  
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Στην περίπτωση που 1=a  η X  είναι µία Εκθετική τυχαία µεταβλητή µε παράµετρο .0>λ  Λέµε ότι η X  είναι 

µία Χι-τετράγωνο (chi-squared) τυχαία µεταβλητή µε r  βαθµούς ελευθερίας (degrees of freedom) και 

γράφουµε ~X ,2
rX  K,2,1=r  αν ισχύει ότι  

~X Γάµµα 
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a  και  η σ.π. της, Xf  είναι .
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Παράδειγµα 21 Ο χρόνος επισκευής (σε ώρες) µιας βλάβης ακολουθεί την κατανοµή Γάµµα µε παραµέτρους 

.2== λa  Ποια είναι η πιθανότητα να χρειαστεί για την επισκευή της βλάβης (α) το πολύ µία ώρα; (β) χρόνος 

από 60 έως 90 λεπτά;  

Λύση. Η συνάρτηση πυκνότητας του χρόνου επισκευής X  της βλάβης δίνεται από τον τύπο 

.0,4
)2(

2
)( 2212
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Γ

= −−− xxeexxf xx  Η συνάρτηση κατανοµής είναι ),21(1
!

)2(
1)( 2
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(α) Είναι %.4.5931)1()1( 2 ≅−==≤ −eFXP  

(β) Είναι %.7.2043)1()5.1()5.11( 32 ≅−=−=<≤ −− eeFFXP  ■ 

 

(δ) Κανονική τυχαία µεταβλητή. Λέµε ότι η X  είναι µία κανονική τυχαία µεταβλητή (normal random 

variable) µε παραµέτρους ∈µ ℜ, 02 >σ  και γράφουµε ),,(~ 2σµNX  αν η συνάρτηση πυκνότητας της, Xf  

είναι ∈=
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πσ
ℜ. Εναλλακτικά λέµε ότι η X  ακολουθεί την κανονική κατανοµή ή την 

κατανοµή Gauss. H Xf  είναι πράγµατι µία συνάρτηση πυκνότητας (για την απόδειξη βλέπε βιβλίο Μ. 

Κούτρα, Εισαγωγή στις Πιθανότητες, Μέρος Ι, σελ. 396-397).  

Το γράφηµα της Xf  είναι µία κωδωνοειδής καµπύλη και επιπλέον ισχύει ότι ∈−=+ xxfxf XX ),()( µµ ℜ, 

δηλαδή η Xf  είναι συµµετρική αναφορικά µε την παράµετρο .µ  Η Xf  µεγιστοποιείται  σηµείο µ=0x  το 

οποίο είναι το µόνο τοπικό µέγιστο (είναι και ολικό µέγιστο) και τα σηµεία καµπής της είναι τα σµ −=1x  και 

.2 σµ +=x  Επιπλέον ισχύει ότι )()('
2

xf
x

xf XX σ
µ−

−=  και ),(1
1

)(''
2

2
xf

x
xf XX
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 για κάθε 

∈x ℜ. Οι αποδείξεις των παραπάνω αποτελεσµάτων περιλαµβάνονται στο βιβλίο του Κούτρα, σελ. 402-403. 

Πρόχειρες γραφικές παραστάσεις για τη συνάρτηση πυκνότητας αλλά και τη συνάρτηση κατανοµής κανονικών 
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τυχαίων µεταβλητών για διάφορες τιµές των παραµέτρων µ  και 2σ  παρουσιάζονται στις σελ. 404-405 του 

βιβλίου του Κούτρα και στη σελ. 94 του βιβλίου του Ρούσσα. Αν 0=µ  και ,12 =σ  τότε )1,0(~ NX  και η X  

είναι µία τυπική (standard, unit) κανονική τυχαία µεταβλητή ή µία τυποποιηµένη κανονική τυχαία 

µεταβλητή. Εναλλακτικά λέµε ότι η X  ακολουθεί την τυπική κανονική ή την τυποποιηµένη κανονική 

κατανοµή. Αν ),(~ 2σµNX  τότε η συνάρτηση κατανοµής ∫
∞−

=
x

XX dttfxF )()(  της X  δεν µπορεί να βρεθεί 

σε κλειστή µορφή. Για τη τυχαία µεταβλητή ),1,0(~ NX  οι τιµές της συνάρτησης κατανοµής της, XΦ  δηλαδή 

της συνάρτησης ∫∫
∞−

−

∞−

==Φ
x tx

XX dtedttx ,
2

1
)()( 2

2

π
φ  ∈x ℜ, όπου Xφ  είναι η σ.π. της ,X  βρίσκονται σε 

κατάλληλους πίνακες τιµών (βλέπε βιβλίο Μ. Κούτρα, Εισαγωγή στις Πιθανότητες, Μέρος Ι, σελ. 398 και 

βιβλίο Ρούσσα, σελ. 292). Η κανονική κατανοµή είναι η πιο σπουδαία κατανοµή στη Θεωρία Πιθανοτήτων και 

στη Στατιστική. Είναι κατάλληλη για την περιγραφή πληθυσµιακών χαρακτηριστικών (π.χ. ύψος, βάρος) αλλά 

και για την πιθανοθεωρητική περιγραφή των τυχαίων σφαλµάτων σε διάφορες πειραµατικές µετρήσεις. Για το 

δεύτερο αυτό λόγο, µερικές φορές η κανονική κατανοµή καλείται και κατανοµή των σφαλµάτων (distribution 

of errors). Ισχύει η ακόλουθη σηµαντική πρόταση. 

 

Πρόταση 3.1 Αν ),(~ 2σµNX  τότε ).1,0(~ N
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Παράδειγµα 22 Έστω τυχαία µεταβλητή ).2,5(~ NX  Να βρεθεί η πιθανότητα ).31( << XP  

Λύση. Χρησιµοποιούµε την Πρόταση 3.1 και έχουµε 

,
2

51

2

53

2

53

2

5

2

51
)31( 







 −
Φ−







 −
Φ=







 −
<

−
=<

−
=<< ZZ

X
ZPXP   

διότι η τυχαία µεταβλητή ).1,0(~ NZ  ■ 

 

Πρόταση 3.2 Αν ),1,0(~ NX  τότε ,1)()( =−Φ+Φ xx XX  ∈x ℜ.  

Απόδειξη. Αν θέσουµε tu −=  διαδοχικά έχουµε  
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Παράδειγµα 23 Αν ),(~ 2σµNX τότε )1()1(11)( −Φ−Φ=






 ≤
−

=≤−=+≤≤− ZZ

X
ZPXP

σ
µ

σµσµ  

.68.0184.021)1(2))1(1()1( =−⋅=−Φ=Φ−−Φ= ZZZ  

Σύµφωνα µε το παραπάνω παράδειγµα, το 68% του χωρίου της κανονικής κωδωνοειδούς καµπύλης βρίσκεται 

ανάµεσα στα όρια σµ −  και .σµ +  Ο αριθµός z  για τον οποίον ,)( α=> zZP  ,10 <<α  καλείται 

−α ποσοστιαίο σηµείο (ή ποσοστηµόριο) της κανονικής κατανοµής και συµβολίζεται µε .αz  ■ 

 

Παράδειγµα 24 Αν )1,0(~ NZ  να βρεθεί ο z  τέτοιος ώστε ,)( α=> zZP  .10 <<α  

Λύση. Είναι .)(1)(1)( α=Φ−=≤−=> zzZPzZP  Άρα, .1)( α−=Φ z  Για ,01.0=α  .99.0)( =Φ z  Από τους 

πίνακες της τυπικής κανονικής κατανοµής .33.2≅z  Για ,05.0=α  .95.0)( =Φ z  Από τους πίνακες της τυπικής 

κανονικής κατανοµής .64.1≅z  Για ,1.0=α  .9.0)( =Φ z  Από τους πίνακες της τυπικής κανονικής κατανοµής 

.28.1≅z  Επιπλέον, αν ),1,0(~ NZ  από τους πίνακες της τυπικής κανονικής κατανοµής, έχουµε  

%.686826.01)8413.0(21)1(2)1()1()11( ≅=−=−Φ=−Φ−Φ=≤≤− ZP    

%.959544.01)9772.0(21)2(2)2()2()22( ≅=−=−Φ=−Φ−Φ=≤≤− ZP  

%.7.999974.01)9987.0(21)3(2)3()3()33( ≅=−=−Φ=−Φ−Φ=≤≤− ZP  

Επιπλέον, αν ),(~ 2σµNX  τότε, από την Πρόταση 3.1, έχουµε 

).11()|(|)( ≤≤−=≤−=+≤≤− ZPXPXP σµσµσµ   

Όπως θα δούµε στο επόµενο κεφάλαιο, η παράµετρος µ  είναι η µέση τιµή της κανονικής κατανοµής και η 

παράµετρος 2σ  είναι η διασπορά της κανονικής κατανοµής. Εποµένως, περίπου το 68% των τιµών µίας 

τυχαίας µεταβλητής που ακολουθεί την κανονική κατανοµή βρίσκεται σε απόσταση το πολύ µιας τυπικής 

απόκλισης σ  από τη µέση τιµή ,µ  περίπου 95% βρίσκεται σε απόσταση δύο τυπικών αποκλίσεων από τη µέση 

τιµή και περίπου 99% βρίσκεται σε απόσταση τριών τυπικών αποκλίσεων από τη µέση τιµή. ■ 

 

Παράδειγµα 25 Η εσωτερική διάµετρος (σε ίντσες) των σωλήνων από χαλκό που παράγει ένα εργοστάσιο 

ακολουθεί την κανονική κατανοµή ).,10( 2σN  Σωλήνες µε εσωτερική διάµετρο εκτός των ορίων 1.010±  

ίντσες ανακυκλώνονται. (α) Αν 1.0=σ  να βρεθεί η πιθανότητα να ανακυκλωθούν ακριβώς τρεις σωλήνες σε 
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ένα δείγµα πέντε σωλήνων που επιλέγεται τυχαία από την παραγωγή του εργοστασίου. (β) Πόση θα πρέπει να 

γίνει η παράµετρος 2σ  έτσι ώστε η πιθανότητα ανακύκλωσης ενός σωλήνα να είναι 0.06; 

Λύση. Έστω η τυχαία µεταβλητή X  που αναπαριστά την εσωτερική διάµετρο των σωλήνων.  

Τότε ).,10(~ 2σNX  Η πιθανότητα ανακύκλωσης των σωλήνων είναι  

1.10( >= XPp  ή )1.109.9(1)9.9 <<−=< XPX  
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(α) Η πιθανότητα ανακύκλωσης είναι [ ] .3174.0]8413.01[2)1(12 =−=Φ−=p  Έστω Y  η τυχαία µεταβλητή 

που αναπαριστά τον αριθµό των σωλήνων από το δείγµα των πέντε σωλήνων που ανακυκλώνονται. Ισχύει ότι 

).3174.0,5(~ == pnBinY  Τότε .149.0)3174.01()3174.0(
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)3( 23 ≅−








==YP  

(β) Θα πρέπει ( ).88.197.0
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p  Άρα, .053.088.1
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.002809.02 =σ  ■ 

 

(ε) Τυχαία µεταβλητή Cauchy. Λέµε ότι η X  είναι µία Cauchy τυχαία µεταβλητή µε παραµέτρους ∈a ℜ, 

0>b  και γράφουµε ~X Cauchy ),( ba  αν η συνάρτηση πυκνότητας της, Xf  είναι  
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axb
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ℜ. H Xf  είναι πράγµατι µία συνάρτηση πυκνότητας διότι 
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 Στην τρίτη ισότητα θέσαµε .
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(στ) Τυχαία µεταβλητή Bήτα. Λέµε ότι η X  είναι µία τυχαία µεταβλητή Βήτα (Beta) µε θετικές παραµέτρους 

ba,  και γράφουµε ),(~ baBetaX  αν η συνάρτηση πυκνότητάς Xf  είναι  

10,)1(
)()(
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)( 11 <<−

ΓΓ
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= −− xxx
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xf ba

X  και ).1,0(,0)( ∉= xxf X  Η Xf  είναι πράγµατι µία συνάρτηση 

πυκνότητας διότι ∫ ∫
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),( dxxx
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και η συνάρτηση ),( baB  καλείται συνάρτηση Βήτα (Beta function). Αν ,1== ba  τότε µία τυχαία µεταβλητή 
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τέτοια ώστε )1,1(~ BX  συµπίπτει µε την οµοιόµορφη τυχαία µεταβλητή στο διάστηµα ).1,0( Λέµε ότι η X  

ακολουθεί την κατανοµή Βήτα µε παραµέτρους a  και .b  Η κατανοµή Βήτα παρέχει ένα ικανοποιητικό µοντέλο 

για την περιγραφή τυχαίων µεταβλητών που παίρνουν τιµές µεταξύ δύο συγκεκριµένων ορίων όπως για 

παράδειγµα, το ποσοστό ατόµων ενός πληθυσµού που έχουν µία συγκεκριµένη ιδιότητα. 

 

(ζ) Τυχαία µεταβλητή −nt Student. Λέµε ότι η X  είναι µία Student τυχαία µεταβλητή µε K,2,1=n  βαθµούς 

ελευθερίας και γράφουµε ,~ ntX  αν η συνάρτηση πυκνότητάς της Xf  είναι 
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 Ισχύει ότι ,),()(lim ℜ∈=

∞→
xxxf X

n
φ  όπου φ  είναι η συνάρτηση 

πυκνότητας της τυπικής κανονικής κατανοµής. Η κατανοµή nt  χρησιµοποιείται πολύ στη Στατιστική 

Συµπερασµατολογία για την κατασκευή διαστηµάτων εµπιστοσύνης και τη διεξαγωγή ελέγχων υποθέσεων. 

 

3.6 Προτάσεις, εφαρµογές και προβλήµατα 

Πρόταση 3.3 Αν X  είναι µία συνεχής τυχαία µεταβλητή µε συνάρτηση πυκνότητας Xf  και 2XY =  τότε η 

συνάρτηση πυκνότητας Yf  της Y  δίνεται από τη σχέση 
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Απόδειξη. Η συνάρτηση κατανοµής της Y  είναι 
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Μία εφαρµογή της παραπάνω πρότασης έχουµε στην ακόλουθη εφαρµογή. 

 

Εφαρµογή. Αν )1,0(~ NX  τότε .~ 2
1

2 XXY =  
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Είναι ( ) ( )[ ] 
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Η τελευταία ισότητα δίνει τη συνάρτηση πυκνότητας της .2
1X  ■ 

 

Πρόταση 3.4 Έστω ότι XF  είναι η συνάρτηση κατανοµής της συνεχούς τυχαίας µεταβλητής .X  Τότε η τυχαία 

µεταβλητή ).1,0(~)(: UXFY X=  

Απόδειξη. Είναι .
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Μία εφαρµογή της παραπάνω πρότασης έχουµε στην περίπτωση κατά την οποία ).,(~ 2σµNX  Τότε 

),1,0(~ U
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 όπου )(xΦ  είναι η συνάρτηση κατανοµής της τυπικής κανονικής κατανοµής. ■ 

 

Πρόβληµα 1. Αν )1,0(~ NX  βρείτε την κατανοµή της τυχαίας µεταβλητής .XeY =  
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Η κατανοµή της τυχαίας µεταβλητής Y  καλείται λογαριθµοκανονική (lognormal). ■ 

 

Πρόβληµα 2. Επαληθεύσατε ότι οι συναρτήσεις ∈
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είναι συναρτήσεις πυκνότητας. 
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dxxf  Η πρώτη ισότητα προκύπτει αν θέσουµε .xet −=  

Είναι [ ] .1
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 Η δεύτερη ισότητα προκύπτει αν 

θέσουµε .xet =  ■ 
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Πρόβληµα 3. Αν ~X  Poisson ),(λ  ,0>λ  δείξτε ότι η πιθανότητα να πάρει η τυχαία µεταβλητή X  άρτια τιµή 

είναι ίση µε .2
)1( 2λ−+ e  

Λύση. (P η X  παίρνει άρτια τιµή) ∑
∞

=

−
−

−−
∞

=

+=






 +
==








==

0

2
2

0

).1(
2

1

2)!2(
}2{

x

x

x

e
ee

e
x

exXP λ
λλ

λλ λ
U  Η 

προτελευταία ισότητα προκύπτει από τον τύπο του υπερβολικού συνιµητόνου σύµφωνα µε τον οποίον, ισχύει 

ότι: .
2

cosh
)!2(0

2

∑
∞

=

−+
==

n

xxn ee
x

n

x
 ■ 

 

3.7 Μέση τιµή 

Στα δύο επόµενα εδάφια θα µελετήσουµε συγκεκριµένες ποσότητες που προκύπτουν από τη συνάρτηση 

πιθανότητας (ή πυκνότητας) ή τη συνάρτηση κατανοµής µιας τυχαίας µεταβλητής, καλούνται παράµετροι 

(parameters) και δίνουν µία συνοπτική περιγραφή της συµπεριφοράς της τυχαίας µεταβλητής. ∆ίνουν κάποιες 

ενδείξεις για τη θέση και το σχήµα της κατανοµής της τυχαίας µεταβλητής. Η πρώτη παράµετρος που θα 

µελετήσουµε είναι η µέση τιµή (mean) η οποία αποτελεί για τη Θεωρία Πιθανοτήτων το ανάλογο του µέσου 

όρου ή του αριθµητικού µέσου µιας ακολουθίας αριθµών. ∆ίνει µία ένδειξη για τη θέση γύρω από την οποία 

είναι τοποθετηµένες οι τιµές της τυχαίας µεταβλητής. Αντιπροσωπεύει κάτα κάποιο τρόπο όλες τις δυνατές 

τιµές µίας τυχαίας µεταβλητής. Για το λόγο αυτό συχνά καλείται µέτρο (ή παράµετρος) θέσεως ή κεντρικής 

τάσεως της αντίστοιχης κατανοµής. 

  

Ορισµός Η µέση τιµή (ή µέσος ή µαθηµατική ελπίδα ή αναµενόµενη τιµή) µιας τυχαίας µεταβλητής X  

ορίζεται ως εξής: (α) ∑ ==
x

xXxPXE ),()(  αν ∑ ∞<=
x

xXPx )(||  και η X  είναι διακριτή.  

(β) ∫
∞

∞−

= ,)()( dxxxfXE X  αν ∫
∞

∞−

∞<dxxfx X )(||  και η X  είναι συνεχής. 

 

Παράδειγµα 26 Έστω ~X Poisson ).(λ  

Είναι ∑∑ ∑∑
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 Η πέµπτη ισότητα προκύπτει αν θέσουµε .1−= xy  ■ 

 

Παράδειγµα 27 Έστω ).,(~ baUX  Είναι [ ] .|||,|max
1

||∫ ∞<≤
−

b

a

badx
ab

x   
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.
22

1

2

11 222 baab

ab

x

ab
dx

ab
xEX

b

a

b

a

+
=

−
−

=








−
=

−
= ∫  ■ 

 

Η µέση τιµή µιας τυχαίας µεταβλητής δεν υπάρχει πάντα. Χαρακτηριστικό παράδειγµα αποτελεί η κατανοµή 

Pareto η οποία, µεταξύ άλλων, χρησιµοποιείται αρκετά συχνά για την περιγραφή του εισοδήµατος, του 

µεγέθους ενός πληθυσµού (βλέπε Παράδειγµα 6.3.1 στο βιβλίο Μ. Κούτρα, Εισαγωγή στις Πιθανότητες, Μέρος 

Ι, σελ. 353-354). Η συνάρτηση πυκνότητας της κατανοµής Pareto δίνεται από τον τύπο: 

θθ ≥= +− xxkxf kk
X ,)( )1(  και ,,0)( θ<= xxf X  όπου 0, >θk  είναι οι παράµετροι της κατανοµής. Η µέση τιµή 

της κατανοµής δεν υπάρχει για .1≤k  Ένα άλλο χαρακτηριστικό παράδειγµα κατανοµής για την οποία δεν 

υπάρχει η µέση τιµή είναι η κατανοµή Cauchy. Έστω, για παράδειγµα, ότι ~X Cauchy )1,0(  τότε 

[ ]∫ ∫
∞

∞−

∞
∞

∞=+=
+

=
+

⋅
0

0
2

22
.)1log(

1

1

2

1

11
|| xdx

x

x
dx

x
x

πππ
 Η πρώτη ισότητα προκύπτει διότι η προς ολοκλήρωση 

συνάρτηση είναι άρτια. Συνεπώς δεν υπάρχει η µέση τιµή της .X  

Ισχύει η ακόλουθη σηµαντική πρόταση η οποία παρατίθεται χωρίς απόδειξη (για την απόδειξη βλέπε βιβλίο 

Hoel, Port, Stone [3], Μετάφραση: Απόστολος Γιαννόπουλος, Εισαγωγή στη Θεωρία Πιθανοτήτων, σελ. 102-

103). 

 

Πρόταση 3.5 Έστω µία τυχαία µεταβλητή X  και µία συνάρτηση :g ℜ→ℜ τέτοια ώστε η )(Xg  να είναι 

επίσης µία τυχαία µεταβλητή. Τότε (α) ∑ ==
x

xXPxgXgE ),()())(( αν ∑ ∞<=
x

xXPxg )(|)(|  και η X  είναι 

διακριτή (β) ∫
∞

∞−

= ,)()())(( dxxfxgXgE X  αν ∫
∞

∞−

∞<dxxfxg X )(|)(|  και η X  είναι συνεχής. ■ 

 

Πρόταση 3.6 Ισχύει ότι ,)( baEXbaXE +=+  ∈ba, ℜ. 

Απόδειξη. Η απόδειξη θα γίνει στην περίπτωση που η X  είναι συνεχής τυχαία µεταβλητή. 

Είναι .)()()()()( baEXdxxfbdxxxfadxxfbaxbaXE XXX +=+=+=+ ∫∫∫
∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

 ■ 

 

Πρόταση 3.7 Αν ,cX =  τότε .cEX =  

Απόδειξη. Έστω ότι η X  είναι διακριτή τυχαία µεταβλητή. Είναι ∑ ∑ =====
x x

cxXPcxXxPEX .)()(  ■ 

 

Πρόταση 3.8 Ισχύει ότι .|||| XEEX ≤  
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Απόδειξη. Είναι 0|||||| ≥−⇒≤≤− XXXXX  και .0|| ≥+XX  

Εποµένως, { } 0|| ≥−XXE  και { } .0|| ≥+XXE   

Άρα, ∫
∞

∞−

≥− 0)()|(| dxxfxx X  και ∫
∞

∞−

≥+ 0)()|(| dxxfxx X  

∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

≥ dxxxfdxxfx XX )()(||  και ∫∫
∞

∞−

∞

∞−

−≥ dxxfxdxxxf XX )(||)(  

EXXE ≥||  και .|| XEEX −≥  Άρα, |||| XEEXXE ≤≤−  και συνεπώς, .|||| XEEX ≤  ■ 

 

3.8 Ροπές τυχαίων µεταβλητών 

Οι ροπές (moments) µιας τυχαίας µεταβλητής, που θα ορίσουµε στο παρόν εδάφιο, παρέχουν επιπρόσθετες 

χρήσιµες πληροφορίες για τη συµπεριφορά µιας τυχαίας µεταβλητής. 

 

Ορισµός (Ροπή −k τάξεως). Έστω X  µία τυχαία µεταβλητή. Η ροπή −k τάξεως, K,2,1=k  της X  ή της 

κατανοµής της είναι η ποσότητα k
k EX=:µ  ή ισοδύναµα ∑ ==

x

k
k xXPx ),(µ  αν η X  είναι διακριτή, 

∫
∞

∞−

= ,)( dxxfx X
k

kµ  αν η X  είναι συνεχής.   

Παρατηρούµε ότι για ,1=k  ,1 EX=µ  δηλαδή η ροπή πρώτης τάξεως συµπίπτει µε τη µέση τιµή της .X  

 

Ορισµός (Κεντρική ροπή −k τάξεως). Έστω X  µία τυχαία µεταβλητή. Η κεντρική ροπή (central moment) 

−k τάξεως, K,2,1=k  της X  ή της κατανοµής της είναι η ποσότητα ,)(:' k
k EXXE −=µ  ή ισοδύναµα 

∑ =−=
x

k
k xXPXEx ),())(('µ  αν η X  είναι διακριτή, ∫

∞

∞−

−= ,)()(' dxxfEXx X
k

kµ  αν η X  είναι συνεχής. 

 

   Για ,2=k  η κεντρική ροπή δευτέρας τάξεως της X  καλείται διασπορά (ή διακύµανση) (variance) της X  

και γράφουµε .)(: 2'
2 σµ == XVar  Η διασπορά δίνει ένα µέτρο της διάχυσης της κατανοµής της X  γύρω από 

τη µέση τιµή της. Όσο περισσότερο αποκλίνει η X  από τη µέση τιµή της τόσο µεγαλύτερη είναι η διαφορά 

2)( EXX −  άρα και η διασπορά. Η θετική τετραγωνική ρίζα της διασποράς καλείται τυπική απόκλιση 

(standard deviation) της X  και γράφουµε .)(XVar=σ  Η διασπορά (ή η τυπική απόκλιση) αποτελεί ένα µέτρο 

του κατά πόσο διασπαρµένες είναι οι τιµές µίας τυχαίας µεταβλητής περί τη µέση τιµή της. Εάν οι διάφορες 

δυνατές τιµές της τυχαίας µεταβλητής είναι συγκεντρωµένες κοντά στη µέση τιµή, η διασπορά είναι µικρή, ενώ 

εάν είναι αρκετά διασπαρµένες, η διασπορά είναι µεγάλη.  



 81

   Συχνά µία κατανοµή δεν είναι συµµετρική, δηλαδή δεν υπάρχει τιµή της τυχαίας µεταβλητής ως προς την 

οποία η συνάρτηση πιθανότητας ή η συνάρτηση πυκνότητας να είναι συµµετρική. Σε τέτοιες περιπτώσεις η 

κατανοµή παρουσιάζει συχνά µία «ουρά» είτε προς τα δεξιά οπότε προκύπτει µία κατανοµή ασύµµετρη προς τα 

δεξιά είτε προς τα αριστερά οπότε προκύπτει µία κατανοµή ασύµµετρη προς τα αριστερά. Η ποσότητα 
3

'
3

σ
µ

α =  

είναι γνωστή ως µέτρο ασυµµετρίας της ,X  διότι δείχνει πόσο συµµετρική )0( =α  ή ασύµµετρη 0( >α  ή 

)0<α  είναι η συνάρτηση πιθανότητας ή η συνάρτηση πυκνότητας της .X  Αν 0>α  η κατανοµή είναι 

ασύµµετρη προς τα δεξιά και αν 0<α  η κατανοµή είναι ασύµµετρη προς τα αριστερά. Στη σελίδα 238, στο 

Σχήµα 4.19 του βιβλίου των Κουνιά & Μωυσιάδη [6], παρουσιάζονται γραφικά και οι τρεις περιπτώσεις 

συµµετρίας ή ασυµµετρίας µίας κατανοµής.   

   Μία κατανοµή µπορεί να είναι «συγκεντρωµένη» κοντά στη µέση τιµή, οπότε η καµπύλη που την αναπαριστά 

παρουσιάζει µία έντονη κύρτωση («καµπούριασµα»). Μπορεί όµως µία κατανοµή να µην είναι συγκεντρωµένη 

κάτα αυτό τον τρόπο, οπότε η καµπύλη που την αναπαριστά δεν παρουσιάζει σαφή κύρτωση. Η ποσότητα 

4

'
4

σ
µ

β =  είναι γνωστή ως µέτρο κύρτωσης διότι δείχνει πόσο επίπεδη ή µη είναι η συνάρτηση πυκνότητας της 

.X  Όταν η X  είναι µία κανονική τυχαία µεταβλητή τότε .3=β  Σ’ αυτή την περίπτωση η κατανοµή καλείται 

µεσόκυρτη. Για 3>β  η σ.π. έχει πιο οξεία µορφή από την κανονική κατανοµή και καλείται λεπτόκυρτη ενώ 

για 3<β  είναι πιο επίπεδη από την κανονική κατανοµή και καλείται πλατύκυρτη.  Στη σελίδα 239, στο Σχήµα 

4.20 του βιβλίου των Κουνιά & Μωυσιάδη [6], παρουσιάζονται γραφικά και οι τρεις περιπτώσεις κυρτότητας 

µίας κατανοµής.   

 

Παράδειγµα 28 Έστω X  η τυχαία µεταβλητή που αναπαριστά το αποτέλεσµα της ρίψης ενός αµερόληπτου 

ζαριού. Η ροπή τρίτης τάξεως της X  είναι ∑ ∑
= =

=====
6

1

6

1

2
333

3 .
6

21

6

1
)(

x x

xxXPxEXµ  ■ 

 

Πρόταση 3.9 Ισχύει ότι ( ) .)( 22 EXEXXVar −=   

Απόδειξη. Είναι [ ] 2
11

22
11

22
1

'
2 22)()( µµµµµµ +−=+−=−== EXEXXXEXEXVar  

.2
12 µµ −=  Άρα, 2

12
'
2 µµµ −=  ή ισοδύναµα ( ) .)( 22 EXEXXVar −=  ■  

 
Ο τύπος της Πρότασης 3.9 είναι ιδιαίτερα χρήσιµος για τον υπολογισµό της διασποράς τυχαίων µεταβλητών. 

 

Παράδειγµα 29 Έστω ~X Bernoulli ),( p  ].1,0[∈p  Να υπολογιστούν η µέση τιµή και η διασπορά της .X  
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Λύση. Είναι ∑
=

=+−===
1

0

.1)1(0)(
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pppxXxPEX  ∑
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Άρα, ( ) ).1()( 222 ppppEXEXXVar −=−=−=  ■ 

 

Παράδειγµα 30 Έστω ~X Εκθετική ),(λ .0>λ  Να υπολογιστούν η µέση τιµή και η διασπορά της .X  

Λύση. Είναι [ ]∫ ∫∫
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Παράδειγµα 31 Έστω ~X Poisson ),(λ  .0>λ  Να υπολογιστούν η µέση τιµή και η διασπορά της .X  

Λύση. Είναι ∑∑∑∑∑
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Η πέµπτη ισότητα προκύπτει αν θέσουµε .1−= xn  
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Η πέµπτη ισότητα προκύπτει αν θέσουµε .2−= xn  

Άρα, =)(XVar ( ) .22 λ=− EXEX  ■ 

 

Παράδειγµα 32 Έστω ).1,0(~ NX  Η σ.π. της X  δίνεται από τον τύπο ∈=
−

xexf
x

X ,
2

1
)( 2

2

π
ℜ. ∆είξτε ότι 

,0=kµ αν k περιττός.  

Λύση. Είναι ∫ ∫
∞−

∞

+==
0

0

.)()( dxxfxdxxfxEX X
k

X
kk

kµ  Εφαρµόζουµε το µετασχηµατισµό xu −=  στο πρώτο 

ολοκλήρωµα. Θα έχουµε ∫ ∫ ∫∫
∞

∞ ∞∞

=+−=+−−−=
0

0 00

.0)()()()()( dxxfxduufudxxfxduufu X
k

X
k

X
k

X
k

kµ  

Η δεύτερη ισότητα προκύπτει διότι k  περιττός και Xf  άρτια συνάρτηση. ■ 
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Θεωρούµε µία τυχαία µεταβλητή X  και τις πραγµατικές σταθερές .,ba  Ισχύει η ακόλουθη σηµαντική 

πρόταση. 

 

Πρόταση 3.10 (∆ιασπορά γραµµικού συνδυασµού). ).()( 2 XVarabaXVar =+  

Απόδειξη. Είναι [ ]22 )()()( baXEbaXEbaXVar +−+=+  

2222 )()2( baEXabXbXaE +−++= ( ) abEXbEXaabEXbEXa 22 222222 −−−++=  

[ ] ).()( 2222 XVaraEXEXa =−=  ■ 

 

3.9 Ανισότητες ροπών και πιθανοτήτων 

Όταν υπάρχουν δυσκολίες στον υπολογισµό πιθανοτήτων ή ροπών κάποιων τυχαίων µεταβλητών µπορούµε να 

υπολογίσουµε κάποια φράγµατα αυτών των τιµών µε τη βοήθεια κατάλληλων ανισοτήτων.  

 

Πρόταση 3.11 (Ανισότητα του Markov).  Έστω µία µη-αρνητική τυχαία µεταβλητή X  και µία σταθερά 

.0>c  Για οποιαδήποτε τιµή του ,c  ισχύει ότι .
][

][
c

XE
cXP ≤≥  

Απόδειξη. Αποδεικνύουµε την ανισότητα για την περίπτωση κατά την οποία η X  είναι µία συνεχής τυχαία 

µεταβλητή µε σ.π. .Xf  Ισχύει ότι 

].[)()()()()()(][
00

cXcPdxxfcdxxcfdxxxfdxxxfdxxxfdxxxfXE
c

c

X

c

X

c

X

c

XXX ≥==≥≥+== ∫ ∫∫∫∫∫
∞∞∞∞∞

 ■ 

 

Πρόταση 3.12 (Ανισότητα του Chebyshev). Έστω X  µία τυχαία µεταβλητή µε µέση τιµή µ  και 

πεπερασµένη διασπορά .2σ  Τότε για κάθε πραγµατικό αριθµό ,0>c  ισχύει ότι ( ) .||
2

2

c
cXP

σ
µ ≤≥−  

Απόδειξη. Εφαρµόζουµε την ανισότητα του Markov για τη µη-αρνητική τυχαία µεταβλητή 2)( µ−X  και τον 

αριθµό .2c  Έχουµε ότι ( ) .
)(

)(
2

2

2

2
22

cc

XE
cXP

σµ
µ =

−
≤≥−  Επειδή η ανισότητα 22)( cX ≥− µ  είναι 

ισοδύναµη µε την ,|| cX ≥− µ  έπεται ότι η ανισότητα ( )
2

2

||
c

cXP
σ

µ ≤≥−  ισχύει.  ■ 

 

Οι ανισότητες των Markov και Chebyshev παρέχουν κάποια φράγµατα για την κατανοµή της X  όταν είναι 

γνωστή η µέση τιµή και η διασπορά της. Η ανισότητα του Chebyshev δίνει ένα φράγµα, συναρτήσει της 

διασποράς της X  και της σταθεράς ,c  για την πιθανότητα η X  να αποκλίνει από τη µέση τιµή της 
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περισσότερο από .c  ∆εν υποθέτει τίποτε άλλο για την κατανοµή της X  παρά µόνο το ότι έχει πεπερασµένη 

διασπορά. 

 

Παράδειγµα 33 Υποθέτουµε ότι ο αριθµός των ηλεκτρικών λαµπτήρων που παράγονται από ένα εργοστάσιο 

κατά τη διάρκεια µιας εβδοµάδας είναι µία τυχαία µεταβλητή µε µέση τιµή .50=µ  (α) Κάντε µία εκτίµηση για 

την πιθανότητα η παραγωγή των ηλεκτρικών λαµπτήρων κατά τη διάρκεια αυτής της εβδοµάδας να ξεπεράσει 

τον αριθµό 75. (β) Αν η διασπορά της εβδοµαδιαίας παραγωγής των ηλεκτρικών λαµπτήρων βρέθηκε ίση µε 25 

κάντε µία εκτίµηση για την πιθανότητα η εβδοµαδιαία παραγωγή των λαµπτήρων να είναι µεταξύ των αριθµών 

40 και 60. 

Λύση. Έστω η τυχαία µεταβλητή X  που αναπαριστά τον αριθµό των ηλεκτρικών λαµπτήρων που παράγονται 

κατά τη διάρκεια µιας εβδοµάδας.  

(α) Από την ανισότητα του Markov, έχουµε .
3

2

75

][
}75{ =≤≥

XE
XP  

(β) Από την ανισότητα του Chebyshev, έχουµε .
4

1

10

25

10
}10|50{|

22

2

==≤≥−
σ

XP  Εποµένως, 

.
4

3

4

1
1}10|50{| =−≥<−XP  Συνεπώς η πιθανότητα η εβδοµαδιαία παραγωγή των ηλεκτρικών λαµπτήρων να 

είναι µεταξύ των αριθµών 40 και 60 είναι τουλάχιστον ίση µε 0.75. ■ 

 

Είναι σαφές ότι αν είναι γνωστή η κατανοµή της τυχαίας µεταβλητής ,X  οι πιθανότητες του παραπάνω 

παραδείγµατος θα µπορούσαν να υπολογιστούν µε ακρίβεια και δεν θα ήταν απαραίτητη η χρήση των 

ανισοτήτων Markov και Chebyshev.  

 

Παράδειγµα 34 Έστω X  µία διακριτή τυχαία µεταβλητή, 0>t  και .0>a  Αν υπάρχει η µέση τιµή ),( aXeE  να 

δειχτεί ότι ισχύει η ανισότητα ).(
1

1ln
1 aXeE

t
t

a
XP −≥







 <  

Απόδειξη. Χρησιµοποιούµε την ανισότητα του Markov και έχουµε ,
)(

)(
t

XE
tXP ≤≥  .0>t  Συνεπώς, 

,
)(

1)(
t

XE
tXP −≥<  .0>t  Εφαρµόζουµε την παραπάνω ανισότητα για την τυχαία µεταβλητή ,aXe  0>a  που 

είναι πάντα µη-αρνητική για οποιαδήποτε διακριτή τυχαία µεταβλητή X  και έχουµε 
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,
)(

1)(
t

eE
teP

aX
aX −≥<  .0>t  Όµως, για ∈y ℜ και 0>t  ισχύει taytete ayay lnln)ln( <⇒<⇒<  και 

συνεπώς για 0>a  παίρνουµε .ln
1

)ln()( 






 <=<=< t
a

XPtaXPteP aX  

Εποµένως, έχουµε ότι ,
)(

1ln
1

t

eE
t

a
XP

aX

−≥






 <  .0>t  ■ 

 

Πρόταση 3.13 (Η ανισότητα του Schwarz). Υποθέτουµε ότι οι τυχαίες µεταβλητές X  και Y  έχουν 

πεπερασµένες ροπές δεύτερης τάξεως. Τότε ισχύει ότι [ ] )].()][([)( 222 YEXEXYE ≤  Επιπλέον η ανισότητα 

ισχύει ως ισότητα αν και µόνο αν είτε 1)0( ==YP  ή ,1)( == cYXP  για κάποια σταθερά .c  

Απόδειξη. Αν ,1)0( ==YP  τότε 1)0( ==XYP  εποµένως 0)( =XYE  και .0)( 2 =YE  Σε αυτή την περίπτωση 

η ανισότητα του Schwarz ισχύει ως ισότητα. Επίσης, αν ,1)( == cYXP  τότε και τα δύο µέλη της ανισότητας 

είναι ίσα µε .)]([ 222 YEc Συνεπώς και σε αυτή την περίπτωση η ανισότητα του Schwarz ισχύει ως ισότητα. Για 

το υπόλοιπο της απόδειξης υποθέτουµε ότι .1)0( <=YP  Εποµένως, .0)( 2 >YE  Για κάθε πραγµατικό αριθµό 

λ  ισχύει ότι ).()(2)()(0 2222 XEXYEYEYXE +−=−≤ λλλ  Η τελευταία ισότητα είναι µία τετραγωνική  

συνάρτηση του .λ  Αφού 0)( 2 >YE  η ελάχιστη τιµή της συνάρτησης επιτυγχάνεται για κάποια τιµή του λ  που 

υπολογίζεται αν θέσουµε την παράγωγο ίση µε µηδέν και επιλύσουµε. Μετά από απλές πράξεις καταλήγουµε 

ότι η τιµή του λ  που µηδενίζει την παράγωγο είναι ίση µε .)]()][([* 12 −= YEXYEλ  Για την τιµή του *,λ  µετά 

από πράξεις, καταλήγουµε ότι η αντίστοιχη τιµή της συνάρτησης, είναι .
)(

)]([
)()*(

2

2
22

YE

XYE
XEYXE −=− λ  

Επειδή ,0)*( 2 ≥− YXE λ  η απόδειξη ολοκληρώθηκε. ■ 

 

3.10 Ασκήσεις 

Άσκηση 1. Αν οι συναρτήσεις :, gf ℜ ),0[ ∞→ είναι συναρτήσεις πυκνότητας, αποδείξτε ότι και η συνάρτηση 

,)1(: gfh λλ −+=  όπου ,10 ≤≤ λ  είναι επίσης συνάρτηση πυκνότητας. 

Λύση. Είναι ,0, ≥gf   ]1,0[∈λ  και συνεπώς η συνάρτηση gfh )1(: λλ −+=  είναι µη-αρνητική. Επίσης 

έχουµε ότι ∫ ∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

=−+=−+= ,1)1()()1()()( λλλλ dxxgdxxfdxxh  διότι οι f  και g  είναι συναρτήσεις 

πυκνότητας. Άρα, η h  είναι µία συνάρτηση πυκνότητας. ■ 
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Άσκηση 2. Υποθέτουµε ότι η X  είναι µία συνεχής τυχαία µεταβλητή της οποίας η συνάρτηση πυκνότητας 

δίνεται από τον τύπο: .
)2,0(,0

)2,0(),24(
)(

2





∉

∈−
=

x

xxxc
xf X  (α) Ποια είναι η τιµή της σταθεράς ;c  (β) Βρείτε την 

πιθανότητα ).1( >XP  

Λύση. Αφού η Xf  είναι συνάρτηση πυκνότητας πρέπει ∫
∞

∞−

=1)( dxxf X  που συνεπάγεται ότι  

∫ =−
2

0

2 .1)24( dxxxc  Η τελευταία σχέση έχει ως συνέπεια ότι .
8

3
=c  Επίσης έχουµε ότι  

∫∫ =−−=−=≤−=>
∞−

1

0

2
1

.
2

1
)24(

8

3
1)(1)1(1)1( dxxxdxxfXPXP X  ■ 

 

Άσκηση 3. Έστω →Ω:X ℜ µε cX =)(ω  για όλα τα ,Ω∈ω  όπου c  είναι κάποια πραγµατική σταθερά. 

∆είξτε ότι η X  είναι µία τυχαία µεταβλητή και βρείτε τη συνάρτηση κατανοµής της. Εξηγείστε γιατί η X  είναι 

διακριτή και βρείτε τη συνάρτηση πιθανότητάς της. 

Λύση. Για ∈x ℜ έχουµε: ,})(:{ Ω=≤Ω∈ xX ωω  αν cx ≥  και =≤Ω∈ })(:{ xX ωω ∅, αν .cx <  Αφού τα 

σύνολα Ω  και ∅ είναι ενδεχόµενα συµπεραίνουµε ότι η X  είναι µία τυχαία µεταβλητή. Η συνάρτηση 

κατανοµής της είναι .
,1

,0
)()(





≥

<
=≤=

cx

cx
xXPxFX  Παρατηρούµε ότι .1)(}){()( 1 =Ω=== − PcXPcXP  

Άρα, το µονοσύνολο }{ c  είναι φορέας της .X  Συνεπώς η X  είναι διακριτή τυχαία µεταβλητή. Η συνάρτηση 

πιθανότητάς της είναι .
,0

,1
)(





≠

=
=

cx

cx
xf X  ■ 

 

Άσκηση 4. Έστω X  µία συνεχής τυχαία µεταβλητή µε συνάρτηση πυκνότητας .
0,

0,0
)(





>

≤
=

− xe

x
xf

xX  Ορίζουµε 

→Ω:Y ℜ µε )],([)( ωω XY =  όπου nnx :max{][ =  ακέραιος, }.xn ≤  ∆είξτε ότι η Y  είναι µία τυχαία 

µεταβλητή και βρείτε τη συνάρτηση πυκνότητάς της. 

Λύση. Για ∈x ℜ ισχύει ότι }.1][)(:{})]([:{ +<Ω∈=≤Ω∈ xXxX ωωωω  Αφού η X  είναι τυχαία 

µεταβλητή, το δεύτερο µέλος της παραπάνω ισότητας είναι ενδεχόµενο. Συνεπώς και το πρώτο µέλος το οποίο 

από τον ορισµό της Y  είναι το σύνολο },)(:{ xY ≤Ω∈ ωω  είναι ενδεχόµενο. Άρα, η Y  είναι τυχαία 

µεταβλητή. Για ...,1,0=i  η τιµή της συνάρτησης πυκνότητας της Y  βρίσκεται ως εξής: 
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.)1()1()]([)()( 1
1

i
i

i

x
Y eedxeiXiPiXPiYPif −−

+
− −==+<≤===== ∫   

Προφανώς, ,0)( =ifY  για κάθε ∈y ℜ }.,1,0{ K−  ■ 

 

Άσκηση 5. Έστω X  µία τυχαία µεταβλητή. ∆είξατε ότι η συνάρτηση )0,min(XY =  είναι επίσης τυχαία 

µεταβλητή. 

Λύση. Για ,0≥x  .})0),(min(:{})(:{ ℑ∈Ω=≤Ω∈=≤Ω∈ xXxY ωωωω  Για ,0<x  

.})(:{})0),(min(:{})(:{ ℑ∈≤Ω∈=≤Ω∈=≤Ω∈ xXxXxY ωωωωωω   

Συνεπώς η Y  είναι τυχαία µεταβλητή. ■ 

 

Άσκηση 6. Για να καταδικαστεί ένας κατηγορούµενος από ένα δικαστήριο που αποτελείται από δώδεκα 

ενόρκους πρέπει να κριθεί ένοχος από τουλάχιστον οκτώ ενόρκους. Υποθέτουµε ότι η πιθανότητα να είναι 

ένοχος ο κατηγορούµενος είναι ίση µε a  και ότι ο κάθε ένορκος ανεξάρτητα από τους άλλους, παίρνει τη 

σωστή απόφαση µε πιθανότητα .θ  Ποια είναι η πιθανότητα να είναι σωστή η απόφαση του δικαστηρίου; 

Λύση. Θεωρούµε το ενδεχόµενο :A  η απόφαση του δικαστηρίου είναι σωστή και :B  ο κατηγορούµενος είναι 

ένοχος. Από το Θεώρηµα Ολικής Πιθανότητας θα έχουµε: ).()|()()|()( cc BPBAPBPBAPAP +=   

Όµως, aBP =)(  και .1)( aBP c −=  Επίσης, ∑
=

−−







=

12

8

12)1(
12

)|(
i

ii

i
BAP θθ  και  

.)1(
12

)|(
12

5

12∑
=

−−







=

i

iic

i
BAP θθ  ■ 

 

Άσκηση 7. Υποθέτουµε ότι στην τσέπη σας υπάρχουν N  νοµίσµατα, όπου N  είναι ένας τυχαίος αριθµός που 

ακολουθεί την κατανοµή Poisson µε παράµετρο ,λ  .0>λ  Έστω ότι βγάζετε ένα-ένα τα νοµίσµατα από την 

τσέπη σας και τα ρίχνετε στο πάτωµα. Η πιθανότητα να εµφανιστούν γράµµατα σε κάθε ρίψη είναι ίση µε 

.10, << pp  ∆είξτε ότι ο συνολικός αριθµός των εµφανιζόµενων γραµµάτων ακολουθεί την κατανοµή Poisson 

µε παράµετρο .pλ  

Λύση. Έστω H  ο συνολικός αριθµός των εµφανιζόµενων γραµµάτων. Από το Θεώρηµα Ολικής Πιθανότητας 

δεσµευόµαστε ως προς τον αριθµό των νοµισµάτων που υπάρχουν στην τσέπη µας και έχουµε διαδοχικά:  

∑∑ ∑
∞

=

−−−−−∞

=

∞

=

−

−
−

=−







======

xn

pxnpxn

xn xn

xnx

xn

ep

x

ep

n

e
pp

x

n
nNPnNxHPxHP

)!(

)}1({

!

)(

!
)1()()|()(

)1(λλλ λλλ
. 

Το άθροισµα της τελευταίας ισότητας ισούται µε τη µονάδα αφού είναι το άθροισµα των τιµών της συνάρτησης 

µάζας πιθανότητας που αντιστοιχεί στην κατανοµή Poisson µε παράµετρο ).1( p−λ  ■ 
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Άσκηση 8. Η πιθανότητα να είναι φουλ ένα χέρι του πόκερ είναι ίση µε 0.00144. Ποια είναι κατά προσέγγιση η 

πιθανότητα τουλάχιστον δύο από τα 1000 χέρια του πόκερ να είναι φουλ; 

Λύση. Έστω =:X αριθµός φουλ από τα 1000 χέρια του πόκερ. Προφανώς ).00144.0,1000(~ BinX  

Προσεγγίζουµε τη διωνυµική κατανοµή µε τη Poisson κατανοµή µε παράµετρο .44.100144.01000 =⋅=λ  Άρα, 

κατά προσέγγιση, έχουµε .44.211)1()0(1)2( 44.1−−− −=−−==−=−=≥ eeeXPXPXP λλλ  ■  

 

Άσκηση 9. Αν ~X Οµοιόµορφη )1,0(  τότε ~log XY −= Εκθετική ).1(  

Λύση. Για 0>y  έχουµε  

yy
X

yyy
Y eeFeXPeXPeXPyXPyF −−−−− −=−=≥=≤=≤=≤−= 1)(1)()()log(log)log()( 11  

Για 0≤y  έχουµε .0)()( =≥= − y
Y eXPyF  Συνεπώς, ~Y Εκθετική(1). ■ 

 

Άσκηση 10. Ένας ηλεκτρολόγος αγοράζει κουτιά το καθένα από τα οποία περιέχει δέκα ηλεκτρικούς 

λαµπτήρες. Η πολιτική του είναι να διαλέγει κατά τυχαίο τρόπο τρεις λαµπτήρες από κάθε κουτί, να τους 

εξετάζει, και να αγοράζει το κουτί εφόσον και οι τρεις λαµπτήρες δεν είναι ελαττωµατικοί. Αν 30% των 

κουτιών περιέχουν τέσσερις ελαττωµατικούς λαµπτήρες και 70% περιέχουν µόνον έναν ελαττωµατικό 

λαµπτήρα, ποιο είναι το ποσοστό των κουτιών που ο ηλεκτρολόγος απορρίπτει; 

Λύση. Θεωρούµε το ενδεχόµενο :A  ο ηλεκτρολόγος δέχεται να αγοράσει ένα κουτί. Από το Θεώρηµα Ολικής 

Πιθανότητας έχουµε 

|()( APAP = το κουτί περιέχει 4 ελαττωµατικούς λαµπτήρες) |(
10

3
AP+ το κουτί περιέχει έναν ελαττωµατικό 

λαµπτήρα)
10

7
 

Για τον υπολογισµό των δεσµευµένων πιθανοτήτων παρατηρούµε ότι έχουµε υπεργεωµετρικές κατανοµές.  

Συνεπώς, |(AP το κουτί περιέχει 4 ελαττωµατικούς λαµπτήρες) .

3

10

3

6

0

4



























=  

|(AP το κουτί περιέχει 1 ελαττωµατικό λαµπτήρα) .

3

10

3

9

0

1



























=  

Μετά από πράξεις βρίσκουµε ότι .
100

54
)( =AP  Εποµένως ο ηλεκτρολόγος απορρίπτει το 46% των κουτιών. ■ 
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Άσκηση 11. Η διάρκεια λειτουργίας µιας λυχνίας ραδιοφώνου ακολουθεί την εκθετική κατανοµή µε παράµετρο 

200

1
=λ  ώρες. Το εργοστάσιο που κατασκευάζει τις λυχνίες επιθυµεί να δώσει εγγύηση στους πελάτες για 

ορισµένο αριθµό ωρών. Εάν µία λυχνία καεί νωρίτερα, επιστρέφεται στο εργοστάσιο. Ποιος αριθµός ωρών 

πρέπει να δοθεί σαν εγγύηση έτσι ώστε το πολύ 5% των λυχνιών να επιστρέφονται στο εργοστάσιο; 

Λύση. Έστω :T  η διάρκεια ζωής µιας λυχνίας, ~T  Εκθετική .
200

1







  Έστω t  ο αριθµός των ζητούµενων 

ωρών. Πρέπει .4552.4)95.0log(20095.095.0)(05.0)( 200

1

≅⋅−≤⇔≥⇔≥>⇔≤≤
−

tetTPtTP
t

 Σύνεπως, ως 

εγγύηση θα πρέπει να δοθούν, για την κάθε λυχνία, πέντε ώρες λειτουργίας. ■ 

 

Άσκηση 12. Αν ),(~ 2σµNX  όπου 3=µ  και ,92 =σ  δείξτε ότι .0456.0)3()9( =−<+> XPXP  

Χρησιµοποιήστε τους πίνακες της τυπικής κανονικής κατανοµής (βλέπε βιβλίο Γ. Γρ. Ρούσσα [1], σελ. 292-

294). 

Λύση. Είναι )2()2(
3

33

3

3

3

39

3

3
)3()9( −<+>=







 −−
<

−
+







 −
>

−
=−<+> ZPZP

X
P

X
PXPXP  

[ ] ,0456.0)9772.01(2)2(12)2()2(1 =−=Φ−=−Φ+Φ−=  όπου ).1,0(~ NZ  ■ 

 

Άσκηση 13. Έστω ότι ),,(~ 2σµNX  όπου 5=µ  και σ  άγνωστο. Με τη βοήθεια των πινάκων της τυπικής 

κανονικής κατανοµής (βλέπε βιβλίο Γ. Γρ. Ρούσσα [1], σελ. 292-294) υπολογίστε την τιµή του σ  αν ισχύει η 

ακόλουθη σχέση: .0066.1)25.15()64( =−≤+≤≤ σXPXP  

Λύση. Είναι 






 −≤
−

+






 ≤
−

≤−=−≤+≤≤= 25.1
5151

)25.15()64(0066.1
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P
X

PXPXP  

( ) 8944.0
1
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1
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Φ=−Φ+






−Φ−






Φ=−≤+






 ≤≤−=
σσσσσσ

ZPZP  

.6061.065.1
1

9505.0
1

=⇒=⇒=






Φ⇒ σ
σσ

 ■ 

 

Άσκηση 14. Το ύψος των ανδρών ακολουθεί την κανονική κατανοµή µε µέση τιµή cm167=µ  και διασπορά 

.92 cm=σ  Σε ένα τυχαίο δείγµα τεσσάρων ανδρών ποια είναι η πιθανότητα να έχουν όλοι ύψος µεγαλύτερο 

από ;170cm  
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Λύση. Αν )9,167(~ NX  τότε .16.08413.01)1(1
3

167170

3

167
1)170( =−=Φ−=







 −
≤

−
−=>=

X
PXPp  

Έστω =:Y αριθµός ανδρών στο δείγµα των τεσσάρων ανδρών µε ύψος µεγαλύτερο από .170cm  Τότε, 

).,4(~ pBinY  Άρα, .0007.0)16.0()1(
4

4
)4( 4444 ==−








== −ppYP  ■ 

 

Άσκηση 15. Η ετήσια βροχόπτωση (σε ίντσες) σε µία περιοχή ακολουθεί την κανονική κατανοµή µε 40=µ  

και .162 =σ  Ποια είναι η πιθανότητα να ξεπεράσει η βροχόπτωση τις 50 ίντσες για πρώτη φορά µετά από 

τέσσερα χρόνια; Αναφέρετε ποιες υποθέσεις κάνετε. 

Λύση. Έστω ότι ).16,40(~ NX  )5.2(1
4

4050

4

40
1)50(1)50( Φ−=







 −
≤

−
−=≤−=>=

X
PXPXPp   

.0062.09938.01 =−=  Υποθέτουµε ότι οι βροχοπτώσεις των διαφορετικών ετών είναι ανεξάρτητες. Η 

ζητούµενη πιθανότητα είναι ίση µε .006.00062.0)9938.0()1( 33 ==− pp  Ο υπολογισµός της πιθανότητας 

βασίστηκε στη γεωµετρική κατανοµή. ■ 

 

Άσκηση 16. Ο αριθµός των ετών λειτουργίας ενός ραδιοφώνου ακολουθεί την εκθετική κατανοµή µε 

παράµετρο .8
1=λ  Αν ένας φοιτητής αγοράσει ένα ραδιόφωνο το οποίο λειτουργεί κατά τη στιγµή της αγοράς 

του, ποια είναι η πιθανότητα να λειτουργεί µετά από οκτώ επιπρόσθετα χρόνια; 

Λύση. Έστω ότι κατά τη στιγµή της αγοράς του το ραδιόφωνο έχει συµπληρώσει x  έτη λειτουργίας. Αν 

=:X αριθµός ετών λειτουργίας του ραδιοφώνου, τότε αφού η εκθετική κατανοµή είναι αµνήµων, έχουµε: 
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==>=>+> eeXPxXxXP  ■ 

 

Άσκηση 17. Βρείτε τη µέση τιµή ,EX  όπου X  είναι το αποτέλεσµα της ρίψης ενός αµερόληπτου ζαριού. 
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Άσκηση 18. Η συνάρτηση κατανοµής της συνεχούς τυχαίας µεταβλητής X  δίνεται από τον τύπο: 
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x
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xI  0>> ba  και ∈c ℜ. ∆είξατε ότι η ροπή −k τάξεως 

της X  δίνεται από τον τύπο: .,2,1,
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Λύση. Η συνάρτηση πυκνότητας της X  είναι ).()()()( ]1,0[
11' xIxxcabxFxf ab

XX
−− −==  Από τη σχέση 

∫ =
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,1)( dxxf  µετά από πράξεις, έχουµε ότι .)( 1−−= bac   

Μετά από πράξεις, έχουµε .
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Άσκηση 19. Έστω YX ,  ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές µε συναρτήσεις κατανοµής XF  και ,YF  αντίστοιχα. 

Βρείτε τη συνάρτηση κατανοµής της τυχαίας µεταβλητής ).,min( YXZ =  

Λύση. Είναι ),(1)),(min(1)),(min()()( zYzXPzYXPzYXPzZPzFZ >>−=>−=≤=≤=   

)].(1)][(1[1)](1)][(1[1)()(1 zFzFzYPzXPzYPzXP YX −−−=≤−≤−−=>>−=  Η πέµπτη ισότητα είναι 

συνέπεια της ανεξαρτησίας των τυχαίων µεταβλητών X  και .Y  ■ 

 

Άσκηση 20. Είστε στο σπίτι σας και εσείς και οι καλεσµένοι σας έχετε παραγγείλει κοτόπουλο από το 

εστιατόριο Α και πίτσα από το εστιατόριο Β. Θεωρήστε ότι δώσατε και τις δύο παραγγελίες την ίδια χρονική 

στιγµή. Ο χρόνος παράδοσης είναι τυχαίος και ακολουθεί την εκθετική κατανοµή µε παράµετρο 30
1  για το 

εστιατόριο Α και την εκθετική κατανοµή µε παράµετρο 20
1 για το εστιατόριο Β. Οι χρόνοι αυτοί θεωρήστε ότι 

είναι ανεξάρτητοι. Πόσο θα περιµένετε κατά µέσο όρο µέχρι να αρχίσετε το γεύµα σας; Για λόγους ευγένειας 

αρχίζετε το γεύµα σας µόλις παραδοθούν και οι δύο παραγγελίες. 

Λύση. Εάν )(xF  είναι η συνάρτηση κατανοµής του µέγιστου χρόνου ),max( BA XXX =  τότε 
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Η τρίτη ισότητα προκύπτει από την ανεξαρτησία των ., BA XX  Άρα η πυκνότητα )(xf  της X  είναι 
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