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1 Δακτύλιοι και Σώματα
Στην ενοʆ τητα αυτηʆ παρουσιαʆ ζεται μια ανακεφαλαιʆωση καʆ ποιων γνωστωʆ ν ορισμωʆ ν και ι‑
διοτηʆ των τωνδακτυλιʆων και τωνσωμαʆ των. Γιαπερισσοʆ τερες λεπτομεʆρειες και αποδειʆξεις
ο αναγνωʆ στης παραπεʆμπεται στο μαʆ θημα της Άλγεβρας.

ΟΡΙΣΜΟς 1.1. Ένας δακτυʆ λιος ειʆναι εʆνα συʆ νολοR εφοδιασμεʆνο με δυʆ ο πραʆ ξεις, προʆσθε‑
ση+ και πολλαπλασιασμοʆ ·, εʆτσι ωʆ στε το (R,+) να ειʆναι αβελιανηʆ ομαʆ δα, ο πολλαπλασια‑
σμοʆ ς να ειʆναι προσεταιριστικοʆ ς, (ab)c = a(bc) και να ισχυʆ ει ο επιμερισμοʆ ς

a(b+ c) = ab+ ac, (b+ c)a = ba+ ca.

Αν (R,+, ·) δακτυʆ λιος και το (R \ {0}, ·) ειʆναι μεταθετικηʆ ομαʆ δα, τοʆ τε το (R,+, ·) λεʆγεται
σωʆ μα.

Ένας δακτυʆ λιος R στον οποιʆο ο πολλαπλασιασμοʆ ς ειʆναι μεταθετικηʆ πραʆ ξη, δηλαδηʆ
ab = ba για καʆ θε a, b ∈ R λεʆγεται μεταθετικοʆ ς δακτυʆ λιος.

Ένας δακτυʆ λιος R ο οποιʆος περιεʆχει ουδεʆτερο στοιχειʆο ως προς τον πολλαπλασιασμοʆ
λεʆγεται δακτυʆ λιος με μοναʆ δα. Το ουδεʆτερο του πολλαπλασιασμουʆ συμβολιʆζεται με 1.

Ένας δακτυʆ λιος, μπορειʆ να περιεʆχει διαιρεʆτες του μηδενοʆ ς, δηλαδηʆ στοιχειʆα a, b με a 6=
0 6= b ωʆ στε ab = 0. Αντιʆθετα μια χαρακτηριστικηʆ ιδιοʆ τητα του σωʆ ματος ειʆναι οʆ τι δεν
περιεʆχει διαιρεʆτες του μηδενοʆ ς, δηλαδηʆ αν ab = 0 τοʆ τε a = 0 ηʆ b = 0.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1.1. Το απλουʆ στερο παραʆ δειγμα δακτυλιʆου ειʆναι ο (Z,+, ·). Ειʆναι μεταθε‑
τικοʆ ς δακτυʆ λιος με μοναʆ δα οʆχι οʆ μως σωʆ μα. Όμοια, οι δακτυʆ λιοι (Zn,+, ·) για καʆ θε n ∈ N
ειʆναι μεταθετικοιʆ δακτυʆ λιοι με μοναʆ δα. Αν το n δεν ειʆναι πρωʆ τος αριθμοʆ ς τοʆ τε σε αυτουʆ ς
συνανταʆ με διαιρεʆτες του μηδενοʆ ς. Παραʆ δειγμα, στον (Z6,+, ·) εʆχουμε 2 · 3 ≡ 0 (mod 6).
Αν το n ειʆναι πρωʆ τος τοʆ τε ο (Zp,+, ·) ειʆναι σωʆ μα.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1.2. Τα γνωσταʆ συʆ νολαQ,R,C με τις συνηʆ θεις πραʆ ξεις της προʆσθεσης και
του πολλαπλασιασμουʆ ειʆναι σωʆ ματα.

ΟΡΙΣΜΟς 1.2. ΈστωR δακτυʆ λιος. Έναυποσυʆ νολο τουR λεʆγεται ιδεωʆ δες τουRαν a−b ∈
I , ra ∈ I και ar ∈ I για καʆ θε a, b ∈ I και r ∈ R. Ένα ιδεωʆ δες I τουR λεʆγεται γνηʆ σιο ιδεωʆ δες
αν I 6= R.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1.3. Τα συʆ νολα kZ οʆπου k > 1 ακεʆραιος, ειʆναι γνηʆ σια ιδεωʆ δη του δακτυ‑
λιʆου Z. Το kZ περιεʆχει οʆ λους τους ακεραιʆους που διαιρουʆ νται με το k. Θα δουʆ με στην συ‑
νεʆχεια οʆ τι αυταʆ ειʆναι τα μοναδικαʆ ιδεωʆ δη του Z.

Παρατηρηʆστε οʆ τι εʆνα γνηʆ σιο ιδεωʆ δες ενοʆ ς δακτυλιʆου με μοναʆ δα R δεν μπορειʆ να πε‑
ριεʆχει το 1. Διαφορετικαʆ , 1r ∈ I για καʆ θε r ∈ R και αʆ ρα I = R.

ΛΗΜΜΑ 1.1. Ένας μεταθετικοʆ ς δακτυʆ λιος R με μοναʆ δα ειʆναι σωʆ μα αν και μοʆ νο αν τα
μοναδικαʆ του ιδεωʆ δη ειʆναι το {0} και τοR.
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Απόδειξη. ΈστωR σωʆ μα και I εʆνα μη‑μηδενικοʆ ιδεωʆ δες τουR. Τοʆ τε υπαʆ ρχειx ∈ I μεx 6= 0.
Επειδηʆ το R σωʆ μα, το x−1 ∈ R και αʆ ρα το x−1x = 1 ∈ I . Άρα r1 ∈ I για καʆ θε r ∈ R και
συνεπωʆ ς I = R. Άρα τα μοʆ να ιδεωʆ δη τουR ειʆναι το {0} και τοR.

Αντιʆστροφα, εʆστωR δακτυʆ λιος με μοναʆ δα με την ιδιοʆ τητα τα μοναδικαʆ ιδεωʆ δη να ειʆναι
το {0} και το R. Θεωρουʆ με x εʆνα μη‑μηδενικοʆ στοιχειʆο του R και συμβολιʆζω με Rx =
{rx | r ∈ R}. To Rx ειʆναι ιδεωʆ δες του R. Πραʆ γματι, r1x − r2x = (r1 − r2)x ∈ Rx,
y(rx) = (yr)x ∈ Rx και (rx)y = r(xy) = r(yx) = (ry)x ∈ Rx (λοʆγω μεταθετικοʆ τητα
του δακτυλιʆου) για καʆ θε r1, r2, y ∈ R. Επιπλεʆον, Rx 6= {0} εφοʆσον x ∈ Rx. Αποʆ υποʆ θεση
συνεπαʆ γεται οʆ τι Rx = R και αʆ ρα 1 ∈ Rx. Άρα υπαʆ ρχει στοιχειʆο x−1 ∈ R ωʆ στε x−1x = 1.
Άρα καʆ θε 0 6= x ∈ R εʆχει αντιʆστροφο στοιχειʆο, συνεπωʆ ς ο δακτυʆ λιοςR ειʆναι σωʆ μα. �

Ευʆ κολα βλεʆπουμε οʆ τι η τομηʆ ιδεωδωʆ ν ενοʆ ς δακτυλιʆου R ειʆναι ιδεωʆ δες του R. Έστω
X εʆνα υποσυʆ νολο του δακτυλιʆου R. Το ιδεωʆ δες του R που παραʆ γεται αποʆ το X οριʆζεται
σαν την τομηʆ οʆ λων των ιδεωδωʆ ν τουR που περιεʆχουν τοX . Παρατηρηʆ στε οʆ τι το ιδεωʆ δες
αυτοʆ ειʆναι καλαʆ ορισμεʆνο και ειʆναι το μικροʆ τερο ιδεωʆ δες του R που περιεʆχει το X (διοʆ τι
περιεʆχεται σε καʆ θε αʆ λλο ιδεωʆ δες που περιεʆχει τοX).

Με 〈f1, . . . , fk〉 συμβολιʆζουμε το ιδεωʆ δες τουR που παραʆ γεται αποʆ το υποσυʆ νολοX =
{f1, . . . , fk} του R. Σε αυτηʆ την περιʆπτωση λεʆμε οʆ τι το ιδεωʆ δες ειʆναι πεπερασμεʆνα παρα‑
γοʆ μενο.

ΛΗΜΜΑ 1.2. Έστω R εʆνας μεταθετικοʆ ς δακτυʆ λιος με μοναʆ δα καιX εʆνα υποσυʆ νολο του
R. Το ιδεωʆ δες που παραʆ γεται αποʆ τοX ταυτιʆζεται με το συʆ νολο οʆ λων των στοιχειʆων τουR
που μπορουʆ ν να εκφραστουʆ ν σαν πεπερασμεʆνα αθροιʆσματα της μορφηʆ ς r1x1 + . . .+ rkxk

οʆπου x1, . . . , xk ∈ X και r1, . . . , rk ∈ R.

Απόδειξη. Έστω I το συʆ νολο οʆ λων των πεπερασμεʆνων αθροισμαʆ των της παραπαʆ νω μορ‑
φηʆ ς και J εʆνα ιδεωʆ δες τουRπουπεριεʆχει τοX . Προφανωʆ ς το J περιεʆχει οʆ λα ταπαραπαʆ νω
αθροιʆσματα και αʆ ρα περιεʆχει και το I . Αν τωʆ ρα a, b ∈ I . Τοʆ τε a− b ∈ I και ra ∈ I . Επιʆσης
δεδομεʆνου οʆ τι ο δακτυʆ λιος ειʆναι μεταθετικοʆ ς, ar = ra ∈ I . Συνεπωʆ ς το I ειʆναι ιδεωʆ δες του
R, περιεʆχει τοX και περιεʆχεται σε καʆ θε αʆ λλο ιδεωʆ δες τουR που περιεʆχει τοX . �

Καʆ θε ακεʆραιος n παραʆ γει το ιδεωʆ δες nZ του δακτυλιʆου Z.

ΛΗΜΜΑ 1.3. Καʆ θε ιδεωʆ δες του Z παραʆ γεται αποʆ καʆ ποιο μη‑αρνητικοʆ ακεʆραιο n.

Απόδειξη. Προφανωʆ ς το μηδενικοʆ ιδεωʆ δες παραʆ γεται αποʆ το 0. Έστω I εʆνα μη‑μηδενικοʆ
ιδεωʆ δες του Z. Τοʆ τε το I περιεʆχει τουλαʆ χιστον εʆνα θετικοʆ ακεʆραιο ακεʆραιο, εφοʆσον για
καʆ θε m ∈ I , το −m ∈ I . Έστω n ο μικροʆ τερος θετικοʆ ς ακεʆραιος του I . Αν k ∈ I τοʆ τε
k = qn + r για καʆ ποιους ακεʆραιους q, r με 0 ≤ r < n. Όμως το r ∈ I εφοʆσον r = k − qn.
Αλλαʆ λοʆγω της επιλογηʆ ς του n σαν τον μικροʆ τερο θετικοʆ ακεʆραιο του I εʆχουμε οʆ τι r = 0.
Άρα k = qn συνεπως I = nZ. �

Έστω (K,+, ·) εʆνα σωʆ μα. Θεωρουʆ με τα στοιχειʆα

an = 1 + 1 + . . .+ 1︸ ︷︷ ︸
n−παραʆ γοντες

.
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Αν για καʆ θε n τα an 6= 0 τοʆ τε οʆ λα τα an ειʆναι διαφορετικαʆ και τοʆ τε το σωʆ μαK περιεʆχει εʆνα
αντιʆγραφο του Z και αʆ ρα και τουQ. Ας υποθεʆσουμε τωʆ ρα οʆ τι n ειʆναι ο ελαʆ χιστος θετικοʆ ς
ακεʆραιος τεʆτοιος ωʆ στε an = 0. Τοʆ τε ο n ειʆναι εʆνας πρωʆ τος p (διαφορετικαʆ εʆχουμε γινοʆ μενο
μη‑μηδενικωʆ ν αριθμωʆ ν ιʆσο με μηδεʆν σε εʆνα σωʆ μα) και το σωʆ μα μας περιεʆχει εʆνα αντιʆγραφο
του σωʆ ματος Zp.

ΛΗΜΜΑ 1.4. Έστω M σωʆ μα και L,K υποσωʆ ματα του M . Τοʆ τε το L ∩ K ειʆναι σωʆ μα.
Γενικοʆ τερα, η τομηʆ υποσωμαʆ των ειʆναι σωʆ μα.

Απόδειξη. Η αποʆ δειξη προκυʆ πτει αʆ μεσα απ’ το γεγονοʆ ς οʆ τι η τομηʆ ομαʆ δων ειʆναι ομαʆ δα. �
ΑνK σωʆ μα και L εʆνα υποσυʆ νολο τουK το οποιʆο ειʆναι επιʆσης σωʆ μα με τις πραʆ ξεις του

K τοʆ τε το L λεʆγεται υπόσωμα του K . Η τομηʆ οʆ λων των υποσωμαʆ των ενοʆ ς σωʆ ματος K
λεʆγεται πρώτο υπόσωμα τουK .

ΠΡΟΤΑΣΗ 1.1. Το πρωʆ το υποʆσωμα καʆ θε σωʆ ματοςK ειʆναι ειʆτε τοQ ειʆτε τοZp για καʆ ποιο
πρωʆ το p.

Απόδειξη. Άσκηση. �

ΟΡΙΣΜΟς 1.3. Λεʆμε οʆ τι εʆνα σωʆ μα K εʆχει χαρακτηριστικηʆ 0 αν το πρωʆ το υποʆσωμαʆ του
ειʆναι τοQ. Λεʆμε οʆ τι εʆχει χαρακτηριστικηʆ p αν το πρωʆ το υποʆσωμαʆ του ειʆναι το Zp.

2 Δακτύλιος πηλίκο και ομομορφισμοί
Έστω R δακτυʆ λιος και I εʆνα ιδεωʆ δες του R. Αν θεωρηʆσουμε το R σαν αβελιανηʆ ομαʆ δα
τοʆ τε το I ειʆναι κανονικηʆ υποομαʆ δα και μπορουʆ με να οριʆσουμε την ομαʆ δα πηλιʆκο R/I με
στοιχειʆα τα συʆ μπλοκα του I στηνR, της μορφηʆ ς x+ I για x ∈ R. Ειʆναι γνωστοʆ οʆ τι τοR/I
ειʆναι επιʆσης αβελιανηʆ ομαʆ δα. Επιπλεʆον, οριʆζουμε στοR/I πολλαπλασιασμοʆ ως εξηʆ ς

(x+ I)(y + I) = xy + I

γιαx+I, y+I ∈ R/I . Οπολλαπλασιασμοʆ ς ειʆναι καλαʆ ορισμεʆνος. Πραʆ γματι, ανx+I = x′+I
και y+ I = y′+ I τοʆ τε (x−x′) ∈ I και (y− y′) ∈ I . Συνεπωʆ ς x(y− y′) ∈ I και (x−x′)y′ ∈ I
εφοʆσον το I ειʆναι ιδεωʆ δες. Άρα

x(y − y′) + (x− x′)y′ = xy − x′y′ ∈ I

δηλαδηʆ xy + I = x′y′ + I . Συνεπωʆ ς τοR/I εʆχει δομηʆ δακτυλιʆου και ονομαʆ ζεται δακτυʆ λιος
πηλιʆκο.

ΟΡΙΣΜΟς 2.1. Μια συναʆ ρτηση f : R → S μεταξυʆ δακτυλιʆων R και S λεʆγεται ομομορφι‑
σμός αν f(x + y) = f(x) + f(y) και f(xy) = f(x)f(y) για καʆ θε x, y ∈ R. Αν επιπλεʆον τα
R,S δακτυʆ λιοι με μοναδιαιʆο τοʆ τε f(1) = 1.
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Αν f : R → S ομομορφισμοʆ ς δακτυλιʆων τοʆ τε ο πυρήνας του ομομορφισμουʆ ειʆναι το
συʆ νολο Kerf = {x ∈ R | f(x) = 0}. Επιπλεʆον, το f(R) λεʆγεται εικόνα του ομομορφισμουʆ
και συμβολιʆζεται Imf . Ο πυρηʆ νας ενοʆ ς ομομορφισμουʆ ειʆναι ιδεωʆ δες του πεδιʆου ορισμουʆ
της f και η εικοʆ να του ομομορφισμουʆ ειʆναι υποδακτυʆ λιος του πεδιʆου τιμωʆ ν της f , οʆχι οʆ μως
απαραιʆτητα ιδεωʆ δες.

Αν I ειʆναι ιδεωʆ δες ενοʆ ς δακτυλιʆου R τοʆ τε το I μπορειʆ να εκφραστειʆ και σαν πυρηʆ νας
του ομομορφισμουʆ f : R → R/I με f(x) = x+ I.

Ένας ομομορφισμοʆ ς δακτυλιʆων που ειʆναι 1‑1 και επιʆ λεʆγεται ισομορφισμός δακτυλιʆων
και οι δυʆ ο δακτυʆ λιοι λεʆγονται ισόμορφοι.

ΠΡΟΤΑΣΗ 2.1. Έστω f : R → S ομομορφισμοʆ ς δακτυλιʆων και I εʆνα ιδεωʆ δες του R με
I ⊂ Kerf . Τοʆ τε υπαʆ ρχει μοναδικοʆ ς ομομορφισμοʆ ς f : R/I → S τεʆτοιος ωʆ στε f(x + I) =
f(x) για καʆ θε x ∈ R. Επιπλεʆον, ο f : R/I → S ειʆναι 1‑1 αν και μοʆ νο αν I = Kerf .

Απόδειξη. Ο f ειʆναι καλαʆ ορισμεʆνος. Πραʆ γματι, αν x + I = x′ + I τοʆ τε x − x′ ∈ I και αʆ ρα
f((x−x′)+I) = f(I) = f(0+I) = f(0) = 0. Αλλαʆ f((x−x′)+I) = f(x−x′) = f(x)−f(x′)
και αʆ ρα f(x)− f(x′) = 0 δηλαδηʆ f(x) = f(x′). Συνεπωʆ ς f(x+ I) = f(x′ + I).

Επιπλεʆον, ο f ειʆναι ομομορφισμοʆ ς δακτυλιʆων. Πραʆ γματι,

f((x+ I) + (y + I)) = f((x+ y) + I) = f(x+ y) = f(x) + f(y) = f(x+ I) + f(y + I)

και
f((x+ I)(y + I)) = f(xy + I) = f(xy) = f(x)f(y) = f(x+ I)f(y + I).

Τεʆλος, αν f ειʆναι 1‑1 και x ∈ Kerf τοʆ τε f(x) = 0 αʆ ρα f(x + I) = f(x) = 0 συνεπωʆ ς
x+ I = I δηλαδηʆ x ∈ I . Αντιʆστροφα, αν I = Kerf εʆστω x1+ I, x2+ I ∈ R/I με f(x1+ I) =
f(x2 + I). Τοʆ τε f(x1) = f(x2) αʆ ρα f(x1 − x2) = 0 δηλαδηʆ x1 − x2 ∈ Kerf = I και αʆ ρα
x1 + I = x2 + I . �

ΠΟΡΙΣΜΑ 2.1 (Πρωʆ το Θεωʆ ρημα Ισομορφισμωʆ ν). Αν f : R → S ομομορφισμοʆ ς
δακτυλιʆων τοʆ τε η f επαʆ γει ισομορφισμοʆ δακτυλιʆωνR/Kerf ∼= Imf .

3 Δακτύλιοι πολυωνύμων
ΈστωR εʆνας δακτυʆ λιος. Θεωρουʆ με το συʆ νολο οʆ λων των πολυωνυʆ μων στοR, δηλαδηʆ οʆ λες
τις εκφραʆ σεις

anx
n + an−1x

n−1 + . . .+ a1x+ a0

με αʆ γνωστοx και με συντελεστεʆς ai ∈ R. Αν an 6= 0 τοʆ τε λεʆμε οʆ τι το παραπαʆ νωπολυωʆ νυμο
εʆχει βαθμοʆ n και συμβολιʆζουμε deg(anxn + an−1x

n−1 + . . .+ a1x+ a0) = n.
Καταʆ τα γνωσταʆ , οριʆζουμε πραʆ ξεις προʆσθεσης και πολλαπλασιασμουʆ στα πολυωʆ νυμα

αυταʆ . Ευʆ κολα βλεʆπουμε οʆ τι το συʆ νολο αυτοʆ με τις παραπαʆ νω πραʆ ξεις ειʆναι δακτυʆ λιος και
ονομαʆ ζεται δακτύλιος πολυωνύμων με συντελεστεʆς στοR. Συμβολιʆζεται μεR[x].
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ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 3.1. Ένα πολυωʆ νυμο στο R[x] μπορειʆ να θεωρηθειʆ και σαν συναʆ ρτηση
αποʆ το R στο R οʆπως επιʆσης και σαν μια εʆκφραση που οριʆζεται αποʆ τους συντελεστεʆς
(an, an−1, . . . , a1, a0). Αυτεʆς οι δυʆ ο προσεγγιʆσεις ειʆναι ουσιαστικαʆ διαφορετικεʆς. Για παραʆ ‑
δειγμα, αν το R ειʆναι εʆνα πεπερασμεʆνο σωʆ μα τοʆ τε μπορουʆ με να κατασκευαʆ σουμε πολυωʆ ‑
νυμα τα οποιʆα να ταυτιʆζονται σαν συναρτηʆ σεις αποʆ τοR στοR αλλαʆ να ειʆναι διαφορετικαʆ
σαν πολυωʆ νυμα μια και οριʆζονται αποʆ διαφορετικουʆ ς συντελεστεʆς. Για παραʆ δειγμα, αν
R = Z3 τα πολυωʆ νυμα f = x2003 και g = x2003 + x3 − x ταυτιʆζονται για καʆ θε τιμηʆ του
Z3 = {0, 1, 2} αλλαʆ ειʆναι φυσικαʆ διαφορετικαʆ πολυωʆ νυμα. Η παραπαʆ νω καταʆ σταση αλ‑
λαʆ ζει στα αʆ πειρα σωʆ ματα.

Θα ασχοληθουʆ με τωʆ ρα με πολυωʆ νυμα επιʆ ενοʆ ς σωʆ ματος.

ΟΡΙΣΜΟς 3.1. ΈστωK εʆνα σωʆ μα. Ένα πολυωʆ νυμο

f(x) = α0 + α1x+ · · ·+ αnx
n

επιʆ τουK θα λεʆγεται μονικοʆ αν αn = 1.

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 3.2. Φανεραʆ , καʆ θε πολυωʆ νυμο με συντελεστεʆς στο σωʆ μαK ειʆναι εʆνα μο‑
νικοʆ πολυωʆ νυμο πολλαπλασιασμεʆνο με μια καταʆ λληλη σταθεραʆ . Το γινοʆ μενο δυʆ ο μονικωʆ ν
πολυωνυʆ μων ειʆναι μονικοʆ .

ΛΗΜΜΑ 3.1. Έστω K σωʆ μα και f ∈ K[x] εʆνα μη μηδενικοʆ πολυωʆ νυμο με συντελεστεʆς
στοK . Αν h ∈ K[x] εʆνα αʆ λλο πολυωʆ νυμο τοʆ τε υπαʆ ρχουν μοναδικαʆ q, r ∈ K[x] εʆτσι ωʆ στε
h = fq + r και ειʆτε r = 0 ειʆτε deg r < deg f.

Απόδειξη. Ανdegh < degf τοʆ τε μπορουʆ με ναπαʆ ρουμε q = 0, r = h. Στηνγενικηʆ περιʆπτωση
θα αποδειʆξουμε την υʆ παρξη των q, r με επαγωγηʆ στον βαθμοʆ του h. Ας υποθεʆσουμε οʆ τι
degh ≥ deg f και οʆ τι καʆ θε πολυωʆ νυμο με βαθμοʆ μικροʆ τερο αποʆ degh μπορειʆ να εκφραστειʆ
στην ζητουʆ μενη μορφηʆ .

Τωʆ ρα υπαʆ ρχει εʆνα c ∈ K τεʆτοιο ωʆ στε τα πολυωʆ νυμα h(x) και cf(x) να εʆχουν τον ιʆδιο
συντελεστηʆ μεγιστοβαθμιʆου οʆ ρου. Έστω h1(x) = h(x)−cxmf(x), οʆ πουm = degh−deg f .
Τοʆ τε, ειʆτε h1 = 0 ειʆτε degh1 < degh. Αποʆ επαγωγικηʆ υποʆ θεση ξεʆρουμε οʆ τι υπαʆ ρχουν
πολυωʆ νυμα q1, r ∈ K[x] ωʆ στε h1 = fq1 + r οʆπου ειʆτε r = 0 ειʆτε deg r < deg f . Όμως
h = fq + r οʆπου q(x) = cxm + q1(x).

Για να δειʆξουμε την μοναδικοʆ τητα των q, r, υποθεʆτουμε οʆ τι fq+ r = fq′ + r′, με q′, r′ ∈
K[x] και ειʆτε r′ = 0 ειʆτε deg r′ < deg f . Τοʆ τε (q− q′)f = r− r′. Αλλαʆ deg((q− q′)f) ≥ deg f
αν q 6= q′ και deg(r − r′) < deg f αν r′ 6= r. Άρα η ισοʆ τητα (q − q′)f = r − r′ δεν μπορειʆ να
ισχυʆ ει εκτοʆ ς και αν q = q′ και r = r′. �

Καʆ θε πολυωʆ νυμο f ∈ K[x] παραʆ γει εʆνα ιδεωʆ δες 〈f〉 τουK[x] που αποτελειʆται αποʆ οʆ λα
τα πολυωʆ νυμα στοK[x] τα οποιʆα διαιρουʆ νται αποʆ το f .

ΛΗΜΜΑ 3.2. ΈστωK σωʆ μα και I ιδεωʆ δες τουK[x]. Τοʆ τε υπαʆ ρχει f ∈ K[x] τεʆτοιο ωʆ στε
I = 〈f〉 οʆπου 〈f〉 το ιδιωʆ δες που παραʆ γεται αποʆ το f .
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Απόδειξη. Αν το I = {0} τοʆ τε μπορουʆ με να παʆ ρουμε f = 0. Διαφορετικαʆ επιλεʆγω f ∈ I
ωʆ στε f 6= 0 και ο βαθμοʆ ς του f να ειʆναι ο μικροʆ τερος δυνατοʆ ς στο I . Καʆ θε πολυωʆ νυμο
h ∈ I μπορειʆ να γραφειʆ στην μορφηʆ h = qf + r οʆπου ειʆτε r = 0 ειʆτε deg r < deg f . Αλλαʆ
το r = h− fq ∈ I και αʆ ρα αποʆ την επιλογηʆ του f , το r = 0. Άρα h = qf και αʆ ρα I = 〈f〉. �

ΟΡΙΣΜΟς 3.2. ΈστωK σωʆ μα και f1, . . . , fk ∈ K[x]. Τα f1, . . . , fk λεʆγονται πρωʆ τα μεταξυʆ
τους αν δεν υπαʆ ρχει μη‑σταθεροʆ πολυωʆ νυμο που να διαιρειʆ οʆ λα τα fi.
ΘΕΩΡΗΜΑ 3.1. Έστω f1, . . . , fk ∈ K[x] πρωʆ τα μεταξυʆ τους. Τοʆ τε υπαʆ ρχουν πολυωʆ νυμα
g1, . . . , gk ∈ K[x] τεʆτοια ωʆ στε

f1g1 + . . .+ fkgk = 1.

Απόδειξη. Έστω I το ιδεωʆ δες πουπαραʆ γεται αποʆ τα f1, . . . , fk. Aποʆ προηγουʆ μενο ληʆ μμα το
I = 〈d〉 για καʆ ποιο d ∈ K[x]. Άρα καʆ θε fi ειʆναι πολλαπλαʆ σιο του d. Όμως τα fi, i = 1, . . . , k
ειʆναι πρωʆ τα μεταξυʆ τους, αʆ ρα το d ειʆναι σταθεροʆ πολυωʆ νυμο. Συνεπωʆ ς I = K[x]. Άρα αποʆ
Ληʆ μμα 1.2 εʆχουμε οʆ τι υπαʆ ρχουν g1, . . . , gk ∈ K[x]ωʆ στε f1g1 + . . .+ fkgk = 1. �

ΟΡΙΣΜΟς 3.3. ΈστωK σωʆ μα. Ένα πολυωʆ νυμο f ∈ K[x] με deg(f) ≥ 1 θα λεʆγεται αναʆ ‑
γωγο επιʆ τουK αν δεν υπαʆ ρχουν πολυωʆ νυμα q, h ∈ K[x]ωʆ στε

f(x) = q(x)h(x) με 0 < deg(q), deg(h) < deg(f).
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ3.3. Ειʆναι προφανεʆς οʆ τι αν f ∈ K[x]μεdeg f = 1 τοʆ τε το f ειʆναι αναʆ γωγο.
Επιπλεʆον, αν deg f = 2 ηʆ 3 τοʆ τε το f ειʆναι αναʆ γωγο αν και μοʆ νο αν δεν εʆχει ριʆζες στο
K . Τα παραπαʆ νω προκυʆ πτουν αʆ μεσα αποʆ το γεγονοʆ ς οʆ τι σε εʆνα σωʆ μα ισχυʆ ει deg gh =
deg g + degh για g, h ∈ K[x].

Με αʆ λλα λοʆγια εʆνα πολυωʆ νυμο ειʆναι αναʆ γωγο αν δεν διαιρειʆται αποʆ κανεʆνα αʆ λλο πο‑
λυωʆ νυμο με βαθμοʆ μεγαλυʆ τερο του μηδενοʆ ς.
ΠΡΟΤΑΣΗ 3.1. Έστω f, g, h ∈ K[x] οʆπουK σωʆ μα. Αν το f ειʆναι αναʆ γωγο επιʆ τουK και
το f διαιρειʆ το γινοʆ μενο gh τοʆ τε το f διαιρειʆ ειʆτε το g ειʆτε το h.
Απόδειξη. Ας υποθεʆσουμε οʆ τι το f δεν διαιρειʆ το g. Τοʆ τε και κανεʆνα πολλαπλαʆ σιο του f δεν
διαιρειʆ το g. Άρα τα f, g ειʆναι πρωʆ τα μεταξυʆ τους. Άρα υπαʆ ρχουν πολυωʆ νυμα x, y ∈ K[x]
τεʆτοια ωʆ στε xf + yg = 1. Άρα h = xfh + ygh. Αλλαʆ το f διαιρειʆ το gh και αʆ ρα διαιρειʆ τα
xfh και ygh αʆ ρα διαιρειʆ και το αʆ θροισμαʆ τους δηλαδηʆ το h. �

ΠΡΟΤΑΣΗ 3.2. Έστω f εʆνα αναʆ γωγο πολυωʆ νυμο του K[x] και I = 〈f〉 το ιδεωʆ δες που
παραʆ γεται αποʆ το f . Τοʆ τε τοK[x]/I ειʆναι σωʆ μα.
Απόδειξη. Ξεʆρουμε οʆ τι το K[x]/I ειʆναι μεταθετικοʆ ς δακτυʆ λιος με ουδεʆτερο στοιχειʆο του
πολλαπλασιασμουʆ (μοναʆ δα) το 1 + I . Έστω g ∈ K[x] με g + I 6= I . Τα g, f ειʆναι πρωʆ τα
μεταξυʆ τους αʆ ρα υπαʆ ρχουν πολυωʆ νυμα x, y ∈ K[x] ωʆ στε 1 = xg + yf . Επομεʆνως, στο
K[x]/I εʆχουμε 1+ I = xg+yf + I . Όμως το yf ∈ I και αʆ ρα 1+ I = xg+ I = (x+ I)(g+ I).
Άρα το x + I ειʆναι το πολλαπλασιαστικοʆ αντιʆστροφο του g + I στοK[x]/I , που σημαιʆνει
οʆ τι τοK[x]/I ειʆναι σωʆ μα. �
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ΟΡΙΣΜΟς 3.4. Ένα πολυωʆ νυμο με ακεʆραιους συντελεστεʆς λεʆγεται πρωτοʆγονο αν δεν υ‑
παʆ ρχει πρωʆ τος αριθμοʆ ς που να διαιρειʆ τους συντελεστεʆς του.
ΛΗΜΜΑ 3.3 (Ληʆ μμα του Gauss). Έστω g, hπολυωʆ νυμα στοZ[x]. Αν τα g, h ειʆναι πρω‑
τοʆγονα τοʆ τε και το gh ειʆναι πρωτοʆγονο.
Απόδειξη. Έστω g = b0 + b1x+ . . .+ brx

r, h(x) = c0 + c1x+ . . .+ csx
s και gh = a0 + a1x+

. . .+ ar+sx
r+s. Έστω p πρωʆ τος. Τα πολυωʆ νυμα g και h εʆχουν τουλαʆ χιστον εʆνα συντελεστηʆ

που δεν διαιρειʆται με το p. Έστω j, k οι μικροʆ τεροι δειʆκτες για τους οποιʆους p 6 |bj και p 6 |ck.
Τοʆ τε ο

aj+k − bjck =

j−1∑
i=0

bicj+k−i +
k−1∑
i=0

bj+k−ici

διαιρειʆται αποʆ τον p εφοʆσον αυτοʆ ς διαιρειʆ οʆ λα τα bi με i < j και οʆ λα τα ci με i < k. Όμως
το p δεν διαιρειʆ το bjck και αʆ ρα το p δεν διαιρειʆ τον συντελεστηʆ aj+k του gh. Άρα το gh ειʆναι
πρωτοʆγονο. �

ΠΡΟΤΑΣΗ 3.3. Ένα πολυωʆ νυμο με ακεʆραιους συντελεστεʆς ειʆναι αναʆ γωγο στο Q αν και
μοʆ νο αν δεν μπορειʆ να παραγοντοποιηθειʆ σαν γινοʆ μενο πολυωνυʆ μων μικροʆ τερου βαθμουʆ
με ακεʆραιους συντελεστεʆς.
Απόδειξη. Έστω f πολυωʆ νυμο με ακεʆραιους συντελεστεʆς. Αν το f ειʆναι αναʆ γωγο στο Q
τοʆ τε δεν μπορειʆ να παραγοντοποιηθειʆ σε γινοʆ μενο πολυωνυʆ μων.

Αντιʆστροφα, αν το f δεν μπορειʆ να παραγοντοποιηθειʆ σε γινοʆ μενο πολυωνυʆ μων με α‑
κεʆραιους συντελεστεʆς αλλαʆ μπορειʆ να παραγοντοποιηθειʆ στην μορφηʆ f = gh οʆπου g, h ∈
Q[x]. Τοʆ τε υπαʆ ρχουν r, s ∈ Z τεʆτοιοι ωʆ στε τα rg και sh να εʆχουν ακεʆραιους συντελεστεʆς.
Έστω u, v οι μεʆγιστοι κοινοιʆ διαιρεʆτες των συντελεστωʆ ν των rg και sh αντιʆστοιχα. Τοʆ τε
rg = ug∗ και sh = vh∗ οʆπου g∗, h∗ πρωτοʆγονα πολυωʆ νυμα με ακεʆραιους συντελεστεʆς. Τοʆ τε
(rs)f = (uv)g∗h∗.

Έστω ℓ ο μικροʆ τερος διαιρεʆτης του rs ωʆ στε το ℓf = mg∗h∗ για καʆ ποιο ακεʆραιο m.
Υποθεʆτουμε οʆ τι το ℓ > 1. Τοʆ τε υπαʆ ρχει πρωʆ τος p που διαιρειʆ το ℓ. Όμως το p δεν μπορειʆ
να διαιρειʆ το m. Διαφορετικαʆ , (ℓ/p)f = (m/p)g∗h∗ το οποιʆο εʆρχεται σε αντιʆθεση με τον
ορισμοʆ του ℓ. Άρα το p πρεʆπει να διαιρειʆ καʆ θε εʆναν αποʆ τους συντελεστεʆς του g∗h∗ πραʆ γμα
αʆ τοπο αποʆ το ληʆ μμα του Gauss 3.3 εφοʆσον τα g∗, h∗ πρωτοʆγονα. Άρα ℓ = 1 και f = mg∗h∗.
Όμως το f δεν παραγοντοποιειʆται σαν γινοʆ μενο πολυωνυʆ μων με ακεʆραιους συντελεστεʆς.
Άρα ειʆτε deg f = deg g∗ = deg g ειʆτε deg f = degh∗ = degh. Συνεπωʆ ς το f ειʆναι αναʆ γωγο
στοQ. �

ΠΡΟΤΑΣΗ 3.4 (Κριτηʆ ριο διαιρετοʆ τητας του Eisenstein). Έστω f(x) = anx
n +

. . .+ a1x+ a0 πολυωʆ νυμο με ακεʆραιους συντελεστεʆς και p πρωʆ τος τεʆτοιος ωʆ στε
1. το p διαιρειʆ τα a0, . . . , an−1,

2. το p δεν διαιρειʆ το an,

3. το p2 δεν διαιρειʆ το a0.
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Τοʆ τε το πολυωʆ νυμο f ειʆναι αναʆ γωγο στοQ.
Απόδειξη. Υποθεʆτουμε οʆ τι f(x) = g(x)h(x) οʆπου g = brx

r+. . .+b1x+b0, h(x) = csx
s+. . .+

c1x+ c0 πολυωʆ νυμα με ακεʆραιους συντελεστεʆς. Τοʆ τε a0 = b0c0. Όμως το a0 διαιρειʆται με το
p αλλαʆ οʆχι με το p2. Επομεʆνως μοʆ νο εʆνα αποʆ τα b0, c0 διαιρειʆται με το p, ας υποθεʆσουμε το
b0 (η αʆ λλη περιʆπτωση ειʆναι αναʆ λογη). Το p δεν μπορειʆ να διαιρειʆ οʆ λους τους συντελεστεʆς
του g εφοʆσον δεν διαιρειʆ οʆ λους τους συντελεστεʆς του f . Ας υποθεʆσουμε j τον μικροʆ τερο
δειʆκτη για τον οποιʆο το p δεν διαιρειʆ το bi. Τοʆ τε το p διαιρειʆ το aj−bjc0 =

∑j−1
i=0 bicj−i. Αλλαʆ

το bjc0 δεν διαιρειʆται αποʆ το p αφουʆ το p δεν διαιρειʆ ουʆ τε το bj ουʆ τε το c0. Άρα το aj δεν
διαιρειʆται αποʆ το p και συνεπωʆ ς αποʆ την υποʆ θεση εʆχουμε j = n και deg g ≥ n = deg f . Άρα
deg g = deg f και degh = 0. Άρα το πολυωʆ νυμο f δεν παραγοντοποιειʆται σαν γινοʆ μενο
πολυωνυʆ μων μικροʆ τερου βαθμουʆ με ακεʆραιους συντελεστεʆς και αʆ ρα ειʆναι αναʆ γωγο στοQ
αποʆ την προηγουʆ μενη προʆ ταση. �

ΟΡΙΣΜΟς 3.5. Έστω f(x) = a0+ a1x+ . . .+ anx
n ∈ Z[x] με n ∈ N. Οριʆζουμε f ∈ Zk[x] με

f = a0 + a1x+ . . .+ anx
n

οʆπου ai = ai (mod k) for i = 0, . . . , n. Η απεικοʆ νιση Z[x] → Zk[x] με f 7→ f λεʆγεται
ομομορφισμοʆ ς αναγωγηʆ ς.

Η παραπαʆ νω απεικοʆ νιση ειʆναι ομομορφισμοʆ ς, πραʆ γμα που προκυʆ πτει αʆ μεσα αποʆ το
γεγονοʆ ς οʆ τι η απεικοʆ νιση Z → Zn με a 7→ a (mod k) ειʆναι ομομορφισμοʆ ς.
ΘΕΩΡΗΜΑ 3.2. Έστω f(x) = a0 + a1x+ . . .+ anx

n ∈ Z[x] με n > 1. Αν p θετικοʆ ς πρωʆ τος
τεʆτοιος ωʆ στε

1. το p δεν διαιρειʆ το an,
2. το f ειʆναι αναʆ γωγο στο Zp[x]

τοʆ τε το f ειʆναι αναʆ γωγο στοQ[x].
Απόδειξη. Ας υποθεʆσουμε οʆ τι το f ειʆναι παραγοντοποιηʆ σιμο και αʆ ρα γραʆφεται σαν f = gh
με deg g, degh > 0. Εφοʆσον το 0 6≡ an (mod p), εʆχουμε οʆ τι deg f = deg f . Επιπλεʆον, f =
gh ειʆναι μια παραγοντοποιʆηση του f σε πολυωʆ νυμα μικροʆ τερου βαθμουʆ , εφοʆσον deg g ≤
deg g και degh ≤ degh. Άρα το f ∈ Zp[x] ειʆναι παραγοντοποιηʆ σιμο, αʆ τοπο. �

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 3.4. Ειʆναι γνωστοʆ αποʆ το γυμναʆ σιο οʆ τι αν f(x) = a0 + a1x+ . . .+ anx
n ∈

Z[x] με a0, an 6= 0 και εʆχει ριʆζες στοQ τοʆ τε αυτεʆς ανηʆ κουν στο συʆ νολο

{r
s
| r, s ∈ Z \ {0} με r|a0, s|an}.

Πραʆ γματι, αν r
s
∈ Q με r, s ∈ Z ειʆναι μια ριʆζα του f με (r, s) = 1 τοʆ τε f( r

s
) = 0 και πολλα‑

πλασιαʆ ζοντας και τις δυʆ ο πλευρεʆς της παραπαʆ νω με sn παιʆρνουμε
a0s

n + a1rs
n−1 + . . .+ an−1r

n−1s+ anr
n = 0.

Άρα a0s
n = −r(a1s

n−1 + . . .+ anr
n−1). Εφοʆσον, a0, s 6= 0 εʆχουμε οʆ τι r 6= 0 και αʆ ρα r|(a0sn).

Επειδηʆ (r, s) = 1 συνεπαʆ γεται οʆ τι r|a0. Όμοια, anrn = −s(a0s
n−1 + . . . + an−1r

n−1) αʆ ρα
s|(anrn) και αʆ ρα s|an.
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4 Επεκτάσεις Σωμάτων
ΟΡΙΣΜΟς 4.1. ΈστωL εʆνας διανυσματικοʆ ς χωʆ ρος παʆ νω σε εʆνα σωʆ μαK καιM να ειʆναι εʆ‑
να μη κενοʆ υποσυʆ νολο τουL. Λεʆμε οʆ τι το v ∈ L ειʆναι γραμμικοʆ ς συνδυασμοʆ ς τωνστοιχειʆων
v1, v2, . . . , vn ∈ M αν υπαʆ ρχουν λ1, λ2, . . . , λn ∈ K ωʆ στε

v = λ1v1 + λ2v2 + · · ·+ λnvn.

Θα συμβολιʆζουμε με spanM το συʆ νολο οʆ λων των γραμμικωʆ ν συνδυασμωʆ ν των στοιχειʆων
τουM .
ΟΡΙΣΜΟς 4.2. Έστω K και L σωʆ ματα. Επεʆκταση σωʆ ματος ονομαʆ ζουμε εʆναν μονομορ‑
φισμοʆ σ : K −→ L. Μπορουʆ με να ταυτιʆσουμε το σωʆ μα K με την εικοʆ να του σ(K), εʆτσι
ο σ μπορειʆ να θεωρηθειʆ ως η ταυτοτικηʆ απεικοʆ νιση και το K μπορειʆ να θεωρηθειʆ ως εʆνα
υποʆσωμα του L. Υποʆ αυτηʆ την εʆννοια συμβολιʆζουμε

L : K

την επεʆκταση και λεʆμε οʆ τι το L ειʆναι επεʆκταση τουK .
ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 4.1. 1. Οι απεικονιʆσεις σ1 : Q −→ R, σ2 : R −→ C και σ3 : Q −→ C

με σ1, σ2, σ3 να ειʆναι οι ταυτοτικεʆς απεικονιʆσεις παʆ νω στα Q,R,C αντιʆστοιχα, ειʆναι
επεκταʆ σεις σωμαʆ των. Έτσι μπορουʆ με να τις συμβολιʆσουμε με R : Q, C : R, C : Q
αντιʆστοιχα.

2. Αν F9 = Z3[x]/〈x2 + 1〉 =
{
α1x + α0 + 〈x2 + 1〉 | α1, α2 ∈ Z3

}
τοʆ τε η απεικοʆ νιση

σ : Z3 −→ F9 με
σ(α) = α + 〈x2 + 1〉

ειʆναι μια επεʆκταση σωʆ ματος.
ΟΡΙΣΜΟς 4.3. Έστω K , L και M σωʆ ματα με K ⊆ L ⊆ M . Ένας K−ομομορφισμοʆ ς
σ : L −→ M , ειʆναι εʆνας ομομορφισμοʆ ς για τον οποιʆο ισχυʆ ει

σ(α) = α ∀α ∈ K.

• Αν ο σ ειʆναι 1− 1 τοʆ τε λεʆγεταιK−μονομορφισμοʆ ς.
• Αν ο σ ειʆναι επιʆ τοʆ τε λεʆγεταιK−επιμορφισμοʆ ς.
• Αν ο σ ειʆναι 1− 1 και επιʆ τοʆ τε λεʆγεταιK−ισομορφισμοʆ ς.
• Αν ο σ ειʆναι 1− 1, επιʆ και L = M τοʆ τε λεʆγεταιK−αυτομορφισμοʆ ς.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 4.2. Ο σ : R −→ C με σ(1) = i δεν ειʆναιQ−μονομορφισμοʆ ς, διοʆ τι
i = σ(1) = σ(12)

οʆ μως
σ2(1) = σ(1)σ(1) = ii = −1 6= i = σ(12).

Συνεπωʆ ς ο σ δεν ειʆναι καν ομομορφισμοʆ ς.
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ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 4.1. Έστω L : K μια επεʆκταση σωʆ ματος. Τοʆ τε το L μπορειʆ να θεωρηθειʆ
ως διανυσματικοʆ ς χωʆ ρος επιʆ τουK . Προφανωʆ ς το (L,+) ειʆναι αβελιανηʆ ομαʆ δα. Επιʆσης, ο
εξωτερικοʆ ς πολλαπλασιασμοʆ ς · : K ×L → L ειʆναι ο πολλαπλασιασμοʆ ς των στοιχειʆων του
K με αυταʆ του L. Το αποτεʆλεσμα ανηʆ κει στο L εφοʆσον το (L \ {0}, ·) ειʆναι επιʆσης ομαʆ δα
και 0 · x = 0 για καʆ θε x ∈ L.
ΟΡΙΣΜΟς 4.4 (Βαθμοʆ ς Επεʆκτασης). Έστω L : K μια επεʆκταση. Αν η διαʆ σταση του
Lως διανυσματικoυʆ χωʆ ρου επιʆ τουK ειʆναι πεπερασμεʆνη, τοʆ τε λεʆμε οʆ τι η επεʆκταση L : K
ειʆναι πεπερασμεʆνη. Ο βαθμοʆ ς της επεʆκτασης L : K συμβολιʆζεται με [L : K] και ειʆναι η
διαʆ σταση του διανυσματικουʆ χωʆ ρου L επιʆ τουK .
ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 4.3. 1. Έστω η επεʆκταση C : R. Μια βαʆ ση του C, ως διανυσματικουʆ

χωʆ ρου επιʆ του R ειʆναι η {1, i}. Καʆ θε στοιχειʆο του C γραʆφεται σαν γραμμικοʆ ς συν‑
δυασμοʆ ς της μορφηʆ ς α · 1 + β · i, οʆπου τα α, β ∈ R. Άρα [C : R] = 2.

2. Έστω η επεʆκταση R : Q. Θα δειʆξουμε οʆ τι ο βαθμοʆ ς της επεʆκτασης δεν ειʆναι πεπερα‑
σμεʆνος. Έστω v1, . . . , vn μια βαʆ ση του R επιʆ τουQ. Τοʆ τε καʆ θε στοιχειʆο του R μπορειʆ
να γραφειʆ μοναδικαʆ σαν γραμμικοʆ ς συνδυασμοʆ ς της μορφηʆ ς q1v1+q2v2+. . .+qnvn για
καʆ ποια q1, . . . , qn ∈ Q. Άρα η πληθικοʆ τητα του συνοʆ λου οʆ λων των δυνατωʆ ν τεʆτοιων
συνδυασμωʆ ν ειʆναι |Q|n. Εφοʆσον το Q ειʆναι αριθμηʆ σιμο και το Qn ειʆναι αριθμηʆ σιμο.
Όμως τοR ειʆναι υπεραριθμηʆ σιμο, αʆ ρα δεν μπορειʆ να εʆχει πεπερασμεʆνη διαʆ σταση επιʆ
τουQ.

ΠΡΟΤΑΣΗ 4.1 (Short Tower Law). ΈστωM : L και L : K επεκταʆ σεις σωμαʆ των. Τοʆ τε
η επεʆκτασηM : K ειʆναι πεπερασμεʆνη αν και μοʆ νο αν οι επεκταʆ σειςM : L και L : K ειʆναι
πεπερασμεʆνες και στην περιʆπτωση αυτηʆ

[M : K] = [M : L][L : K]

Απόδειξη. (=⇒) Υποθεʆτω οʆ τι η M : K ειʆναι μια πεπερασμεʆνη επεʆκταση. Τοʆ τε το L ως
διανυσματικοʆ ς χωʆ ρος επιʆ τουK , ειʆναι υποʆχωρος τουM και εφοʆσον οM εʆχει πεπερασμεʆνη
διαʆ σταση επιʆ τουK , θα εʆχουμε οʆ τι και η επεʆκταση L : K θα ειʆναι πεπερασμεʆνη.
Τωʆ ρα επειδηʆ η επεʆκταση M : K ειʆναι πεπερασμεʆνη, θα υπαʆ ρχει πεπερασμεʆνη βαʆ ση του
M η οποιʆα παραʆ γει τοM σαν διανυσματικοʆ χωʆ ρο επιʆ του K . Άρα το A θα παραʆ γει τοM
και σαν διανυσματικοʆ χωʆ ρο επιʆ του L, αφουʆ K ⊆ L. Άρα και η επεʆκταση M : L ειʆναι
πεπερασμεʆνη.
(⇐=) Υποθεʆτω οʆ τι οι επεκταʆ σεις M : L και L : K ειʆναι πεπερασμεʆνες. Έστω {xi | i =
1, . . . ,m} μια βαʆ ση του L επιʆ τουK και {yj | j = 1, . . . , n} μια βαʆ ση τουM επιʆ του L. Θα
δειʆξουμε οʆ τι τοB = {xiyj | i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n} ειʆναι βαʆ ση τουM επιʆK .

Αρχικαʆ θα δειʆξουμε οʆ τι ταστοιχειʆα τουB ειʆναι γραμμικωʆ ς ανεξαʆ ρτητα. Πραʆ γματι, εʆστω∑
i,j

kijxiyj = 0 με kij ∈ K.

Αναδιαταʆ σσοντας το αʆ θροισμα θα εʆχουμε
n∑

j=1

( m∑
i=1

kijxi

)
yj = 0
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Καθωʆ ς για καʆ θε j = 1, . . . , n, το ∑m
i=1 kijxi ∈ L και τα yj ειʆναι γραμμικωʆ ς ανεξαʆ ρτητα

μεταξυʆ τους, θα εʆχουμε οʆ τι
m∑
i=1

kijxi = 0 ∀j.

Όμως τα xi ειʆναι μεταξυʆ τους γραμμικωʆ ς ανεξαʆ ρτητα, αʆ ρα θα εʆχουμε kij = 0 για καʆ θε i, j,
συνεπωʆ ς τα στοιχειʆα τουB ειʆναι μεταξυʆ τους γραμμικωʆ ς ανεξαʆ ρτητα.

Μεʆνει να δειʆξουμε οʆ τι ο υποʆχωρος που παραʆ γεται αποʆ το συʆ νολοB ειʆναι οʆ λος ο χωʆ ρος
M . Έστω x ∈ M . Τα {yj}nj=1 ειʆναι βαʆ ση τουM επιʆ τουL, αʆ ρα θα υπαʆ ρχουν l1, l2, . . . , ln ∈ L
ωʆ στε

x =
n∑

j=1

ljyj.

Τωʆ ρα επειδηʆ τα {xi|i = 1 . . .m} ειʆναι βαʆ ση τουL επιʆ τουK , θα υπαʆ ρχουν k1j, k2j, . . . , kmj ∈
K ωʆ στε

lj =
m∑
i=1

kijxi.

Συνεπωʆ ς
x =

n∑
j=1

m∑
i=1

kijxiyj =
∑
i,j

kijxiyj.

Άρα τα στοιχειʆα του B παραʆ γουν τονM και ειʆναι γραμμικωʆ ς ανεξαʆ ρτητα. Συνεπωʆ ς απο‑
τελουʆ ν βαʆ ση τουM και η διαʆ σταση τουM ως διανυσματικοʆ ς χωʆ ρος επιʆ τουK , ειʆναι nm.

Τωʆ ρα η σχεʆση [M : K] = [M : L][L : K] προκυʆ πτει αʆ μεσα. �

ΠΟΡΙΣΜΑ 4.1 (Tower Law). Έστω Kn : Kn−1, Kn−1 : Kn−2, . . . , K2 : K1, Kn : K1

επεκταʆ σεις σωμαʆ των. Τοʆ τε η επεʆκταση Kn : K1 ειʆναι πεπερασμεʆνη αν και μοʆ νο αν οι ε‑
πεκταʆ σεις Kn : Kn−1, Kn−1 : Kn−2, . . . , K2 : K1 ειʆναι πεπερασμεʆνες. Στην περιʆπτωση
αυτηʆ

[Kn : K1] = [Kn : Kn−1][Kn−1 : Kn−2] · · · [K2 : K1].

Απόδειξη. (=⇒) Υποθεʆτουμε οʆ τι η επεʆκταση Kn : K1 ειʆναι πεπερασμεʆνη και θα δειʆξουμε
οʆ τι οι επεκταʆ σεις Kn : Kn−1, Kn−1 : Kn−2, . . . , K2 : K1 ειʆναι πεπερασμεʆνες. Η αποʆ δειξη
θα γιʆνει με επαγωγηʆ στο n. Για n = 3 το ζητουʆ μενο ισχυʆ ει αποʆ την Προʆ ταση 4.1. Υποθεʆ‑
τουμε τωʆ ρα οʆ τι αν η επεʆκτασηKn−1 : K1 ειʆναι πεπερασμεʆνη τοʆ τε και οι επεκταʆ σειςKn−1 :
Kn−2, Kn−2 : Kn−3, . . . , K2 : K1 ειʆναι πεπερασμεʆνες και θα δειʆξουμε οʆ τι αν η επεʆκταση
Kn : K1 ειʆναι πεπερασμεʆνη τοʆ τε και οι επεκταʆ σεις Kn : Kn−1, Kn−1 : Kn−2, . . . , K2 : K1

ειʆναι πεπερασμεʆνες.
Αν λοιποʆ ν η επεʆκτασηKn : K1 ειʆναι πεπερασμεʆνη τοʆ τε και η επεʆκτασηKn−1 : K1 ειʆναι

πεπερασμεʆνη, διοʆ τι ο Kn−1 ως διανυσματικοʆ ς χωʆ ρος επιʆ του K1 ειʆναι υποʆχωρος του δια‑
νυσματικουʆ χωʆ ρουKn επιʆ τουK1. Συνεπωʆ ς αποʆ την επαγωγικηʆ υποʆ θεση θα εʆχουμε οʆ τι οι
επεκταʆ σειςKn−1 : Kn−2, Kn−2 : Kn−3, . . . , K2 : K1 ειʆναι πεπερασμεʆνες. Έστω τωʆ ρα A να
ειʆναι μια (πεπερασμεʆνη) βαʆ ση του διανυσματικουʆ χωʆ ρουKn επιʆ τουK1, τοʆ τε το συʆ νολοA
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θα ειʆναι βαʆ ση και του διανυσματικουʆ χωʆ ρουKn επιʆ τουKn−1, διοʆ τιK1 ⊆ Kn.
(⇐=) Υποθεʆτουμε οʆ τι οι επεκταʆ σεις Kn : Kn−1, Kn−1 : Kn−2, . . . , K2 : K1 ειʆναι πεπε‑
ρασμεʆνες και θα δειʆξουμε οʆ τι η επεʆκταση Kn : K1 ειʆναι πεπερασμεʆνη. Η αποʆ δειξη θα
γιʆνει με επαγωγηʆ στο n. Για n = 3 το ζητουʆ μενο ισχυʆ ει αποʆ την Προʆ ταση 4.1. Υποθεʆ‑
τουμε οʆ τι αν οι επεκταʆ σεις Kn−1 : Kn−2, Kn−2 : Kn−3, . . . , K2 : K1 ειʆναι πεπερασμεʆνες,
τοʆ τε και η επεʆκταση Kn−1 : K1 ειʆναι πεπερασμεʆνη και θα δειʆξουμε οʆ τι αν οι επεκταʆ σεις
Kn : Kn−1, Kn−1 : Kn−2, . . . , K2 : K1 ειʆναι πεπερασμεʆνες, τοʆ τε και η επεʆκταση Kn : K1

ειʆναι πεπερασμεʆνη. Εφοʆσον οι επεκταʆ σεις Kn−1 : Kn−2, . . . , K2 : K1 ειʆναι πεπερασμεʆνες
αποʆ την επαγωγικηʆ υποʆ θεση θα εʆχουμε οʆ τι και η επεʆκτασηKn−1 : K1 ειʆναι πεπερασμεʆνη.
Έτσι εʆχουμε οʆ τι οι επεκταʆ σεις Kn : Kn−1, Kn−1 : K1 ειʆναι πεπερασμεʆνες, οποʆ τε αποʆ την
Προʆ ταση 4.1 θα εʆχουμε οʆ τι και η επεʆκτασηKn : K1 ειʆναι πεπερασμεʆνη.
Μεʆνει να δειʆξουμε οʆ τι [Kn : K1] = [Kn : Kn−1][Kn−1 : Kn−2] · · · [K2 : K1]. Παʆ λι η αποʆ δειξη
θα γιʆνει με επαγωγηʆ . Για n = 3 το ζητουʆ μενο ισχυʆ ει αποʆ την Προʆ ταση 4.1. Υποθεʆτουμε οʆ τι

[Kn−1 : K1] = [Kn−1 : Kn−2][Kn−2 : Kn−3] · · · [K2 : K1]

και θα δειʆξουμε οʆ τι [Kn : K1] = [Kn : Kn−1][Kn−1 : Kn−2] · · · [K2 : K1]. Αποʆ την επαγωγικηʆ
υποʆ θεση θα εʆχουμε

[Kn : Kn−1][Kn−1 : Kn−2] · · · [K2 : K1] = [Kn : Kn−1][Kn−1 : K1]

και τωʆ ρα αποʆ την Προʆ ταση 4.1 θα εʆχουμε οʆ τι

[Kn : Kn−1][Kn−1 : K1] = [Kn : K1],

αʆ ρα
[Kn : K1] = [Kn : Kn−1][Kn−1 : Kn−2] · · · [K2 : K1].

�

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 4.2. Η σχεʆση

[Kn : K1] = [Kn : Kn−1] · · · [K3 : K2][K2 : K1]

που αποδειʆξαμε στο προηγουʆ μενο Ποʆ ρισμα ισχυʆ ει ακοʆ μα και αν καʆ ποιες αποʆ τις επεκταʆ ‑
σεις

Kn : K1, Kn : Kn−1, . . . , K2 : K1

ειʆναι αʆ πειρου βαθμουʆ . Το αποτεʆλεσμα προκυʆ πτει αποʆ την θεωριʆα συνοʆ λων και πιο συγκε‑
κριμεʆνα αποʆ το πως πολλαπλασιαʆ ζονται οι πληθαʆ ριθμοι μεταξυʆ τους.

ΟΡΙΣΜΟς 4.5. Έστω L : K να ειʆναι μια επεʆκταση σωʆ ματος και A ⊆ L.
Τοʆ τε το συʆ νολοK∪Aπαραʆ γει εʆνα υποʆσωμα τουLπου το συμβολιʆζουμεK(A) και ειʆναι

το συʆ νολο
K(A) =

⋂{
Y υποʆσωμα του L | K ∪ A ⊆ Y

}
.

ΤοK(A) λεʆμε οʆ τι προκυʆ πτει αποʆ τοK προσαρτωʆ ντας το A.
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• Αν A = {α1, α2, . . . , αn} ⊆ L, θα συμβολιʆζουμε το K(A) με K(α1, α2, . . . , αn) αντιʆ
K
(
{α1, α2, . . . , αn}

)
• ΑνA = {α} και L = K(α), τοʆ τε το L λεʆγεται απληʆ επεʆκταση τουK .

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 4.4. 1. Η επεʆκταση Q(
√
2,
√
3) : Q ειʆναι απληʆ επεʆκταση. Πραʆ γματι αν

L = Q(
√
2 +

√
3) τοʆ τε

√
2 +

√
3 ∈ L =⇒ (

√
2 +

√
3)2 ∈ L =⇒ 5 + 2

√
6 ∈ L

=⇒ (5 + 2
√
6)− 5 ∈ L =⇒ 2

√
6 ∈ L

=⇒
√
6 ∈ L =⇒

√
6(
√
2 +

√
3) ∈ L

=⇒ 2
√
3 + 3

√
2 ∈ L

οʆ μως

−2(
√
2 +

√
3) = −2

√
2− 2

√
3 ∈ L =⇒ −2

√
2− 2

√
3 + 2

√
3 + 3

√
2 ∈ L

=⇒
√
2 ∈ L

=⇒
√
3 ∈ L

2. Έστω η απληʆ επεʆκταση R(i). Αποʆ τον παραπαʆ νω ορισμοʆ θα εʆχουμε οʆ τι

R(i) =
⋂{

Y υποʆσωμα του C | R ∪ {i} ⊆ Y
}
.

Kαθωʆ ς το R(i) ειʆναι υποʆσωμα του C και R ∪ {i} ⊆ R(i), θα εʆχουμε οʆ τι

span
(
R ∪ {i}

)
⊆ R(i),

οʆ μως C = span
(
R ∪ {i}

)
αʆ ρα

C = R(i).

3. Έστω η απληʆ επεʆκτασηQ(
√
2). Θα δειʆξουμε οʆ τιQ(

√
2) = {α1

√
2 + α0 | α0, α1 ∈ Q}.

Το
Q(

√
2) ⊇ span{Q,

√
2} = {α0 + α1

√
2 | α0, α1 ∈ Q} = A.

Θα δειʆξουμε οʆ τι το A = {α0 + α1

√
2 | α0, α1 ∈ Q} ειʆναι σωʆ μα. Ευʆ κολα βλεʆπει κανειʆς

οʆ τι το (A,+) ειʆναι αβελιανηʆ ομαʆ δα. Καθωʆ ς ο πολλαπλασιασμοʆ ς επιμεριʆζεται ως προς
τηπροʆσθεσημεʆνει ναδειʆξουμεοʆ τι το (A\{0}, ·) ειʆναι αβελιανηʆ ομαʆ δα. Έστωx, y ∈ A,
τοʆ τε υπαʆ ρχουν x0, x1, y0, y1 ∈ Qωʆ στε

x = x0 + x1

√
2

y = y0 + y1
√
2.

Ειʆναι προφανεʆς οʆ τι το xy ∈ A, ισχυʆ ει ο προσεταιρισμοʆ ς ως προς τον πολλαπλασια‑
σμοʆ και οʆ τι το 1 ∈ A. Μεʆνει να βρουʆ με τον (πολλαπλασιαστικοʆ ) αντιʆστροφο του y.
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Υποθεʆτουμε οʆ τι (y0, y1) 6= (0, 0). Χωριʆς βλαʆ βη της γενικοʆ τητας θεωρουʆ με οʆ τι y1 6= 0.
Αν υπαʆ ρχει ο αντιʆστροφος του y, y−1 στοA τοʆ τε αυτοʆ ς θα γραʆφεται στη μορφηʆ

y−1 = a+ β
√
2,

για καʆ ποια a, β ∈ Q. Για να ειʆναι το y−1 αντιʆστροφο του y θα πρεʆπει

yy−1 = 1 =⇒ (y0 + y1
√
2)(a+ β

√
2) = 1 =⇒{

αy0 + 2y1β = 1
y0β + y1α = 0

⇒
{

y1y0α + 2y21β = y1
y1α = −y0β

⇒
{

(2y21 − y20)β = y1
y1α = −y0β

οʆ μως y0 ∈ Q, αʆ ρα y0 6= y1
√
2 και y1 6= 0 εʆτσι{

β = y1/(2y
2
1 − y20) = y1/(

√
2y1 − y0)(

√
2y1 + y0)

α = −y0/(2y
2
1 − y20) = −y0/(

√
2y1 − y0)(

√
2y1 + y0)

Έτσι βρηʆ καμε τον αντιʆστροφο του y στοA. Άρα το A ειʆναι σωʆ μα.
Αποʆ τον παραπαʆ νω ορισμοʆ θα εʆχουμε οʆ τι

Q(
√
2) =

⋂{
Y υποʆσωμα του C | Q ∪ {

√
2} ⊆ Y

}
,

εʆτσι επειδηʆ τοQ(
√
2) ειʆναι σωʆ μα και τοQ ∪

√
2 ⊆ Q(

√
2) θα εʆχουμε οʆ τι

A = {α1

√
2 + α0 | α0, α1 ∈ Q} ⊆ Q(

√
2)

αʆ ρα το A ειʆναι υποʆσωμα του Q(
√
2). Όμως το Q(

√
2) ειʆναι το μικροʆ τερο σωʆ μα που

περιεʆχει τοQ ∪
√
2, οποʆ τε

Q(
√
2) = A = {α1

√
2 + α0 | α0, α1 ∈ Q}.

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 4.3. Σε αυτοʆ το σημειʆο ας καʆ νουμε μια πολυʆ σημαντικηʆ παρατηʆ ρηση. Ειʆ‑
δαμε οʆ τι το αν το K ειʆναι εʆνα σωʆ μα τοʆ τε το K[x] ειʆναι εʆνας δακτυʆ λιος. Ο δακτυʆ λιος K[x]
μπορειʆ να επεκταθειʆ σε σωʆ μα αν για καʆ θε στοιχειʆο που περιεʆχει, του προσαρτηʆ σουμε το α‑
ντιʆστροφοʆ του. Το σωʆ μα αυτοʆ το συμβολιʆζουμε μεK(x), ονομαʆ ζεται το συʆ νολο των ρητωʆ ν
εκφραʆ σεων τουK[x] και ειʆναι ακριβωʆ ς το

K(x) =

{
f(x)

q(x)
| f, q ∈ K[x], q 6= 0

}
.

Παραπαʆ νωοριʆσαμε τοK(x) να ειʆναι τομικροʆ τεροσωʆ μαπουπεριεʆχει τοσυʆ νολοK∪{x}. Σε
αυτοʆ το σημειʆο αναμενοʆ μενη ειʆναι η ερωʆ τηση: «Τα δυο αυταʆ σωʆ ματα εʆχουν καʆ ποια σχεʆση
μεταξυʆ τους»; Πραʆ γματι, τα δυʆ ο αυταʆ σωʆ ματα ειʆναι ιʆδια, δηλαδηʆ το

{
f(x)
q(x)

| f, q ∈ K[x], q 6=

0
}
ειʆναι υποʆσωμα του K(x) με K ∪ {x} ⊆

{
f(x)
q(x)

| f, q ∈ K[x], q 6= 0
}
, οʆ μως επειδηʆ το

μικροʆ τερο σωʆ μα που περιεʆχει τοK ∪ {x} ειʆναι τοK(x), θα εʆχουμε οʆ τι

K(x) =

{
f(x)

q(x)
| f, q ∈ K[x], q 6= 0

}
.
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5 Αλγεβρικές Επεκτάσεις
ΟΡΙΣΜΟς 5.1. Έστω L : K μια επεʆκταση σωʆ ματος και α ∈ L. Αν υπαʆ ρχει f ∈ K[x] μη
μηδενικοʆ πολυωʆ νυμο, ωʆ στε f(α) = 0, τοʆ τε το α λεʆγεται αλγεβρικοʆ επιʆ τουK , διαφορετικαʆ
το α λεʆγεται υπερβατικοʆ . Αν για καʆ θε α ∈ L το α ειʆναι αλγεβρικοʆ επιʆ τουK τοʆ τε η επεʆκτα‑
ση L : K λεʆγεται αλγεβρικηʆ , ενωʆ αν υπαʆ ρχει α ∈ Lωʆ στε το α να ειʆναι υπερβατικοʆ επιʆ του
K τοʆ τε η επεʆκταση L : K λεʆγεται υπερβατικηʆ .
ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 5.1. Θεωρουʆ με την επεʆκταση R : Q. Το

√
2 ειʆναι αλγεβρικοʆ επιʆ του Q,

καθωʆ ς το f(x) = x2 − 2 ∈ Q[x] και f(
√
2) = 0. Τα e, π ειʆναι υπερβατικαʆ επιʆ του Q. Για

το π η πρωʆ τη αποʆ δειξη δοʆ θηκε το 1882 αποʆ τον Lindemann και για το e το 1873 αποʆ τον
Hermitte. Οι αποδειʆξεις δεν παρουσιαʆ ζονται εδωʆ μιας και ξεπερνουʆ ν τους σκοπουʆ ς του
μαθηʆ ματος. Σε καʆ θε περιʆπτωση εʆχουμε οʆ τι η επεʆκταση R : Q ειʆναι υπερβατικηʆ .
ΛΗΜΜΑ 5.1. Καʆ θε πεπερασμεʆνη επεʆκταση σωʆ ματος ειʆναι αλγεβρικηʆ .
Απόδειξη. Έστω L : K να ειʆναι μια πεπερασμεʆνη επεʆκταση σωʆ ματος, n να ειʆναι ο βαθμοʆ ς
της και εʆστω α ∈ L. Θεωρωʆ τα n+ 1 στοιχειʆα 1, α, α2, . . . , αn ∈ L. Τοʆ τε τα 1, α, α2, . . . , αn

τα οποιʆα ειʆναιn+1 το πληʆ θος ειʆτε ειʆναι γραμμικωʆ ς εξαρτημεʆνα ειʆτε δεν ειʆναι οʆ λα διακριταʆ .
Σε καʆ θε περιʆπτωση θα υπαʆ ρχουν c0, c1, . . . , cn ∈ K οʆχι οʆ λα μηδεʆν, ωʆ στε

c0 + c1α + c2α
2 + · · ·+ cnα

n = 0

Πραʆ γματι αν τα 1, α, α2, . . . , αn ειʆναι γραμμικωʆ ς εξαρτημεʆνα τοʆ τε το ζητουʆ μενο προκυʆ πτει
αʆ μεσα αποʆ τον ορισμοʆ των γραμμικωʆ ς εξαρτημεʆνων διανυσμαʆ των.

Αν τωʆ ραδεν ειʆναι οʆ λαδιακριταʆ , θαυπαʆ ρχουντουλαʆ χιστονδυʆ ο στοιχειʆα, εʆστωτααi1 , αi2

ωʆ στε, αi1 = αi2 . Επιλεʆγω λοιποʆ ν ci1 = 1, ci2 = −1 και για καʆ θε i 6= i1, i2 το ci = 0. Έτσι θα
εʆχω οʆ τι

αi1 − αi2 = 0

που ειʆναι το ειʆναι το ζητουʆ μενο. Σε καʆ θε περιʆπτωση ο α ειʆναι ριʆζα του πολυωνυʆ μου
f(x) = c0 + c1x+ c2x

2 + · · ·+ cnx
n

και αʆ ρα ειʆναι αλγεβρικοʆ . �
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 5.1. Έστω K(α) : K μια απληʆ αλγεβρικηʆ επεʆκταση. Τοʆ τε υπαʆ ρχει εʆνα
πολυωʆ νυμο p επιʆ του K ωʆ στε p(α) = 0. Μπορουʆ με να υποθεʆσουμε οʆ τι το p ειʆναι μονικοʆ
(αν δεν ειʆναι το πολλαπλασιαʆ ζουμε με καταʆ λληλη σταθεραʆ ωʆ στε να γιʆνει μονικοʆ ). Αποʆ οʆ λα
τα δυναταʆ μονικαʆ πολυωʆ νυμα με ριʆζα το α, επιλεʆγουμε εʆνα με ελαʆ χιστο βαθμοʆ . Έστωm το
πολυωʆ νυμο αυτοʆ . Θα δειʆξουμε οʆ τι το πολυωʆ νυμοm ειʆναι μοναδικοʆ .

Αν δεν ηʆ ταν μοναδικοʆ , τοʆ τε θα υπηʆ ρχε εʆνα αʆ λλο μονικοʆ πολυωʆ νυμο q 6= m επιʆ του K ,
ωʆ στε το q να εʆχει ριʆζα το α και να εʆχει τον ιʆδιο βαθμοʆ με τοm. Τοʆ τε οʆ μως το πολυωʆ νυμο

h = m− q,

πολλαπλασιασμεʆνο με καταʆ λληλη σταθεραʆ , ειʆναι μονικοʆ , εʆχει ριʆζα το α και εʆχει μικροʆ τερο
βαθμοʆ αποʆ τοm (ταm, q ειʆναι μονικαʆ του ιʆδιου βαθμουʆ , αʆ ρα η διαφοραʆ m−q απαλειʆφει τον
μεγιστοβαʆ θμιο οʆ ρο), το οποιʆο οʆ μως ειʆναι αʆ τοπο, διοʆ τι υποθεʆσαμε οʆ τι τοm ειʆναι ελαχιʆστου
βαθμουʆ .
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ΟΡΙΣΜΟς 5.2. ΈστωL : K μια επεʆκταση σωʆ ματος και εʆστωα ∈ L να ειʆναι αλγεβρικοʆ επιʆ
τουK . Τοʆ τε το ελαʆ χιστοπολυωʆ νυμο τουα επιʆ τουK , ειʆναι το μοναδικοʆ , μονικοʆ πολυωʆ νυμο
m επιʆ τουK , ελαχιʆστου βαθμουʆ ωʆ στε

m(α) = 0.

ΛΗΜΜΑ 5.2. Έστω L : K μια επεʆκταση σωʆ ματος και εʆστω α ∈ L να ειʆναι αλγεβρικοʆ επιʆ
τουK . Τοʆ τε το ελαʆ χιστο πολυωʆ νυμο του α επιʆ τουK , εʆστωm, ειʆναι αναʆ γωγο.
Απόδειξη. Ευʆ κολα βλεʆπουμε οʆ τι το πολυωʆ νυμοm, ειʆναι αναʆ γωγο επιʆ τουK . Πραʆ γματι αν
τοm δεν ηʆ ταν αναʆ γωγο, τοʆ τε θα υπηʆ ρχαν πολυωʆ νυμα f, g επιʆ τουK , με βαθμοʆ μικροʆ τερο
τουm, ωʆ στε

m = fg και deg(f), deg(g) ≥ 1.

Άραm(α) = f(α)g(α) = 0. Όμως τα f(α), g(α) ανηʆ κουν στο σωʆ μαK(α), αʆ ρα

f(α) = 0 ηʆ g(α) = 0.

Το οποιʆο ειʆναι αʆ τοπο, διοʆ τι τοm ειʆναι το ελαʆ χιστο πολυωʆ νυμο του α επιʆ τουK .
�

ΛΗΜΜΑ 5.3. Έστω L : K μια επεʆκταση σωʆ ματος και εʆστω α ∈ L αλγεβρικοʆ επιʆ τουK .
Θεωρουʆ με m το ελαʆ χιστο πολυωʆ νυμο του α επιʆ του K και f εʆνα πολυωʆ νυμο επιʆ του K .
Τοʆ τε το πολυωʆ νυμο f εʆχει ριʆζα το α αν και μοʆ νο αν τοm διαιρειʆ το f στοK[x], δηλαδηʆ

f(α) = 0 ⇐⇒ m | f στο K[x].

Απόδειξη. (=⇒) Έστω f εʆνα πολυωʆ νυμο επιʆ του K με f(α) = 0. Αποʆ τον αλγοʆ ριθμο της
διαιʆρεσης θα εʆχουμε οʆ τι υπαʆ ρχουν πολυωʆ νυμα h και r επιʆ τουK ωʆ στε

f = hm+ r οʆπου ειʆτε r = 0 ειʆτε deg(r) < deg(m).

Άρα
f(α) = h(α)m(α) + r(α) =⇒ 0 = 0 + r(α) =⇒ r(α) = 0.

Αν το πολυωʆ νυμο r 6= 0, τοʆ τε αν πολλαπλασιαστειʆ με καταʆ λληλη σταθεραʆ θα γιʆνει μονικοʆ
πολυωʆ νυμο με ριʆζα τοα και βαθμοʆ μικροʆ τερο αποʆ το βαθμοʆ τουm. Αυτοʆ οʆ μως ειʆναι αʆ τοπο,
διοʆ τι τοm ειʆναι το ελαʆ χιστο πολυωʆ νυμο. Συνεπωʆ ς r = 0 και εʆτσι τοm διαιρειʆ το f .
(⇐=) Τωʆ ρα αν τοm διαιρειʆ το f , θα εʆχουμε οʆ τι υπαʆ ρχει πολυωʆ νυμο q επιʆ τουK ωʆ στε

f = qm.

Συνεπωʆ ς ειʆναι φανεροʆ οʆ τι f(α) = q(α)m(α) = 0
�

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 5.2. Συνεʆπεια των παραπαʆ νω ειʆναι το εξηʆ ς. Έστω L : K μια επεʆκταση.
Αν εʆνα πολυωʆ νυμοm επιʆ τουK ειʆναι αναʆ γωγο, μονικοʆ και εʆχει ριʆζα το α, τοʆ τε τοm ειʆναι
το ελαʆ χιστο πολυωʆ νυμο του α επιʆ τουK .
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ΘΕΩΡΗΜΑ 5.1. Μια απληʆ επεʆκταση K(α) : K ειʆναι πεπερασμεʆνη αν και μοʆ νο αν το α
ειʆναι αλγεβρικοʆ επιʆ του K . Σε αυτηʆ τη περιʆπτωση ο βαθμοʆ ς της επεʆκτασης ειʆναι ιʆσος με
τον βαθμοʆ του ελαχιʆστου πολυωνυʆ μου του α επιʆ τουK .
Απόδειξη. (=⇒) Αν η επεʆκταση ειʆναι πεπερασμεʆνη, τοʆ τε αποʆ το Ληʆ μμα 5.1 θα εʆχουμε οʆ τι η
επεʆκτασηK(α) : K ειʆναι αλγεβρικηʆ και συνεπωʆ ς το α ειʆναι αλγεβρικοʆ επιʆ τουK .

(⇐=) Ας υποθεʆσουμε οʆ τι το α ειʆναι αλγεβρικοʆ επιʆ τουK . Θεωρουʆ με το συʆ νολο

R = {f(α) | f ∈ K[x]}.

Ευʆ κολα βλεʆπουμε οʆ τι το R ειʆναι δακτυʆ λιος τουK(α). Επιʆσης, το f(α) = 0 αν και μοʆ νο αν
το ελαʆ χιστο πολυωʆ νυμοm του α διαιρειʆ το f . Άρα f(α) = 0 αν και μοʆ νο αν f ∈ 〈m〉, οʆ που
〈m〉 το ιδεωʆ δες τουK[x] που παραʆ γεται αποʆ τοm.

Θεωρουʆ με τον ομομορφισμοʆ K[x] → R με f 7→ f(α). Αυτοʆ ς ειʆναι ομομορφισμοʆ ς δα‑
κτυλιʆων και ο πυρηʆ νας του ειʆναι το ιδεωʆ δες 〈m〉. Αποʆ το πρωʆ το θεωʆ ρημα Ισομορφισμωʆ ν
εʆχουμεK[x]/〈m〉 ∼= R. Όμως τοm ειʆναι αναʆ γωγο αʆ ρα τοK[m]/〈m〉 ειʆναι σωʆ μα. Άρα το R
ειʆναι σωʆ μα, υποʆσωμα τουK(α), το οποιʆο περιεʆχει τοK ∪ {α}. ΆραK(α) = R.

Έστω z ∈ K(α). Το z = g(α) για καʆ ποιο g ∈ K[x]. Αλλαʆ αν διαιρεʆσω το g με τοm εʆχω
οʆ τι υπαʆ ρχουν q, r ∈ K[x] με g = qm + r και ειʆτε r = 0 ειʆτε deg r < degm. Ξεʆρουμε οʆ μως
οʆ τιm(α) = 0 συνεπωʆ ς z = g(α) = r(α). Αν υπαʆ ρχει και αʆ λλο h ∈ K[x] με z = h(α) οʆπου
ειʆτε h = 0 ειʆτε degh < degm τοʆ τε τοm διαιρειʆ το h− r εφοʆσον το α ειʆναι ριʆζα του h− r.
Αλλαʆ αν h − r 6= 0 τοʆ τε ο βαθμοʆ ς του ειʆναι μικροʆ τερος αποʆ τον βαθμοʆ τουm, αʆ τοπο στην
επιλογηʆ του m. Άρα το r ειʆναι μοναδικοʆ . Με αʆ λλα λοʆγια, καʆ θε στοιχειʆο z ∈ K(α) μπορειʆ
να εκφραστειʆ σαν z = r(α) για μοναδικοʆ r ∈ K[x] οʆπου ειʆτε r = 0 ειʆτε deg r < degm.
Επομεʆνως, αν n = degm τοʆ τε τα 1, α, α2, . . . , αn−1 αποτελουʆ ν βαʆ ση του K(α) επιʆ του K .
Άρα [K(α) : K] = degm. �

ΠΟΡΙΣΜΑ 5.1. ΑνK(α) : K μια απληʆ αλγεβρικηʆ επεʆκταση καιm το ελαʆ χιστο πολυωʆ νυμο
του α επιʆ του K τοʆ τε καʆ θε στοιχειʆο του σωʆ ματος K(α) γραʆφεται καταʆ μοναδικοʆ τροʆπο
στην μορφηʆ p(α) οʆπου p ∈ K[x] με deg p < degm.
ΠΟΡΙΣΜΑ 5.2. Μια επεʆκτασηL : K ειʆναι πεπερασμεʆνη αν και μοʆ νο αν υπαʆ ρχει εʆνα πεπε‑
ρασμεʆνο υποσυʆ νολο {α1, α2, . . . , αn} του L, ωʆ στε καʆ θε αj , j = 1, 2, . . . , n να ειʆναι αλγεβρι‑
κοʆ επιʆ τουK και L = K(α1, α2, . . . , αn).
Απόδειξη. (=⇒)Υποθεʆτουμεοʆ τι η επεʆκτασηL : K ειʆναι πεπερασμεʆνηκαι εʆστω{α1, α2, . . . , αn}
να ειʆναι μια βαʆ ση τουL επιʆ τουK . Αφουʆ η επεʆκτασηL : K ειʆναι πεπερασμεʆνη, αποʆ το Ληʆ μ‑
μα 5.1 θα εʆχουμε οʆ τι η επεʆκταση L : K ειʆναι αλγεβρικηʆ . Συνεπωʆ ς θα εʆχουμε οʆ τι το αj ειʆναι
αλγεβρικοʆ επιʆ του K για καʆ θε j = 1, 2 . . . , n και επειδηʆ το συʆ νολο {α1, α2, . . . , αn} ειʆναι
βαʆ ση του L επιʆ τουK , θα εʆχουμε οʆ τι

K(α1, α2, . . . , αn) = L.

(⇐=) Υποθεʆτουμε οʆ τι L = K(α1, . . . , αk) οʆπου αi, i = 1, . . . , k αλγεβρικαʆ επιʆ τουK . Έστω
Ki = K(αi, . . . , ai), i = 1, . . . , k. Προφανωʆ ςKi−1(αi) ⊂ Ki για καʆ θε i > 1 εφοʆσονKi−1 ⊂
Ki και αi ∈ Ki.
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Όμως και Ki ⊂ Ki−1(αi) εφοʆσον το Ki−1(αi) ειʆναι υποʆσωμα του L που περιεʆχει το
K ∪ {α1, . . . , αi}. ΆραKi = Ki−1(αi) για i = 2, . . . , k. Επιʆσης, καʆ θε αi ειʆναι αλγεβρικοʆ επιʆ
τουKi−1 εφοʆσον ειʆναι αλγεβρικοʆ επιʆ τουK καιK ⊂ Ki−1. ΆραKi : Ki−1 ειʆναι αλγεβρικηʆ
επεʆκταση για καʆ θε i αʆ ρα και πεπερασμεʆνη. Αποʆ το tower law εʆχουμε οʆ τι

[Kn : K] = [Kn : Kn−1] . . . [K2 : K1][K1 : K] < ∞

δηλαδηʆ ηKn : K πεπερασμεʆνη επεʆκταση. �

6 Κατασκευές με κανόνα και διαβήτη
Αρχικαʆ με στοʆχο να κεντριʆσουμε το ενδιαφεʆρον του αναγνωʆ στη θα παρουσιαʆ σουμε μερι‑
καʆ γεωμετρικαʆ προβληʆ ματα της αρχαιοʆ τητας που απασχολουʆ σαν τους μαθηματικουʆ ς για
πολλαʆ χροʆ νια.

1. Δεδομεʆνου ενοʆ ς κυʆ κλου, ειʆναι δυνατοʆ ν με κανοʆ να και διαβηʆ τη να κατασκευαʆ σουμε
εʆνα τετραʆ γωνο που να εʆχει το ιʆδιο εμβαδοʆ ν με τον κυʆ κλο? (τετραγωνισμοʆ ς του κυʆ ‑
κλου)

2. Δεδομεʆνου ενοʆ ς κυʆ βου, ειʆναι δυνατοʆ ν με κανοʆ να και διαβηʆ τη να κατασκευαʆ σουμε
εʆναν νεʆο κυʆ βο με διπλαʆ σιο οʆγκο?

3. Δεδομεʆνης μιας γωνιʆας θ, ειʆναι δυνατοʆ ν με κανοʆ να και διαβηʆ τη να τριχοτομηʆ σουμε
την γωνιʆα θ, δηλαδηʆ να κατασκευαʆ σουμε την γωνιʆα θ/3?

Για πολλουʆ ς αιωʆ νες τα προβληʆ ματα αυταʆ απασχολουʆ σαν τους μαθηματικουʆ ς οι οποιʆοι
προσπαθουʆ σαν να τα λυʆ σουν με γεωμετρικαʆ εργαλειʆα.

Σε πρωʆ τη φαʆ ση, θα εκφραʆ σουμε αλγεβρικαʆ την ιδεʆα της κατασκευηʆ ς με κανοʆ να και
διαβηʆ τη. Έστω P εʆνα συʆ νολο σημειʆων του Ευκλειʆδειου επιπεʆδου R2. Οριʆζουμε τις εξηʆ ς
δυʆ ο διαδικασιʆες:

1. Διαδικασία 1 (κανοʆ νας)
Ενωʆ νουμε οποιουσδηʆποτε δυο σημειʆα του συνοʆ λου P , με ευθειʆα γραμμηʆ .

2. Διαδικασία 2 (διαβηʆ της)
Κατασκευαʆ ζουμε εʆνα κυʆ κλο, του οποιʆου το κεʆντρο ειʆναι καʆ ποιο αποʆ τα σημειʆα του
P και διεʆρχεται αποʆ οποιοδηʆποτε αʆ λλο σημειʆο του P .

ΟΡΙΣΜΟς 6.1. Τα σημειʆα της τομηʆ ς οποιασδηʆποτε ευθειʆας με ευθειʆα ηʆ ευθειʆας με κυʆ κλο
ηʆ κυʆ κλου με κυʆ κλο (τα σχηʆ ματα ειʆναι διακριταʆ μεταξυʆ τους), που κατασκευαʆ στηκαν με τις
Διαδικασιʆες 1 και 2, τα ονομαʆ ζουμε κατασκευαʆ σιμα σε εʆνα βηʆ μα αποʆ το P .

Ένα σημειʆο P ∈ R2 θα λεʆμε οʆ τι ειʆναι κατασκευαʆ σιμο αποʆ το P , αν υπαʆ ρχει μια πεπε‑
ρασμεʆνη ακολουθιʆα σημειʆων του R2

P0, P1, . . . , Pr = P
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ωʆ στε για καʆ θε i = 0, 1, . . . , r το σημειʆο Pi να ειʆναι κατασκευαʆ σιμο σε εʆνα βηʆ μα αποʆ το
συʆ νολο

P ∪ {P0, P1, . . . , Pi−1}.

ΘΕΩΡΗΜΑ 6.1. Έστω (x, y) να ειʆναι εʆνα κατασκευαʆ σιμο σημειʆο του επιπεʆδου αποʆ το συʆ ‑
νολο σημειʆων

P =
{
P0 = (0, 0), P1 = (1, 0)

}
.

Τοʆ τε η επεʆκτασηQ(x, y) : Q εʆχει βαθμοʆ

[Q(x, y) : Q] = 2r,

για καʆ ποιο r ∈ N.

Απόδειξη. Έστω οʆ τι P = (x, y) και P0, P1, . . . , Pn = P μια ακολουθιʆα κατασκευαʆ σιμων ση‑
μειʆων αποʆ τοP . ΟριʆζουμεK0 = K1 = Q καιKj = Kj−1(xj, yj), οʆ πουPj = (xj, yj) για καʆ θε
j = 2, . . . , n. Αποʆ την αναλυτικηʆ γεωμετριʆα ξεʆρουμε οʆ τι για καʆ θε j οι πραγματικοιʆ αριθμοιʆ
xj, yj ειʆναι ειʆτε ριʆζες γραμμικωʆ ν εξισωʆ σεων, ειʆτε ειʆναι ριʆζες τετραγωνικωʆ ν πολυωνυʆ μων
με συντελεστεʆς στοKj−1. Άρα

[Kj−1(xj) : Kj−1] = 1 ηʆ 2 και [Kj−1(xj, yj) : Kj−1(xj)] = 1 ηʆ 2.

Αποʆ το Ποʆ ρισμα 4.1 θα εʆχουμε οʆ τι

[Kn : Q] = [Kn−1(xn, yn) : Kn−1(xn)][Kn−2(xn−1, yn−1) : Kn−2(xn−1)] · · · [K2 : Q] = 2κ

για καʆ ποιο κ ∈ N.Όμως αποʆ την Προʆ ταση 4.1

2κ = [Kn : Q] = [Kn : Q(x, y)][Q(x, y) : Q],

αʆ ρα το [Q(x, y) : Q] διαιρειʆ το 2κ αʆ ρα υπαʆ ρχει r ∈ Nωʆ στε

[Q(x, y) : Q] = 2r.

�
Τωʆ ρα ειʆμαστε σε θεʆση να απαντηʆ σουμε στα προβληʆ ματα που θεʆσαμε στην αρχηʆ της

ενοʆ τητας.
Τα Προβλήματα

1. Ο τετραγωνισμοʆ ς του κυʆ κλου δεν ειʆναι κατασκευαʆ σιμος στο {(0, 0), (1, 0)}, διοʆ τι αν
ηʆ ταν θα μπορουʆ σαμε να κατασκευαʆ σουμε το σημειʆο (

√
π, 0). Όμως εʆνα σημαντικοʆ

θεωʆ ρημα τουLindemannμας λεʆει οʆ τι οπ ειʆναι υπερβατικοʆ ς επιʆ τουQ. Οποʆ τε [Q(
√
π :

Q)] = ∞, αʆ ρα ο√π δεν κατασκευαʆ ζεται στο {(0, 0), (0, 1)}.
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2. Οδιπλασιασμοʆ ς τουοʆγκουτουκυʆ βου, επιʆσης δεν ειʆναι κατασκευαʆ σιμοςστο{(0, 0), (1, 0)},
καθωʆ ς αν ηʆ ταν θα σηʆ μαινε οʆ τι μπορωʆ να κατασκευαʆ σω κυʆ βο με οʆγκο 2, δηλαδηʆ κυʆ βο
πλευραʆ ς 3

√
2. Όμως το x3 − 2 ειʆναι το ελαʆ χιστο πολυωʆ νυμο του 3

√
2 επιʆ τουQ, αʆ ρα

[Q(
3
√
2) : Q] = deg(x3 − 2) = 3.

Έτσι καθωʆ ς δεν υπαʆ ρχει r ∈ N ωʆ στε 2r = 3, το σημειʆο ( 3
√
2, 0) δεν μπορειʆ να κατα‑

σκευαστειʆ.
3. Η τριχοτοʆ μηση γωνιʆας δεν ειʆναι κατασκευαʆ σιμη στο {(0, 0), (1, 0)}. Θεωρουʆ με την

γωνιʆα π/3 και ας προσπαθηʆσουμε να την τριχοτομηʆ σουμε. Έστω a = cos(π/9) και
b = sin(π/9). Ξεʆρουμε οʆ τι το σημειʆο

(
cos(π/3), sin(π/3)

)
= (

√
3/2, 1/2) ειʆναι κατα‑

σκευαʆ σιμο. Αν η γωνιʆα π/3 μπορουʆ σε να τριχοτομηθειʆ τοʆ τε το σημειʆο (a, b) θα ηʆ ταν
κατασκευαʆ σιμο. Όμως

cos(3θ) = cos(θ) cos(2θ)− sin(θ) sin(2θ)
= cos(θ)

(
cos2(θ)− sin2(θ)

)
− 2 sin2(θ) cos(θ)

= 4 cos3(θ)− 3 cos(θ)
για καʆ θε θ ∈ [0, 2π]. Αν θ = π/9 τοʆ τε

1

2
= 4a3 − 3a ⇐⇒ 8a3 − 6a− 1 = 0.

Άρα το a ειʆναι ριʆζα του πολυωνυʆ μου 8x3 − 6x− 1. Θεωρουʆ με το πολυωʆ νυμο f(x) =
x3 + 3x2 − 3. Ευʆ κολα βλεʆπουμε οʆ τι f(2a − 1) = 8x3 − 6x − 1. Επιπλεʆον, αποʆ το
θεωʆ ρημα του Eisenstein εʆχουμε οʆ τι το f ειʆναι αναʆ γωγο επιʆ του Q και αʆ ρα [Q(a) :
Q] = [Q(2a − 1) : Q] = 3. Άρα το σημειʆο (cos π

9
, sin π

9
) δεν ειʆναι κατασκευαʆ σιμο με

κανοʆ να και διαβηʆ τη, αʆ ρα η γωνιʆα π
3
δεν τριχοτομειʆται.

Τελικαʆ τιʆθεται το ερωʆ τημα “τι ειʆναι κατασκευαʆ σιμο στο {(0, 0), (1, 0)}”; Για να μπορεʆ‑
σουμε να απαντηʆ σουμε χρειαζοʆ μαστε δυʆ ο βασικαʆ κατασκευαστικαʆ αποτελεʆσματα.
ΛΗΜΜΑ 6.1. Αν μας δοθουʆ ν τα τελικαʆ σημειʆα ενοʆ ς ευθυʆ γραμμου τμηʆ ματος, τοʆ τε μπορουʆ ‑
με να κατασκευαʆ σουμε το μεʆσον του με κανοʆ να και διαβηʆ τη.
Απόδειξη.
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Η αποʆ δειξη ειʆναι γνωστηʆ αποʆ το γυμναʆ σιο και αφηʆ νεται σαν αʆ σκηση.
�

ΛΗΜΜΑ 6.2. Αν οποιεσδηʆποτε 3 κορυφεʆς ενοʆ ς παραλληλογραʆ μμου ειʆναι κατασκευαʆ σι‑
μες τοʆ τε και τεʆταρτη κορυφηʆ ειʆναι κατασκευαʆ σιμη.
Απόδειξη. Έστω A,B,C,D οι κορυφεʆς του παραλληλογραʆ μμου (δεξιοʆ στροφα ηʆ αριστε‑
ροʆ στροφα) και υποθεʆτουμε οʆ τι οι A,B,D ειʆναι κατασκευαʆ σιμες. Θα δειʆξουμε οʆ τι και η
C ειʆναι κατασκευαʆ σιμη. Παρατηρηʆ στε οʆ τι το μεʆσο του ευθυγραʆ μμου τμηʆ ματος BD ειʆναι
κατασκευαʆ σιμο και ας το ονομαʆ σουμε E. Τοʆ τε ο κυʆ κλος κεʆντρου E που περναʆ αποʆ το A
τεʆμνει τηνAE στο C . Άρα το C ειʆναι κατασκευαʆ σιμο.

A

B C

D

E

�

ΘΕΩΡΗΜΑ6.2. ΈστωK =
{
x ∈ R | το (x, 0) να ειʆναι κατασκευαʆ σιμο στο {(0, 0), (1, 0)}

}
.

Τοʆ τε τοK ειʆναι υποʆσωμα τουR και εʆνα σημειʆο (x, y) ∈ R2 ειʆναι κατασκευαʆ σιμο στο συʆ νο‑
λο {(0, 0), (1, 0)} αν και μοʆ νο αν x, y ∈ K . Επιπλεʆον αν x > 0 και x ∈ K τοʆ τε και√x ∈ K .
Απόδειξη. Προφανωʆ ς 0, 1 ∈ K . Έστω x, y ∈ K . Τοʆ τε τα (x, 0) και (y, 0) ειʆναι κατασκευαʆ ‑
σιμα. ΑνM το μεʆσο του ευθυʆ γραμμου τμηʆ ματος με αʆ κρα τα (x, 0) και (y, 0) τοʆ τε το x ειʆναι
κατασκευαʆ σιμο καιM = (x+y

2
, 0). Θεωρουʆ με τον κυʆ κλο κεʆντρουM που περναʆ αποʆ το ση‑

μειʆο (0, 0) περναʆ αποʆ (x+ y, 0). Άρα το (x+ y, 0) ειʆναι κατασκευαʆ σιμο, δηλαδηʆ x+ y ∈ K .
Άρα τοK ειʆναι ομαʆ δα ως προς την προʆσθεση.

Ας θεωρηʆσουμε τωʆ ρα τον κυʆ κλο κεʆντρου (0, 0) που περναʆ αποʆ το (x, 0). Αυτοʆ ς τεʆμνει
τον οριζοʆ ντιο αʆ ξονα στα (−x, 0) και (x, 0). Άρα το (−x, 0) ειʆναι κατασκευαʆ σιμο και αʆ ρα το
−x ∈ K .

Αν το x ∈ K με x 6= 0 τοʆ τε τα σημειʆα (x, 0) και (−x, 0) ειʆναι κατασκευαʆ σιμα. Επιπλεʆον,
ο κυʆ κλος κεʆντρου (0, 0) που περναʆ αποʆ τα (x, 0) και (−x, 0) τεʆμνει τον καʆ θετο αʆ ξονα στα
(0, x) και (0,−x) αʆ ρα αν x ∈ K το (0, x) ειʆναι κατασκευαʆ σιμο.
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Έστω x, y ∈ K . Τα (x, 0), (0, y) και (0, 1) ειʆναι κατασκευαʆ σιμα. Τοʆ τε και το (x, y − 1)
ειʆναι κατασκευαʆ σιμο μιας και ειʆναι η τεʆταρτη κορυφηʆ του παραλληλογραʆ μμου με τρεις κα‑
τασκευαʆ σιμες κορυφεʆς, τις (x, 0), (0, y), (0, 1). Επιπλεʆον, η ευθειʆα πουπερναʆ αποʆ τα σημειʆα
(0, y) και (x, y− 1) τεʆμνει τον οριζοʆ ντιο αʆ ξονα στο (xy, 0). Άρα το (xy, 0) ειʆναι κατασκευαʆ ‑
σιμο και xy ∈ K .

Αν τωʆ ρα x, y ∈ K με y 6= 0 τοʆ τε το σημειʆο (x, 1− y) ειʆναι επιʆσης κατασκευαʆ σιμο διοʆ τι
ειʆναι η τεʆταρτη κορυφηʆ του παραλληλογραʆ μμου με κορυφεʆς (x, 0), (0, y), (0, 1). Το ευθυʆ ‑
γραμμο τμηʆ μα που ενωʆ νει τα (0, 1) και (x, 1 − y) τεʆμνει τον οριζοʆ ντιο αʆ ξονα στο (xy−1, 0)
και αʆ ρα xy−1 ∈ K .

Τα παραπαʆ νω δειʆχνουν οʆ τι τοK ειʆναι υποʆσωμα του R. Επιπλεʆον αν x, y ∈ K τοʆ τε το
(x, y) ειʆναι κατασκευαʆ σιμο σαν τεʆταρτη κορυφηʆ του παραλληλογραʆ μμου με κορυφεʆς τα
κατασκευαʆ σιμα σημειʆα (0, 0), (x, 0), (0, y).

Αντιʆστροφα, ας υποθεʆσουμε οʆ τι το σημειʆο (x, y) ειʆναι κατασκευαʆ σιμο. Θα δειʆξουμε οʆ τι
το (x, 0) ειʆναι κατασκευαʆ σιμο. Αυτοʆ προφανωʆ ς ισχυʆ ει αν y = 0. Αν y 6= 0 τοʆ τε οι κυʆ ‑
κλοι με κεʆντρα στα (0, 0) και (1, 0) που περνουʆ ν αποʆ το σημειʆο (x, y) τεʆμνονται στα (x, y)
και (x,−y). Το ευθυʆ γραμμο τμηʆ μα που περναʆ αποʆ τα (x, y) και (x,−y) τεʆμνει τον οριζοʆ ‑
ντιο αʆ ξονα στο (x, 0). Άρα ειʆναι κατασκευαʆ σιμο. Επιπλεʆον το σημειʆο (0, y) ειʆναι η τεʆταρτη
κορυφηʆ παραλληλογραʆ μμου με 3 κορυφεʆς τις (0, 0), (x, 0), (x, y) και αʆ ρα ειʆναι κατασκευαʆ ‑
σιμο. Επιʆσης, ο κυʆ κλος κεʆντρου (0, 0) που περναʆ αποʆ το σημειʆο (0, y) τεʆμνει τον οριζοʆ ντιο
αʆ ξονα στο (y, 0) και αʆ ρα και αυτοʆ ειʆναι κατασκευαʆ σιμο δηλαδηʆ y ∈ K . Επομεʆνως το (x, y)
ειʆναι κατασκευαʆ σιμο αν και μοʆ νο αν x, y ∈ K .

Ας υποθεʆσουμε τωʆ ρα οʆ τι x ∈ K με x > 0. Τοʆ τε το 1−x
2

∈ K . Άρα το C = (0, 1−x
2
)

ειʆναι κατασκευαʆ σιμο. Έστω ο κυʆ κλος κεʆντρου C που περναʆ αποʆ το (0, 1). Αυτοʆ ς τεʆμνει
τον οριζοʆ ντιο αʆ ξονα στο (a, 0). Η ακτιʆνα του κυʆ κλου αυτουʆ ειʆναι 1+x

2
και επομεʆνως αποʆ το

Πυθαγοʆ ρειο Θεωʆ ρημα εʆχουμε οʆ τι

(1− x)2

4
+ a2 =

(1 + x)2

4
⇒ a2 = x.

Αλλαʆ το (a, 0) ειʆναι οʆπως ειʆδαμε κατασκευαʆ σιμο. Συνεπωʆ ς, το √
x ειʆναι κατασκευαʆ σιμο

δηλαδηʆ √x ∈ K . �

(0, 1−x
2
)

(a, 0)

(0, 1)

Κατασκευηʆ του√
x
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7 Σώματα διάσπασης
ΟΡΙΣΜΟς 7.1. ΈστωK εʆνα σωʆ μα και f εʆνα πολυωʆ νυμο επιʆ τουK . Θα λεʆμε οʆ τι το f δια‑
σπαʆ ται στοK αν υπαʆ ρχουν c, α1, α2, . . . , αn ∈ K ωʆ στε

f(x) = c(x− α1)(x− α2) · · · (x− αn).

(c ειʆναι ο συντελεστηʆ ς του μεγιστοβαθμιʆου οʆ ρου.)

ΟΡΙΣΜΟς 7.2. Έστω L εʆνα σωʆ μα,K εʆνα υποʆσωμα του L και εʆστω f εʆνα πολυωʆ νυμο επιʆ
τουK . Τοʆ τε το L θα λεʆγεται σωʆ μα διαʆ σπασης του f αν

1. Το f διασπαʆ ται επιʆ του L,

2. Το f δεν διασπαʆ ται σε κανεʆνα γνηʆ σιο υποʆσωμα του L που περιεʆχει τοK .

ΟΡΙΣΜΟς 7.3. Μια επεʆκταση L : K θα λεʆγεται διασπαστική επέκταση αν υπαʆ ρχει καʆ ποιο
πολυωʆ νυμο f επιʆ τουK ωʆ στε το L να ειʆναι το σωʆ μα διαʆ σπασης του f .

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 7.1. Έστω x2 − 2 ∈ Q[x]. Αν θεωρηʆσω το x2 − 2 επιʆ του C ηʆ του R, τοʆ τε
αυτοʆ διασπαʆ ται καθωʆ ς x2−2 = (x−

√
2)(x+

√
2). Όμως τοC δεν ειʆναι το σωʆ μα διαʆ σπασης

του x2 − 2, καθωʆ ς το x− 2 διασπαʆ ται επιʆ τουQ[x] ⊆ C.

ΠΡΟΤΑΣΗ 7.1. Έστω M : K μια επεʆκταση, f ∈ K[x] ωʆ στε να διασπαʆ ται στο M . Τοʆ τε
υπαʆ ρχει υποʆσωμα L τουM ωʆ στε το L να ειʆναι το σωʆ μα διαʆ σπασης του f .
Απόδειξη. Αφουʆ το f διασπαʆ ται στοM , το f θα γραʆφεται στη μορφηʆ

f(x) = c(x− α1)(x− α2) · · · (x− αn), οʆπου α1, α2, . . . , αn ∈ M, c ∈ K.

Τοʆ τε το σωʆ μα διαʆ σπασης του f επιʆ τουK ειʆναι τοK(α1, α2, . . . , αn).
(Φανεραʆ το f διασπαʆ ται στοK(α1, α2, . . . , αn) και τοK(α1, α2, . . . , αn) ειʆναι υποʆσωμα του
m).

�

ΛΗΜΜΑ 7.1. Έστω M : K επεʆκταση σωʆ ματος και f ∈ K[x]. Αν το f διασπαʆ ται στο M
τοʆ τε υπαʆ ρχει μοναδικοʆ υποʆσωμα L τουM το οποιʆο ειʆναι το σωʆ μα διαʆ σπασης του f

Απόδειξη. Αρκειʆ να παʆ ρω την τομηʆ οʆ λων των υποσωμαʆ των τουM στα οποιʆα το f διασπαʆ ‑
ται �

ΘΕΩΡΗΜΑ 7.1 (Kronecker). ΈστωK εʆνα σωʆ μα και f εʆνα πολυωʆ νυμο επιʆ τουK . Τοʆ τε
υπαʆ ρχει μια επεʆκταση L τουK και α ∈ Lωʆ στε

f(α) = 0.

24



Απόδειξη. Έστω f ∈ K[x]. Αν καʆ ποια αποʆ τις ριʆζες του πολυωνυʆ μου f ανηʆ κει στοK τοʆ τε
αρκειʆ να παʆ ρωK = L.

Διαφορετικαʆ η παραγοντοποιʆηση του f θα εʆχει αναʆ γωγους παραʆ γοντες. Έστω m να
ειʆναι εʆνας αποʆ αυτουʆ ς και I = 〈m〉 το ιδεωʆ δες τουK[x] που παραʆ γεται αποʆ τοm. Αποʆ το
Θεωʆ ρημα 3.2 τοL = K[x]/I ειʆναι σωʆ μα. Οριʆζουμε i : K → Lμε i(a) = a+I για καʆ θε a ∈ K .
Ο i ειʆναι μονομορφισμοʆ ς και αʆ ρα μπορουʆ με να εμφυτευʆ σουμε τοK στο L ταυτιʆζοντας το
K με το i(K) και αʆ ρα καʆ θε a ∈ K με το a+ I ∈ L.

Θεωρουʆ με το στοιχειʆο x + I ∈ L. Τοʆ τε τοm(x + I) = m(x) + I = I αʆ ρα το x + I ειʆναι
ριʆζα τουm στο L, αʆ ρα ειʆναι και ριʆζα του f στο L. �

ΘΕΩΡΗΜΑ 7.2. ΈστωK εʆνα σωʆ μα και f εʆνα πολυωʆ νυμο επιʆ τουK . Τοʆ τε υπαʆ ρχει σωʆ μα
διαʆ σπασης του f επιʆ τουK .
Απόδειξη. Έστω deg(f) = n. Η αποʆ δειξη θα γιʆνει με επαγωγηʆ στον βαθμουʆ του πολυωνυʆ ‑
μου f . Για n = 1 δεν εʆχουμε να αποδειʆξουμε τιʆποτα, καθωʆ ς το σωʆ μα διαʆ σπασης του f ειʆναι
το K . Υποθεʆτουμε οʆ τι καʆ θε πολυωʆ νυμο βαθμουʆ n εʆχει σωʆ μα διαʆ σπασης. Αν q ειʆναι εʆνα
πολυωʆ νυμο με deg(q) = n+1, τοʆ τε αποʆ το Θεωʆ ρημα 7.1 (Kronecker), υπαʆ ρχει εʆνα σωʆ μαΣ
και α ∈ Σωʆ στε q(α) = 0. Άρα το q γραʆφεται στη μορφηʆ

q(x) = (x− α)h(x),

οʆπου h ∈ K(α)[x] με deg(h) = n. Τωʆ ρα οʆ μως αποʆ την επαγωγικηʆ υποʆ θεση θα εʆχουμε οʆ τι
υπαʆ ρχει σωʆ μα διαʆ σπασης, εʆστω L, του h επιʆ τουK(α). Έτσι το q διασπαʆ ται στο L. Μεʆνει
να δειʆξουμε οʆ τι το L ειʆναι το μικροʆ τερο σωʆ μα στο οποιʆο διασπαʆ ται το q. Έστω οʆ τι το q
διασπαʆ ται σε καʆ ποιο σωʆ μα M με K ⊂ M ⊂ L, τοʆ τε το α ∈ M και συνεπωʆ ς K(α) ⊂ M .
Αλλαʆ τοʆ M πρεʆπει να περιεʆχει και τις ριʆζες του h εφοʆσον αυτεʆς ειʆναι ριʆζες και του q. Άρα
αποʆ τον ορισμοʆ του σωʆ ματος διαʆ σπασης L = M . �

ΛΗΜΜΑ 7.2. Καʆ θε ομομορφισμοʆ ς σωμαʆ των σ : K → M επεκτειʆνεται σε ομομορφισμοʆ
δακτυλιʆων σ∗ : K[x] → M [x]. Επιπλεʆον, αν ο σ ειʆναι ισομορφισμοʆ ς και ο σ∗ ειʆναι ισομορ‑
φισμοʆ ς και διατηρειʆ τους αναʆ γωγους παραʆ γοντες.
Απόδειξη. Έστω f ∈ K[x] με f(x) = a0 + a1x+ . . .+ anx

n. Οριʆζουμε

σ∗(f) = σ(a0) + σ(a1)x+ . . .+ σ(an)x
n

για καʆ θε f ∈ K[x]. Ευʆ κολα βλεʆπουμε οʆ τι σ∗(f+g) = σ∗(f)+σ∗(g) και σ∗(fg) = σ∗(f)σ∗(g).
Ευʆ κολα βλεʆπουμε οʆ τι αν η σ ισομορφισμοʆ ς τοʆ τε και η σ∗ ισομορφισμοʆ ς.

Τεʆλος εʆστω f ∈ K[x] αναʆ γωγο και σ∗(f) = gh οʆπου g, h ∈ M [x] και deg g, degh > 0. Ε‑
φοʆσον ησ∗ ισομορφισμοʆ ς και ησ−1

∗ ειʆναι ισομορφισμοʆ ς και αʆ ρασ−1
∗ (σ∗(f)) = σ−1

∗ (g)σ−1
∗ (h)

δηλαδηʆ f = σ−1
∗ (g)σ−1

∗ (h). Άρα το f δεν ειʆναι αναʆ γωγο, αʆ τοπο. �

ΘΕΩΡΗΜΑ 7.3. Έστω K1 και K2 να ειʆναι δυʆ ο ισομορφικαʆ σωʆ ματα και σ : K1 −→ K2 ο
ισομορφισμοʆ ς. Έστωεπιʆσης f ∈ K1[x]καιL1, L2 τασωʆ ματαδιαʆ σπασης των f καισ∗(f) επιʆ
τωνK1 καιK2 αντιʆστοιχα. Τοʆ τε υπαʆ ρχει ισομορφισμοʆ ς τ : L1 −→ L2 ο οποιʆος επεκτειʆνει
τον σ, δηλαδηʆ τ |K1= σ.

25



Απόδειξη. Θα δειʆξουμε το αποτεʆλεσμα με επαγωγηʆ στον βαθμοʆ [L1 : K1]. Αν [L1 : k1] = 1
τοʆ τε K1 = L1 και αʆ ρα K2 = L2 και ο ζητουʆ μενος ισομορφισμοʆ ς τ ειʆναι ειʆναι ο σ. Υποθεʆ‑
τουμε οʆ τι [L1 : K1] > 1 και το αποτεʆλεσμα ισχυʆ ει για οʆ λες τις διασπαστικεʆς επεκταʆ σεις
μικροʆ τερου βαθμουʆ .

Έστω α μια ριʆζα του f στο L1 \K1 και εʆστωm το ελαʆ χιστο πολυωʆ νυμο του α επιʆ του
K1. Τοʆ τε το m διαιρειʆ το f και αʆ ρα υπαʆ ρχει q ∈ K1[x] ωʆ στε f = mq. Συνεπωʆ ς, σ∗(f) =
σ∗(mq) = σ∗(m)σ∗(q) και το σ∗(m) διαιρειʆ το σ∗(f). Όμως το f διασπαʆ ται επιʆ του L1 και
το σ∗(f) διασπαʆ ται επιʆ του L2. Επομεʆνως το σ∗(m) διασπαʆ ται επιʆ του L2. Επιπλεʆον, το
πολυωʆ νυμο σ∗(m) ειʆναι αναʆ γωγο στο K2 εφοʆσον ο ισομορφισμοʆ ς σ επαʆ γει ισομορφισμοʆ
μεταξυʆ των δακτυλιʆων πολυωνυʆ μων K1[x] και K2[x] και αʆ ρα αναʆ γωγοι παραʆ γοντες του
K1[x] απεικονιʆζονται σε αναʆ γωγους παραʆ γοντες τουK2[x] (Ληʆ μμα 7.2).

Επιλεʆγω β μια ριʆζα του σ∗(m). Οριʆζω ϕ : K1(α) → K2(β) με ϕ(g(a)) = σ∗(g)(β). Παρα‑
τηρηʆ στε οʆ τι ϕ|K1 = σ και ϕ(α) = β. Θα δειʆξουμε πρωʆ τα οʆ τι η ϕ ειʆναι καλαʆ ορισμεʆνη. Έστω
g, h ∈ K1[x] με g(α) = h(α). Τοʆ τε (g − h)(α) = 0 και αʆ ρα το m διαιρειʆ το g − h εφοʆσον
το m ειʆναι το ελαʆ χιστο πολυωʆ νυμο του α. Όμως τοʆ τε σ∗(m) διαιρειʆ το σ∗(g − h) και αʆ ρα
σ∗(g − h)(β) = 0, δηλαδηʆ σ∗(g)(β) = σ∗(h)(β) συνεπωʆ ς ϕ(g(α)) = ϕ(h(α)). Άρα η ϕ καλαʆ
ορισμεʆνη. Ευʆ κολα βλεʆπουμε οʆ τι η ϕ ειʆναι ισομορφισμοʆ ς που επεκτειʆνει την σ.

Έστω τωʆ ρα L1 και L2 τα σωʆ ματα διαʆ σπασης των πολυωνυʆ μων f και σ∗(f) επιʆ των
K1(α) και K2(β) αντιʆστοιχα. Τοʆ τε [L1 : K1(α)] < [L1 : K1]. Άρα αποʆ την επαγωγικηʆ
υποʆ θεση υπαʆ ρχει τ : L1 → L2 που επεκτειʆνει τον ϕ : K1(α) → K2(β). Άρα ο τ ειʆναι η
ζητουʆ μενη επεʆκταση.

Το παρακαʆ τω μεταθετικοʆ διαʆ γραμμα περιγραʆφει την επαγωγικηʆ κατασκευηʆ της τ .

K1
σ //

��

$$I
II

II
II

II
K2

$$I
II

II
II

II

K1[x]
σ∗ //

zzvvv
vv
vv
vv

��

K2[x]

zzvvv
vv
vv
vv

K1(α)
ϕ //

��

K2(β)

��
L1

τ // L2

�

ΠΟΡΙΣΜΑ 7.1. Έστω L : K να ειʆναι διασπαστικηʆ επεʆκταση και α, β ∈ L. Τοʆ τε υπαʆ ρχει
K−αυτομορφισμοʆ ς του L που στεʆλνει το α στο β αν και μοʆ νο αν τα α και β εʆχουν το ιʆδιο
ελαʆ χιστο πολυωʆ νυμο επιʆ τουK .

Απόδειξη. Εφοʆσον η L : K ειʆναι διασπαστικηʆ επεʆκταση θα υπαʆ ρχει πολυωʆ νυμο f ωʆ στε το
L ειʆναι το σωʆ μα διαʆ σπασης του f . Άρα υπαʆ ρχουν α1, α2, . . . , αn ∈ L, ωʆ στε

f(x) = c(x− α1)
m1(x− α2)

m2 · · · (x− αn)
mn
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και συνεπωʆ ς L = K(α1, α2, . . . , αn).
(=⇒) Έστω α, β ∈ L, υποθεʆτουμε οʆ τι υπαʆ ρχειK−αυτομορφισμοʆ ς σ : L −→ L με σ(α) =
β. Έστωmα να ειʆναι το ελαʆ χιστο πολυωʆ νυμο τουα καιmβ να ειʆναι το ελαʆ χιστο πολυωʆ νυμο
του β. Αν

mα = c0 + c1x+ c2x
2 + · · ·+ cnx

n c0, c1, . . . , cn ∈ K,

τοʆ τε

σ
(
mα(α)

)
= σ(c0 + c1α + c2α

2 + · · ·+ cnα
n)

οʆ μως ο σ ειʆναιK−αυτομορφισμοʆ ς, αʆ ρα

σ(c0 + c1α + c2α
2 + · · ·+ cnα

n) = σ(c0) + σ(c1)σ(a) + σ(c2)σ(a
2) + · · ·+ σ(cn)σ(a

n)

= c0 + c1σ(a) + c2
(
σ(a)

)2
+ · · ·+ cn

(
σ(a)

)n
= c0 + c1β + c2β

2 + · · ·+ cnβ
n

= mα(β).

Επιʆσης
σ
(
mα(α)

)
= σ(0) = 0,

αʆ ρα
mα(β) = σ

(
mα(α)

)
= 0

Επομεʆνως,
mβ = qmα + r οʆπου r = 0 ηʆ deg r < degmα.

Όμωςmα(α) = mβ(α) = 0 συνεπωʆ ς r = 0 διαφορετικαʆ το α ειʆναι ριʆζα ενοʆ ς πολυωνυʆ μου
βαθμουʆ μικροʆ τερου του degmα αʆ τοπο μιας και τοmα ειʆναι το ελαʆ χιστο πολυωʆ νυμο του α.
Άραmβ | mα. Παροʆ μοια καιmα | mβ , αʆ ραmα = mβ .

(⇐=) Ας υποθεʆσουμε οʆ τι τα α, β ειʆναι στοιχειʆα τουL με το ιʆδιο ελαʆ χιστο πολυωʆ νυμοm
επιʆ τουK . Οριʆζουμε ϕ : K(α) → K(β) με ϕ(h(α)) = h(β) για καʆ θε πολυωʆ νυμο h ∈ K[x].
Προφανωʆ ς, αν h1, h2 ∈ K[x] τοʆ τε h1(α) = h2(α) αν και μοʆ νο αν το h1−h2 διαιρειʆται αποʆ το
m αν και μοʆ νο αν h1(β) = h2(β). Άρα η ϕ ειʆναι καλαʆ ορισμεʆνη. Ευʆ κολα βλεʆπουμε οʆ τι ειʆναι
εʆναK ισομορφισμοʆ ς και ϕ(α) = β.

Αν τωʆ ρα L ειʆναι το σωʆ μα διαʆ σπασης επιʆ τουK καʆ ποιου πολυωνυʆ μου f ∈ K[x] τοʆ τε το
L ειʆναι και σωʆ μα διαʆ σπασης του f επιʆ τουK(α) και τουK(β). Άρα αποʆ το Θεωʆ ρημα 7.3 ο
K−ισομορφισμοʆ ς ϕ επεκτειʆνεται σεK−αυτομορφισμοʆ αποʆ του L που στεʆλνει το α στο β.
�

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 7.2. 1. Έστω f(x) = (x2 − 3)(x3 + 1) ∈ Q[x]. Ποιο ειʆναι το σωʆ μα διαʆ ‑
σπασης του f επιʆ του Q; Παρατηρωʆ οʆ τι το f διασπαʆ ται στο Q μιας και το −1 ειʆναι
ριʆζα του x3 + 1. Άρα
Άρα

f(x) = (x2 − 3)(x+ 1)(x2 − x+ 1)
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λυʆ νω
x2 − x+ 1 = 0 ⇐⇒ x1,2 =

1± i
√
3

2
.

Άρα οι ριʆζες του f στο C ειʆναι οι ±3,−1, 1±i
√
3

2
. Άρα το σωʆ μα διαʆ σπασης του f ειʆναι

το
Q
(√

3,
1 + i

√
3

2

)
= Q

(√
3, i

)
.

2. Έστω f(x) = (x2 − 2x− 2)(x2 + 1) ∈ Q[x]. Οι ριʆζες του f στο C ειʆναι οι±i, 1±
√
3.

Άρα το σωʆ μα διαʆ σπασης του f ειʆναι το
Q(i, 1 +

√
3) = Q

(√
3, i

)
.

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 7.1. Αποʆ τα παραδειʆγματα 2 και 3 συμπεραιʆνουμε οʆ τι δυʆ ο διαφορε‑
τικαʆ πολυωʆ νυμα μπορουʆ ν να εʆχουν το ιʆδιο σωʆ μα διαʆ σπασης.

3. Έστω f(x) = x2+x+1 ∈ Z2[x]. Ποιο το σωʆ μα διαʆ σπασης του f ; Θα βρουʆ με το σωʆ μα
διαʆ σπασης του f με τη μεʆθοδο του Kronecker. Φανεραʆ το f ειʆναι αναʆ γωγο επιʆ του
Z2[x]. Έστω I = 〈f〉 να ειʆναι το ιδεωʆ δες που παραʆ γεται αποʆ το f . Τοʆ τε θεωρουʆ με το
σωʆ μα

F = Z2[x]/〈f〉 = {(αx+ β) + I | α, β ∈ Z2}.
Αν ονομαʆ σουμε j το x + I βλεʆπουμε οʆ τι το F αποτελειʆται αποʆ 4 στοιχειʆα το οποιʆα
συμβολιʆζουμε με F = {0, 1, j, j + 1}, οʆ που

0 = 0 + I

1 = 1 + I

j = x+ I

j + 1 = x+ 1 + I.

Το j ειʆναι ριʆζα του f στο F . Πραʆ γματι, f(j) = j2 + j+1 = x2 + x+1+ I = I. Επιʆσης
επειδηʆ καʆ θε στοιχειʆο του F εʆχει ταʆ ξη 2 (εκτοʆ ς αποʆ το 0), συμπεραιʆνουμε οʆ τι

(F,+) ∼= Z2 × Z2 και (F\{0}, ·) ∼= Z3.

Συνεπωʆ ς το σωʆ μα διαʆ σπασης του f ειʆναι το F = Z2(j). Ας δουʆ με τωʆ ρα και πως
διασπαʆ ται το f στο Z2(j). Διαιρουʆ με το f με το x− j.

x2 + x+ 1 x− j
−x2 + jx x+ (j + 1)

(j + 1)x+ 1
−(j + 1)x− (j2 + j)

−j2 − j + 1 = j2 + j + 1 = 0

Άρα το f διασπαʆ ται ως εξηʆ ς
f(x) = (x− j)(x+ j + 1).
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