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8 Κανονικές Επεκτάσεις
ΟΡΙΣΜΟς 8.1. ΈστωL : K να ειʆναι μια επεʆκταση σωʆ ματος. Η επεʆκτασηL : K θα λεʆγεται
κανονικηʆ αν καʆ θε αναʆ γωγο πολυωʆ νυμο επιʆ τουK που εʆχει μια ριʆζα στο L, διασπαʆ ται στο
L.

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 8.1. Μια επεʆκταση L : K ειʆναι κανονικηʆ αν και μοʆ νο αν για καʆ θε α ∈ L
το ελαʆ χιστο πολυωʆ νυμο του α επιʆ τουK διασπαʆ ται στο L.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 8.1. 1. Οι επεκταʆ σεις C : R και C : Q ειʆναι κανονικεʆς καθωʆ ς αποʆ το
Θεμελιωʆ δες Θεωʆ ρημα της Άλγεβρας, καʆ θε πολυωʆ νυμο διασπαʆ ται στο C.

2. Η επεʆκτασηQ( 3
√
2) : Q δεν ειʆναι κανονικηʆ επεʆκταση καθωʆ ς το πολυωʆ νυμο

f(x) = x3 − 2

επιʆ τουQ, εʆχει ριʆζες τις 3
√
2, 3
√
2 e2πi/3, 3

√
2 e4πi/3, αποʆ τις οποιʆες μοʆ νο η 3

√
2 ανηʆ κει στο

Q( 3
√
2), ενωʆ οι αʆ λλες οʆχι.

ΘΕΩΡΗΜΑ 8.1. Μια επεʆκταση L : K ειʆναι κανονικηʆ και πεπερασμεʆνη αν και μοʆ νο αν το
L ειʆναι σωʆ μα διαʆ σπασης για καʆ ποιο πολυωʆ νυμο f ∈ K[x].

Απόδειξη. (=⇒) Υποθεʆτουμε οʆ τι η επεʆκταση L : K ειʆναι κανονικηʆ και πεπερασμεʆνη. Αποʆ
το Ποʆ ρισμα 5.2 θα εʆχουμε οʆ τι υπαʆ ρχουν α1, α2, . . . , αn ∈ L, αλγεβρικαʆ επιʆ του K ωʆ στε
L = K(α1, α2, . . . , αn). Έστω m1,m2, . . . ,mn τα ελαʆ χιστα πολυωʆ νυμα των α1, α2, . . . , αn

επιʆ τουK αντιʆστοιχα και εʆστω
f = m1m2 · · ·mn.

Καθεʆνα αποʆ τα mi ειʆναι αναʆ γωγο επιʆ του K και εʆχει μια ριʆζα αi ∈ L. Επειδηʆ η επεʆκταση
L : K ειʆναι κανονικηʆ καʆ θεmi διασπαʆ ται επιʆ του L. Άρα το f διασπαʆ ται επιʆ του L. Επειδηʆ
το L παραʆ γεται αποʆ τοK και τις ριʆζες του f , θα ειʆναι το σωʆ μα διαʆ σπασης του f .
(⇐=) Τωʆ ρα υποθεʆτουμε οʆ τι τοL ειʆναι το σωʆ μα διαʆ σπασης καʆ ποιου πολυωʆ νυμου f επιʆ του
K . Η επεʆκταση L : K ειʆναι πεπερασμεʆνη καθωʆ ς προκυʆ πτει αποʆ το K με τη προσθηʆ κη
των ριζωʆ ν του f . Δηλαδηʆ L = K(α1, α2, . . . , αn), οʆ που α1, α2, . . . , αn ειʆναι οι ριʆζες του f .
Άρα τα α1, α2, . . . , αn ειʆναι αλγεβρικαʆ επιʆ τουK , συνεπωʆ ς αποʆ το Ποʆ ρισμα 5.2 η επεʆκταση
L : K ειʆναι πεπερασμεʆνη. Μεʆνει να δειʆξουμε οʆ τι η επεʆκταση L : K ειʆναι κανονικηʆ . Για
να το καʆ νουμε αυτοʆ θα παʆ ρουμε εʆνα αναʆ γωγο πολυωʆ νυμο g επιʆ του K το οποιʆο εʆχει μια
ριʆζα στοL και θα δειʆξουμε οʆ τι το g διασπαʆ ται στοL. ΈστωM να ειʆναι το σωʆ μα διαʆ σπασης
του fg. Φανεραʆ L ⊆ M και τα f, g διασπωʆ νται στοM . Έστω ϱ1, ϱ2 να ειʆναι να ειʆναι ριʆζες
του g επιʆ του M . Το πολυωʆ νυμο f διασπαʆ ται επιʆ των L(ϱ1) και L(ϱ2). Επιπλεʆον, αν το
f διασπαʆ ται επιʆ ενοʆ ς αʆ λλου υποσωʆ ματος τουM που περιεʆχει τοK(ϱ1) τοʆ τε το υποʆσωμα
αυτοʆ πρεʆπει να περιεʆχει και το L εφοʆσον το L ειʆναι το σωʆ μα διαʆ σπασης του f επιʆ του K
και αʆ ρα θα πρεʆπει να περιεʆχει και το L(ϱ1). Άρα το L(ϱ1) ειʆναι το σωʆ μα διαʆ σπασης του f
επιʆ τουK(ϱ1). Όμοια, το L(ϱ2) ειʆναι το σωʆ μα διαʆ σπασης του f επιʆ τουK(ϱ2).

Ισχυριζοʆ μαστε οʆ τι
[L(ϱ1) : L] = [L(ϱ2) : L].
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Θεωρουʆ με την απεικοʆ νιση σ : K(ϱ1) −→ K(ϱ2) με

σ(k) = k ∀k ∈ K και σ(ϱ1) = ϱ2.

Αρχικαʆ θα δειʆξουμε οʆ τι η σ ειʆναι καλαʆ ορισμεʆνη. Έστω h1, h2 ∈ K(ϱ1) με h1(ϱ1) =
h2(ϱ1). Χρησιμοποιωʆ ντας τον Ευκλειʆδειο αλγοʆ ριθμο βριʆσκουμε τον μεʆγιστο κοινοʆ διαιρεʆτη
του g και του h1 − h2, εʆστω οʆ τι ειʆναι το πολυωʆ νυμο r. Τοʆ τε θα εʆχουμε οʆ τι

q1g + q2(h1 − h2) = r

αʆ ρα
r(ϱ1) = q1(ϱ1)g(ϱ1) + q2(ϱ1)(h1 − h2)(ϱ1) = 0.

Αφουʆ λοιποʆ ν το πολυωʆ νυμο r εʆχει ριʆζα το ϱ1, το r δεν μπορειʆ να ειʆναι σταθεροʆ πολυωʆ νυμο,
δηλαδηʆ deg(r) > 0. Τωʆ ρα οʆ μως εʆχουμε οʆ τι εʆνα μη σταθεροʆ πολυωʆ νυμο, διαιρειʆ το αναʆ γωγο
πολυωʆ νυμο g, το οποιʆο μπορειʆ να συμβαιʆνει μοʆ νο αν το r ειʆναι της μορφηʆ ς cg, οʆ που c ∈ K .
Άρα το g διαιρειʆ το (h1 − h2), συνεπωʆ ς

h1 − h2 = qg,

αʆ ρα
(h1 − h2)(ϱ2) = q(ϱ2)g(ϱ2) =⇒ (h1 − h2)(ϱ2) = 0 =⇒ h1(ϱ2) = h2(ϱ2).

οποʆ τε
σ
(
h1(ϱ2)

)
= σ

(
h2(ϱ2)

)
.

Συνεπωʆ ς η απεικοʆ νιση σ ειʆναι καλαʆ ορισμεʆνη. Ευʆ κολα βλεʆπει κανειʆς οʆ τι η σ ειʆναι 1− 1, επιʆ
και οʆ τι σ(x + y) = σ(x) + σ(y). Έτσι μας μεʆνει μοʆ νο να δειʆξουμε οʆ τι σ(xy) = σ(x)σ(y).
Έστω x = p1(ϱ1), y = p2(ϱ1) και h(ϱ1) = p1(ϱ1)p2(ϱ1). Τοʆ τε

(h− p1p2)(ϱ1) = 0.

Χρησιμοποιωʆ ντας τον Ευκλειʆδειο αλγοʆ ριθμο βριʆσκουμε τον μεʆγιστο κοινοʆ διαιρεʆτη του g
και του h− p1p2, εʆστω οʆ τι ειʆναι το πολυωʆ νυμο r̂. Τοʆ τε θα εʆχουμε

q1g + q2(h− p1p2) = r̂

αʆ ρα
r̂(ϱ1) = q1(ϱ1)g(ϱ1) + q2(ϱ1)(h− p1p2)(ϱ1) = 0.

Αφουʆ λοιποʆ ν το πολυωʆ νυμο r̂ εʆχει ριʆζα το ϱ1, το r̂ δεν μπορειʆ να ειʆναι σταθεροʆ πολυωʆ νυμο,
δηλαδηʆ deg(r̂) > 0. Τωʆ ρα οʆ μως εʆχουμε οʆ τι εʆνα μη σταθεροʆ πολυωʆ νυμο, διαιρειʆ το αναʆ γωγο
πολυωʆ νυμο g, το οποιʆο μπορειʆ να συμβαιʆνει μοʆ νο αν το r̂ ειʆναι της μορφηʆ ς cg, οʆ που c ∈ K .
Άρα το g διαιρειʆ το (h− p1p2), συνεπωʆ ς

h− p1p2 = q̂g

4



αʆ ρα

h(ϱ2)− p1(ϱ2)p2(ϱ2) = q̂(ϱ2)g(ϱ2) =⇒ h(ϱ2)− p1(ϱ2)p2(ϱ2) = 0 =⇒ h(ϱ2) = p1(ϱ2)p2(ϱ2),

οποʆ τε
σ
(
h(ϱ1)

)
= σ

(
p1(ϱ1)

)
σ
(
p2(ϱ1)

)
.

Άρα ο σ : K(ϱ1) −→ K(ϱ2) ειʆναι ισομορφισμοʆ ς. Επιπλεʆον, ταL(ϱ1) καιL(ϱ2) ειʆναι σωʆ ματα
διαʆ σπασης του f επιʆ τωνK(ϱ1) ΚαιK(ϱ2) συνεπωʆ ς αποʆ το Θεωʆ ρημα 7.3 ο σ επεκτειʆνεται
σε ισομορφισμοʆ τ : L(ϱ1) −→ L(ϱ2). Άρα οι επεκταʆ σεις L(ϱ1) : K και L(ϱ2) : K ειʆναι
ισομoρφικεʆς και [L(ϱ1) : K] = [L(ϱ2) : K]. Αλλαʆ

[L(ϱ1) : K] = [L(ϱ1) : L][L : K] = [L(ϱ2) : L][L : K] = [L(ϱ2) : K]

δηλαδηʆ [L(ϱ1) : L] = [L(ϱ2) : L]. Άρα ϱ1 ∈ L αν και μοʆ νο αν ϱ2 ∈ L. Με αʆ λλα λοʆγια, αν μια
ριʆζα του αναʆ γωγου πολυωνυʆ μου f ανηʆ κει στοL τοʆ τε καʆ θε ριʆζα του f ανηʆ κει στοL και αʆ ρα
η L : K ειʆναι κανονικηʆ επεʆκταση.

Το παρακαʆ τω διαʆ γραμμα δειʆχνει πως σχετιʆζονται μεταξυʆ τους τα υποσωʆ ματα τουM .

M

L(ϱ1)

;;xxxxxxxxx
τ // L(ϱ2)

ccFFFFFFFFF

L

ccFFFFFFFFF

OO

;;xxxxxxxxx

K(ϱ1)

OO

σ // K(ϱ2)

OO

K

ccFFFFFFFFF

OO

;;xxxxxxxxx

DD [[

�

8.1 Ασκήσεις
1. Δειʆξτε οʆ τι ταμοʆ ναυποσωʆ ματατουQ(i,

√
5) ειʆναι ταQ(i),Q(

√
5),Q(i

√
5)καιQ(i,

√
5).

2. Προσδιοριʆστε τα σωʆ ματα διαʆ σπασης επιʆ τουQ των πολυωνυʆ μων x3−1, x4+5x2+6,
x6 − 8.

3. Ποιες αποʆ τις παρακαʆ τω επεκταʆ σεις ειʆναι κανονικεʆς?

(i) Q(x) : Q.
(ii) Q(

√
−5) : Q.
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(iii) Q(a) : Q οʆπου a ειʆναι η πραγματικηʆ εʆβδομη ριʆζα του 5.
(iv) R(

√
−7) : R

4. Δειʆξτε οʆ τι καʆ θε επεʆκταση ενοʆ ς υποσωʆ ματος του C βαθμουʆ 2 ειʆναι κανονικηʆ . Ισχυʆ ει
το παραπαʆ νω για τις επεκταʆ σεις οποιουδηʆποτε βαθμουʆ ?

5. Εξηγηʆ στε αν οι παρακαʆ τω προταʆ σεις ειʆναι αληθειʆς ηʆ ψευδειʆς.

(i) Καʆ θε πολυωʆ νυμο επιʆ τουQ διασπαʆ ται σε καʆ ποιο υποʆσωμα του C.
(ii) Τα σωʆ ματα διαʆ σπασης στο C ειʆναι μοναδικαʆ .
(iii) Καʆ θε πεπερασμεʆνη επεʆκταση ειʆναι κανονικηʆ .
(iv) ΗQ(

√
19) : Q ειʆναι κανονικηʆ επεʆκταση.

(v) ΗQ( 4
√
19) : Q ειʆναι κανονικηʆ επεʆκταση.

(vi) ΗQ( 4
√
19) : Q(

√
19) ειʆναι κανονικηʆ επεʆκταση.

(vii) Καʆ θε κανονικηʆ επεʆκταση μιας κανονικηʆ ς επεʆκτασης ειʆναι κανονικηʆ επεʆκταση.

9 Διαχωρισιμότητα
ΟΡΙΣΜΟς 9.1. ΈστωK σωʆ μα και f πολυωʆ νυμο με

f(x) = c0 + c1x+ c2x
2 + · · ·+ cnx

n, ci ∈ K.

Η παραʆ γωγοςDf του f οριʆζεται ως

Df(x) =
n∑

i=1

jcjx
j−1.

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 9.1. Για καʆ θε πολυωʆ νυμα f, g ∈ K ισχυʆ ουν τα εξηʆ ς:

• D(f + g) = Df +Dg

• D(fg) = D(f)g + fD(g)

• Αν το f ειʆναι το σταθεροʆ πολυωʆ νυμο τοʆ τεDf = 0

Η αποʆ δειξη των παραπαʆ νω ειʆναι απληʆ εφαρμογηʆ του ορισμουʆ 9.1.

ΟΡΙΣΜΟς 9.2. Έστω K σωʆ μα, f πολυωʆ νυμο επιʆ του K και L : K μια επεʆκταση. Ένα
στοιχειʆο α ∈ L λεʆγεται πολλαπληʆ ριʆζα του f επιʆ τουK αν το πολυωʆ νυμο (x − α)2 διαιρειʆ
το f .
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ΠΡΟΤΑΣΗ 9.1. Έστω K σωʆ μα και f πολυωʆ νυμο επιʆ του K . Το f εʆχει πολλαπληʆ ριʆζα σε
εʆνα σωʆ μα διαʆ σπασης του f επιʆ τουK αν και μοʆ νο αν υπαʆ ρχει μη σταθεροʆ πολυωʆ νυμο επιʆ
τουK το οποιʆο να διαιρειʆ το f και τοDf στοK .
Απόδειξη. (=⇒)Αντο f εʆχει πολλαπληʆ ριʆζααστοσωʆ μαδιαʆ σπασηςL, τοʆ τε υπαʆ ρχει g ∈ L[x]
ωʆ στε

f(x) = (x− α)2g(x) και Df(x) = 2(x− α)g(x) + (x− α)2Dg(x).

Άρα το ελαʆ χιστο πολυωʆ νυμο του α στο K[x] διαιρειʆ και το f και το Df , διοʆ τι και τα δυʆ ο
εʆχουν ριʆζα το α.
(⇐=) Έστω f ∈ K[x] ωʆ στε f καιDf να διαιρουʆ νται αποʆ εʆνα μη σταθεροʆ πολυωʆ νυμο g ∈
K[x]. Τοʆ τε θα υπαʆ ρχουν πολυωʆ νυμα q1, q2 ∈ K[x]ωʆ στε

• f(x) = q1(x)g(x) και

• Df(x) = q2(x)g(x)

Έστω L το σωʆ μα διαʆ σπασης του f επιʆ του K , τοʆ τε και το g διασπαʆ ται στο L. Έστω
ϱ ∈ L μια ριʆζα του g, τοʆ τε

f(ϱ) = 0 =⇒ f(x) = (x− ϱ)p(x), (1)
για καʆ ποιο πολυωʆ νυμο p ∈ L[x], αʆ ρα

Df(x) = p(x) + (x− ϱ)Dp(x). (2)

Όμως το g διαιρειʆ τοDf , συνεπωʆ ς υπαʆ ρχει καʆ ποιο h ∈ L[x]ωʆ στε

Df(x) = h(x)g(x) =⇒ Df(ϱ) = h(ϱ)g(ϱ) = 0, (3)
τωʆ ρα αποʆ τις (2) και (3) θα εʆχουμε οʆ τι

0 = Df(ϱ) = p(ϱ),

αʆ ρα υπαʆ ρχει πολυωʆ νυμο l ∈ L[x]ωʆ στε

p(x) = (x− ϱ)l(x), (4)

εʆτσι αποʆ τις σχεʆσεις (1) και (4) θα εʆχουμε οʆ τι

f(x) = (x− ϱ)2l(x),

συνεπωʆ ς το f εʆχει πολλαπληʆ ριʆζα στο L.
�

ΟΡΙΣΜΟς 9.3. Ένα αναʆ γωγο πολυωʆ νυμο f επιʆ τουK θα λεʆγεται διαχωριʆσιμο επιʆ τουK
αν δεν εʆχει πολλαπλεʆς ριʆζες στο σωʆ μα διαʆ σπασηʆ ς του.
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Αυτοʆ σημαιʆνει οʆ τι το f στο σωʆ μα διαʆ σπασηʆ ς του γραʆφεται σαν γινοʆ μενο πρωτοβαʆ θ‑
μιων παραγοʆ ντων, δηλαδηʆ στη μορφηʆ

f(x) = c(x− a1)(x− a2) · · · (x− an), οʆπου a1, . . . , an διακριταʆ .

Θα δωʆ σουμε εʆνα ισοδυʆ ναμο ορισμοʆ .

ΟΡΙΣΜΟς 9.4. Ένα αναʆ γωγο πολυωʆ νυμο f επιʆ τουK θα λεʆγεται διαχωριʆσιμο επιʆ τουK
αν οʆ λοι οι αναʆ γωγοι παραʆ γοντες του f ειʆναι διαχωριʆσιμοι στο σωʆ μα διαʆ σπασηʆ ς του.

ΠΡΟΤΑΣΗ 9.2. ΈστωK εʆνα σωʆ μα. Ένα αναʆ γωγο πολυωʆ νυμο f ∈ K[x] δεν ειʆναι διαχω‑
ριʆσιμο αν και μοʆ νο ανDf = 0
Απόδειξη. (=⇒)Έστω f ∈ K[x] εʆνα αναʆ γωγοπολυωʆ νυμοπου δεν ειʆναι διαχωριʆσιμο. Συνε‑
πωʆ ς το f εʆχει πολλαπλεʆς ριʆζες στο σωʆ μα διαʆ σπασηʆ ς του, αʆ ρα αποʆ την Προʆ ταση 9.1 υπαʆ ρχει
g ∈ K[x] ωʆ στε το g να διαιρειʆ το f και τοDf , οποʆ τε αφουʆ το f ειʆναι αναʆ γωγο, θα εʆχουμε
οʆ τι

g = cf οʆπου c ∈ K.

Όμως το cf διαιρειʆ τοDf , οποʆ τε και το f διαιρειʆ τοDf . Αλλαʆ deg(f) > deg(Df) συνεπωʆ ς
Df = 0.
(⇐=) Υποθεʆτουμε οʆ τιDf = 0 τοʆ τε το f διαιρειʆ και το f και τοDf , εʆτσι αποʆ την Προʆ ταση
9.1 το f θα εʆχει πολλαπλεʆς ριʆζες στο σωʆ μα διαʆ σπασηʆ ς του. Άρα το f δεν ειʆναι διαχωριʆσιμο.

�

ΟΡΙΣΜΟς 9.5. Έστω L : K να ειʆναι μια επεʆκταση και a ∈ L εʆνα αλγεβρικοʆ στοιχειʆο επιʆ
τουK . Θα λεʆμε οʆ τι το a ειʆναι διαχωριʆσιμο επιʆ τουK αν το ελαʆ χιστο πολυωʆ νυμο του α επιʆ
του ειʆναι διαχωριʆσιμο επιʆ τουK .

ΟΡΙΣΜΟς 9.6. Μια αλγεβρικηʆ επεʆκταση L : K θα λεʆγεται διαχωριʆσιμη αν καʆ θε a ∈ L
ειʆναι διαχωριʆσιμο επιʆ τουK .

ΛΗΜΜΑ 9.1. ΑνK ειʆναι εʆνα σωʆ μα χαρακτηριστικηʆ ς 0, τοʆ τε καʆ θε f πολυωʆ νυμο επιʆ τουK
με deg(f) > 0 ειʆναι διαχωριʆσιμο. Άρα και καʆ θε επεʆκταση L : K ειʆναι διαχωριʆσιμη.

Απόδειξη. ΤοK εʆχει χαρακτηριστικηʆ 0, αʆ ρα

nx 6= 0 ∀n ∈ N,∀x ∈ K.

Έστω f(x) ∈ K[x] και g(x) = c0 + c1x+ c2x
2 + · · ·+ cnx

n εʆνας αναʆ γωγος παραʆ γοντας του
f επιʆ τουK με deg(g) > 1. Τοʆ τε

Dg(x) = c1 + 2c2x+ 3c3x
2 + · · ·+ ncnx

n−1 6= 0.

Άρα αποʆ την Προʆ ταση 9.2 και τον ορισμοʆ 9.4 το f ειʆναι διαχωριʆσιμο επιʆ του K . Άρα η
επεʆκταση ειʆναι διαχωριʆσιμη. �
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10 Πεπερασμένα Σώματα
ΛΗΜΜΑ 10.1. ΈστωK εʆνα σωʆ μα χαρακτηριστικηʆ ς p > 0 (p πρωʆ τος). Τοʆ τε η απεικοʆ νιση
ϕ : K −→ K με

ϕ(x) = xp, x ∈ K

ειʆναι μονομορφισμοʆ ς σωμαʆ των. Αν τοK ειʆναι πεπερασμεʆνο τοʆ τε ο ϕ ειʆναι αυτομορφισμοʆ ς
σωμαʆ των.
Απόδειξη. Αρχικαʆ θα δειʆξουμε οʆ τι ο ϕ ειʆναι ομομορφισμοʆ ς σωμαʆ των. Έστω x, y ∈ K , τοʆ τε

ϕ(xy) = (xy)p = xpyp = ϕ(x)ϕ(y).

Επιʆσης αποʆ το διωνυμικοʆ θεωʆ ρημα θα εʆχουμε οʆ τι

ϕ(x+ y) = (x+ y)p

=

(
p

0

)
xp +

(
p

1

)
xp−1y +

(
p

2

)
xp−2y2 + · · ·+

(
p

p− 1

)
xyp−1 +

(
p

p

)
yp

οʆ μως(
p

k

)
=

p!

k!(p− k)!
=

(p− k + 1) . . . (p− 1)p

k!
= 1−12−1 · · · k−1(p−k+1) · · · (p−1)p ≡ 0(modp)

αʆ ρα

xp +

(
p

1

)
xp−1y +

(
p

2

)
xp−2y2 + · · ·+

(
p

p− 1

)
xyp−1 + yp = xp + yp

= ϕ(x) + ϕ(y).

Άρα η ϕ ειʆναι ομομορφισμοʆ ς. Τωʆ ρα θα δειʆξουμε οʆ τι η ϕ ειʆναι 1 − 1. Εφοʆσον η ϕ ειʆναι ομο‑
μορφισμοʆ ς, ο πυρηʆ νας Ker(ϕ) θα ειʆναι εʆνα ιδεωʆ δες τουK . Όμως επειδηʆ τοK ειʆναι σωʆ μα,
τα μοʆ να ιδεωʆ δη που εʆχει ειʆναι το τετριμμεʆνο {0} και ολοʆ κληρο τοK . Αλλαʆ ϕ(1) = 1 6= 0,
αʆ ρα ϕ 6= 0, οποʆ τε ο πυρηʆ νας Ker(ϕ) 6= K . Άρα Ker(ϕ) = {0} και συνεπωʆ ς η ϕ ειʆναι 1 − 1.
Άρα η ϕ ειʆναι εʆνας μονομορφισμοʆ ς. Τωʆ ρα αν τοK ειʆναι πεπερασμεʆνο, τοʆ τε καʆ θε μονομορ‑
φισμοʆ ς f : K −→ K ειʆναι και επιʆ, αʆ ρα ο ϕ ειʆναι αυτομορφισμοʆ ς. �

ΟΡΙΣΜΟς 10.1 (Frobenius Μονομορφισμοʆ ς). ΈστωK να ειʆναι εʆνα σωʆ μα χαρακτη‑
ριστικηʆ ς p > 0. Τοʆ τε η απεικοʆ νιση ϕ : K −→ K με

ϕ(x) = xp, x ∈ K

ονομαʆ ζεται Frobenius μονομορφισμοʆ ς τουK . Αν τοK ειʆναι πεπερασμεʆνο τοʆ τε η ϕ θα λεʆ‑
γεται Frobenius αυτομορφισμοʆ ς.
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ΘΕΩΡΗΜΑ 10.1. Έστω p να ειʆναι εʆνας πρωʆ τος αριθμοʆ ς και εʆστω q = pn, οʆ που n ∈ N.
Ένα σωʆ μα K εʆχει q στοιχειʆα αν και μοʆ νο αν ειʆναι το σωʆ μα διαʆ σπασης του πολυωνυʆ μου
f(x) = xq − x επιʆ του Zp.
Απόδειξη. (=⇒) Έστω K να ειʆναι εʆνα σωʆ μα με q στοιχειʆα. Το (K\{0}, ·) ειʆναι αβελιανηʆ
ομαʆ δα ταʆ ξης q − 1, εʆτσι αν a ∈ K\{0} τοʆ τε

aq−1 = 1 =⇒ aq = a =⇒ aq − a = 0.

Παρατηρηʆστε οʆ τι τα as, s = 0, . . . , q− 1 ειʆναι διακριταʆ . Άρα καʆ θε στοιχειʆο τουK ειʆναι ριʆζα
του πολυωνυʆ μου f(x) = xq−x. Καθωʆ ς το f ειʆναι βαθμουʆ q εʆχει q διακριτεʆς ριʆζες, οι οποιʆες
ειʆναι ακριβωʆ ς τα στοιχειʆα τουK . Συνεπωʆ ς το σωʆ μα διαʆ σπασης του f ειʆναι τοK .
(⇐=) Έστω οʆ τι τοK ειʆναι το σωʆ μα διαʆ σπασης του πολυωνυʆ μου f(x) = xq − x, δηλαδηʆ

K = Zp(α1, α2, . . . , αq),

οʆπου α1, α2, . . . , αq ειʆναι οι ριʆζες του f . Άρα τοK ειʆναι πεπερασμεʆνο. Τωʆ ρα επειδηʆ
0 6= Df(x) = qxq−1 − 1 ≡ −1 (mod q)

αποʆ την Προʆ ταση 9.2, το f ειʆναι διαχωριʆσιμο επιʆ του K , δηλαδηʆ οʆ λες οι ριʆζες του f ειʆναι
διακριτεʆς, αʆ ρα το f εʆχει ακριβωʆ ς q ριʆζες επιʆ τουK . Θεωρουʆ με την απεικοʆ νιση ϕ : K −→ K
με

ϕ(x) = xq.

Η ϕ ειʆναι μονομορφισμοʆ ς καθωʆ ς ειʆναι πεπερασμεʆνη συʆ νθεση Frobenius μονομορφισμωʆ ν.
Έστωα ∈ K . Τοʆ τε τοα ειʆναι ριʆζα του f αν και μοʆ νο αν ϕ(α) = α, αʆ ρα οι ριʆζες του f οριʆζουν
υποʆσωμα τουK , το οποιʆο οʆ μως ειʆναι ιʆσο με τοK εφοʆσον τοK ειʆναι σωʆ μα διαʆ σπασης. Άρα
τοK αποτελειʆται αποʆ τις ριʆζες του f και συνεπωʆ ς |K| = q. �

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 10.1. Θα δουʆ με οʆ τι τα μοʆ να πεπερασμεʆνα σωʆ ματα που μπορουʆ με να κα‑
τασκευαʆ σουμε, ειʆναι σωʆ ματα με pn στοιχειʆα, οʆ που p πρωʆ τος.

Πραʆ γματι εʆστω K εʆνα πεπερασμεʆνο σωʆ μα χαρακτηριστικηʆ ς p. Τοʆ τε το Zp ειʆναι υποʆ ‑
σωμα του K . Έστω n ο βαθμοʆ ς της επεʆκτασης K : Zp και {α1, α2, . . . , αn} μια βαʆ ση του
διανυσματικουʆ χωʆ ρου K επιʆ του Zp, οʆ που p πρωʆ τος. Καʆ θε στοιχειʆο s ∈ K γραʆφεται ως
γραμμικοʆ ς συνδυασμοʆ ς των α1, α2, . . . , αn, δηλαδηʆ

s = r1α1 + r2α2 + · · ·+ rnαn, οʆπου r1, r2, . . . , rn ∈ Zp.

Άρα |K| = pn.
ΟΡΙΣΜΟς10.2. Ένασωʆ μαμε pn στοιχειʆα (pπρωʆ τος)συμβολιʆζεται μεF (pn)ηʆ Fpn ηʆ GF (pn)
(Galois Field) και λεʆγεται σωʆ μα Galois με pn στοιχειʆα.
ΛΗΜΜΑ 10.2. Έστω φ : N −→ N η συναʆ ρτηση Euler, δηλαδηʆ

φ(n) = |{x ∈ N | 0 < x ≤ n, ωʆ στε (x, n) = 1}|

Για καʆ θε n ∈ N ισχυʆ ει ∑
d|n

φ(d) = n.
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Απόδειξη. Θεωρωʆ το συʆ νολο A = {1, 2, 3, . . . , n − 1, n}. Αν ο d ειʆναι διαιρεʆτης του n, τοʆ τε
ο d διαιρειʆ τους

1d, 2d, . . . ,
(n
d
− 1

)
d,
n

d
d.

Έστω κ ∈
{
1, 2, . . . , n

d
− 1, n

d

}
, τοʆ τε

(kd, n) = d⇐⇒ (k, n/d) = 1.

Άρα υπαʆ ρχουν ϕ(n/d) ακεʆραιοι στο {1, 2, · · · , n/d}, που εʆχουν μεʆγιστο κοινοʆ διαιρεʆτη με
το n, d. Διαμεριʆζω το Α στα εξηʆ ς υποσυʆ νολα

A1 = {x ∈ N | 0 < x ≤ n, (x, n) = 1}
A2 = {x ∈ N | 0 < x ≤ n, (x, n) = d2}

...
As = {x ∈ N | 0 < x ≤ n, (x, n) = ds}

εʆτσι θα εʆχουμε οʆ τι

|A1| = ϕ(n)

|A2| = ϕ(n/d2)

...
|As| = ϕ(n/ds)

Τα συʆ νολα Ai ειʆναι ξεʆνα μεταξυʆ τους και αποτελουʆ ν διαμεʆριση του A, δηλαδηʆ για καʆ θε
α ∈ A, υπαʆ ρχει i = 1, 2, . . . , sωʆ στε α ∈ Ai. Ειʆναι φανεροʆ οʆ τι

s∑
i=1

|Ai| = n,

αʆ ρα ∑
d|n

ϕ(n/d) = n

οʆ μως
n =

∑
d|n

ϕ(n/d) =
∑
d|n

ϕ(d).

�

ΘΕΩΡΗΜΑ 10.2. Έστω G μια πεπερασμεʆνη υποομαʆ δα της πολλαπλασιαστικηʆ ς ομαʆ δας
ενοʆ ς σωʆ ματος. Τοʆ τε ηG ειʆναι κυκλικηʆ .
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Απόδειξη. Έστω n να ειʆναι η ταʆ ξη της ομαʆ δαςG και d1, d2, . . . , ds να ειʆναι οʆ λοι οι διαιρεʆτες
του n. Αποʆ το θεωʆ ρημα του Lagrange, εʆχουμε οʆ τι η ταʆ ξη καʆ θε στοιχειʆου διαιρειʆ τη ταʆ ξη της
ομαʆ δας. Έτσι αν ψ(d) ειʆναι ο αριθμοʆ ς των στοιχειʆων τηςG με ταʆ ξη d, τοʆ τε

s∑
i=1

ψ(di) = n.

Έστω g ∈ G εʆνα στοιχειʆο ταʆ ξης d ∈ {d1, d2, . . . , ds}. Τα 1, g, g2, . . . , gd−1 ειʆναι διακριταʆ
στοιχειʆα τουG και ειʆναι ριʆζες του πολυωνυʆ μου xd− 1. Αλλαʆ εʆνα πολυωʆ νυμο βαθμουʆ d εʆχει
το πολυʆ d ριʆζες και αʆ ρα καʆ θε στοιχειʆο x της G που ικανοποιειʆ την xd = 1 ειʆναι το gk για
μοναδικοʆ k με 0 ≤ k ≤ d.

Επιπλεʆον, (k, d) = 1 τοʆ τε το στοιχειʆο gk εʆχει ταʆ ξη d. Αντιʆστροφα, αν (d, k) = 1 τοʆ τε το
gk εʆχει ταʆ ξη d. Άρα αν το ψ(d) 6= 0 τοʆ τε ψ(d) = ϕ(d) οʆπου ϕ(d) οι ακεʆραιοι 0 ≤ k ≤< d με
(k, d) = 1.

Σε καʆ θε περιʆπτωση
0 ≤ ψ(d) ≤ ϕ(d).

Όμως
s∑

i=1

ψ(di) = n =
s∑

i=1

ϕ(di) =⇒ ψ(di) = ϕ(di) ∀i = 1, 2, . . . , s

αʆ ρα
ϕ(n) = ψ(n) ≥ 1

αʆ ρα υπαʆ ρχει στοιχειʆο ταʆ ξης n στηνG οποʆ τε ηG ειʆναι κυκλικηʆ . �

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 10.1. Να κατασκευαστουʆ ν τα σωʆ ματα διαʆ σπασης των πολυωνυʆ μων

1. f1(x) = x3 − 1 ∈ Q[x],

2. f2(x) = x4 + 5x2 + 6 ∈ Q[x].

1. Το 1 ειʆναι ριʆζα του πολυωνυʆ μου f1, αʆ ρα θα υπαʆ ρχει πολυωʆ νυμο q ∈ Q[x]ωʆ στε

f(x) = (x− 1)q(x).

Ας βρουʆ με το πολυωʆ νυμο q καʆ νοντας τη διαιʆρεση του f με το (x− 1).

x3 + 0x2 + 0x− 1 x− 1
−x3 + x2 x2 + x+ 1

x2 + 0x− 1
−x2 − x+ 0

−x− 1
x+ 1

0
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Γνωριʆζουμε γενικοʆ τερα οʆ τι xn − 1 = (x− 1)(xn−1 + xn−2 + . . .+ x+ 1).
Άρα

f1(x) = x3 − 1 = (x− 1)(x2 + x+ 1).

Τωʆ ρα
x2 + x+ 1 = 0 =⇒ x1,2 =

−1± i
√
3

2

Άρα
x2 + x+ 1 =

(
x− −1 + i

√
3

2

)(
x+

−1− i
√
3

2

)
και εʆτσι

f1(x) = (x− 1)
(
x− −1 + i

√
3

2

)(
x+

−1− i
√
3

2

)
Άρα το σωʆ μα διαʆ σπασης του f1 ειʆναι το

Q
(−1 + i

√
3

2

)
= Q(i

√
3).

2. Θεʆτουμε y = x2 και θα εʆχουμε οʆ τι f2(x) = y2 + 5y + 6. Όμως

y2 + 5y + 6 = (y + 3)(y + 2) = (x2 + 3)(x2 + 2),

αʆ ρα
f2(x) = (x2 + 3)(x2 + 2) = (x− i

√
3)(x+ i

√
3)(x− i

√
2)(x+ i

√
2).

Άρα το σωʆ μα διαʆ σπασης του f2 ειʆναι το

Q(i
√
2, i

√
3).

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ10.2. Νακατασκευαστειʆ το σωʆ μαδιαʆ σπασης του f(x) = x3+2x+1στοZ3.
Ευʆ κολα βλεʆπουμε οʆ τι το f δεν εʆχει ριʆζες στο Z3, αʆ ρα ειʆναι αναʆ γωγο μιας και ειʆναι βαθμουʆ
3. Έστω I = 〈x3+2x+1〉 το ιδεωʆ δες που παραʆ γεται απ’ το πολυωʆ νυμο f(x) = x3+2x+1.
Κατασκευαʆ ζουμε το σωʆ μα

Z3[x]/I =
{
c2x

2 + c1x+ c0 + I | c0, c1, c2 ∈ Z3

}
= F27.

Ξεʆρουμε οʆ τι το πολυωʆ νυμο f εʆχει μια ριʆζα στο F27, την x+I = ζ . Διαιρουʆ με το f με το x−ζ

x3 + 0x2 + 2x+ 1 x− ζ
−x3 + ζx2 x2 + ζx+ (2 + ζ2)

ζx2 + 2x+ 1
−ζx2 + ζ2x

(2 + ζ2)x+ 1
−(2 + ζ2)x+ ζ(2 + ζ2)

ζ3 + 2ζ + 1 = 0
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Άρα το πολυωʆ νυμο f γραʆφεται στη μορφηʆ

f(x) = (x− ζ)
(
x2 + ζx+ (2 + ζ2)

)
Ευʆ κολα βλεʆπουμε οʆ τι το ζ + 1 ειʆναι ριʆζα του x2 + ζx+ (2 + ζ2) στο F27 και τελικαʆ εʆχουμε

x3 + 2x+ 1 = (x− ζ)(x− (ζ + 1))(x+ (2ζ + 1))

οποʆ τε το F27 ειʆναι το σωʆ μα διαʆ σπασης του f . Να παρατηρηʆ σουμε οʆ τι στην ουσιʆα το F27

κατασκευαʆ στηκε προσαρτωʆ ντας στο Z3 μια ριʆζα του πολυωνυʆ μου f (την ζ), συνεπωʆ ς

F27 = Z3(ζ).

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 10.3. Ποια αποʆ τα παρακαʆ τω πολυωʆ νυμα

1. f1(x) = x3 + 1

2. f2(x) = x2 + 2x− 1

3. f3(x) = x6 + x5 + x4 + x3 + x2 + x+ 1

ειʆναι διαχωριʆσιμα στο: Q, C, Z2, Z3 ,Z5, Z7, Z19;
Αποʆ το Ληʆ μμα 9.1 οʆ λα τα παραπαʆ νω πολυωʆ νυμα ειʆναι διαχωριʆσιμα σταQ καιC καθωʆ ς

ειʆναι σωʆ ματα χαρακτηριστικηʆ ς 0. Θα εξεταʆ σουμε τις παραγωʆ γους των αναʆ γωγων παρα‑
γοʆ ντων των πολυωνυʆ μων σε καʆ θε σωʆ μα.

1. Το f1(x) εʆχει ριʆζα το−1 και γραʆφεται σαν (x+1)(x2−x+1). Ο παραʆ γοντας x2−x+1
ευʆ κολα βλεʆπουμε οʆ τι στο Z2,Z3,Z5 ειʆναι αναʆ γωγος καιD(x2 − x+1) = 2x− 1 6= 0 αʆ ρα το
f1(x) ειʆναι διαχωριʆσιμο στα σωʆ ματα αυταʆ . Τι γιʆνεται με τα σωʆ ματα Z7,Z19;

2. Το x2 + 2x− 1 στο Z2 ειʆναι το x2 − 1 = (x− 1)2 και καʆ θε αναʆ γωγος παραʆ γοντας εʆχει
οριʆζουσα 1 αʆ ρα ειʆναι διαχωριʆσιμο.

Ευʆ κολα βλεʆπουμε οʆ τι στο Z3,Z5 το πολυωʆ νυμο ειʆναι αναʆ γωγο και εʆχειD(f2) 6= 0 αʆ ρα
ειʆναι διαχωριʆσιμο στα σωʆ ματα αυταʆ . Τι γιʆνεται με το Z7,Z19;

3. Το f3(x) εʆχει ριʆζα το 1 στο Z7 αʆ ρα δεν ειʆναι αναʆ γωγο. Στην πραγματικοʆ τητα, στο Z7

ισχυʆ ει οʆ τι f3(x) = (x+ 1)7.

ΘΕΩΡΗΜΑ 10.3 (Πρωταρχικωʆ ν Στοιχειʆων). Καʆ θε πεπερασμεʆνη και διαχωριʆσιμη ε‑
πεʆκταση σωʆ ματος ειʆναι απληʆ .

Απόδειξη. Έστω L : K να ειʆναι μια πεπερασμεʆνη και διαχωριʆσιμη επεʆκταση σωʆ ματος.

• Αν τοK ειʆναι πεπερασμεʆνο, τοʆ τε και τοL ειʆναι πεπερασμεʆνο, αφουʆ η επεʆκτασηL : K
ειʆναι πεπερασμεʆνη. Έτσι αποʆ το Θεωʆ ρημα 10.2 η πολλαπλασιαστικηʆ ομαʆ δα του L
ειʆναι πεπερασμεʆνη κυκλικηʆ . Συνεπωʆ ς υπαʆ ρχει j ∈ Lωʆ στε

〈j〉 = L \ {0}.

ΆραK(j) = L.
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• Αν τοK ειʆναι αʆ πειρο.
Έστω οʆ τι L = K(α1, β1), αφουʆ η επεʆκταση L : K ειʆναι πεπερασμεʆνη αποʆ το Ποʆ ρι‑
σμα 5.2 τα α1, β1 ειʆναι αλγεβρικαʆ επιʆ τουK . Θεωρουʆ με f, g τα ελαʆ χιστα πολυωʆ νυμα
επιʆ του K , των α1, β1 αντιʆστοιχα. Υποθεʆτουμε οʆ τιM ειʆναι το σωʆ μα διαʆ σπασης του
πολυωʆ νυμου fg, οποʆ τε προφανωʆ ς τα f και g διασπωʆ νται στοM . Άρα τα f, g θα γραʆ ‑
φονται στη μορφηʆ

f(x) = c1(x− α1)(x− α2) · · · (x− αk)

g(x) = c2(x− β1)(x− β2) · · · (x− βm).

Επειδηʆ η επεʆκταση L : K ειʆναι διαχωριʆσιμη αi 6= αj και βi 6= βj για καʆ θε i 6= j.
Καθωʆ ς τοK ειʆναι αʆ πειρο μπορωʆ να βρω εʆνα c ∈ K ωʆ στε

c 6= αi − α1

β1 − βj
(5)

για καʆ θε i = 1, . . . , k και για καʆ θε j = 2, . . . ,m. Έστω
h(x) = f(θ − cx), οʆπου θ = α1 + cβ1

εʆνα πολυωʆ νυμο στοK(θ). Ευʆ κολα βλεʆπουμε οʆ τι
h(β1) = f(α1 + cβ1 − cβ1) = f(α1) = 0.

Επιʆσης h(βi) 6= 0 ∀i 6= 1, διοʆ τι αν
h(βi) = 0 =⇒ f(α1 + cβ1 − cβi) = 0

=⇒ α1 + c(β1 − βi) = αr για καʆ ποιο r ∈ {1, . . . , k}

=⇒ c =
αr − α1

β1 − βi

το οποιʆο ειʆναι αʆ τοπο αποʆ την σχεʆση (5).
Άρα το β1 ειʆναι η μοʆ νη κοινηʆ ριʆζα του g και του h, οποʆ τε ο μεʆγιστος κοινοʆ ς διαιρεʆτης
των g, h στοK(θ)[x] ειʆναι το (x−β1). Άρα β1 ∈ K(θ) εφοʆσον α1 = θ− cβ1 και c ∈ K .
Άρα L = K(θ).
Έστω τωʆ ρα L = K(α1, . . . , αm) οʆπουK αʆ πειρο σωʆ μα, α1, . . . , αm αλγεβρικαʆ επιʆ του
K και L : K διαχωριʆσιμη. Γιαm = 1 δεν εʆχω τιʆποτε να δειʆξω και γιαm = 2 εʆχουμε
ηʆ δη δειʆξει οʆ τι η επεʆκταση ειʆναι απληʆ . Υποθεʆτουμε οʆ τι το αποτεʆλεσμα ισχυʆ ει γιαm−1
και εʆστω L1 = K(α1, . . . , αm−1). Τοʆ τε η L1 : K ειʆναι απληʆ και αʆ ρα υπαʆ ρχει β ∈ L1

ωʆ στε L1 = K(β). Άρα L = K(β, αm) η οποιʆα ειʆναι επιʆσης διαχωριʆσιμη και αm, β
αλγεβρικαʆ επιʆ τουK . Άρα αποʆ επαγωγηʆ η L ειʆναι απληʆ .

�
ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 10.4. Η επεʆκτασηQ(

√
2,
√
3,
√
5,
√
7) : Q ειʆναι απληʆ και μαʆ λιστα

Q(
√
2,
√
3,
√
5,
√
7) = Q(

√
2 +

√
3,
√
5,
√
7)

= Q(
√
2 +

√
3 +

√
5,
√
7)

= Q(
√
2 +

√
3 +

√
5 +

√
7).
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11 Ομάδα Galois
ΟΡΙΣΜΟς11.1. ΈστωL : K μια επεʆκτασησωμαʆ των. Τοσυʆ νολοοʆ λωντωνK−αυτομορφισμωʆ ν
της L αποτελειʆ ομαʆ δα, ονομαʆ ζεται ομαʆ δα Galois της επεʆκτασης και συμβολιʆζεται με Γ(L :
K). Δηλαδηʆ

Γ(L : K) = {σ : L −→ L | σ εʆναςK−αυτομορφισμοʆ ς}.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 11.1. 1. Ποια η ομαʆ δα Galois της επεʆκτασης C : R;
Έστω f : C −→ C εʆνας R−αυτομορφισμοʆ ς. Tοʆ τε(

f(i)
)2

= f(i2) = f(−1) = −1 =⇒ f(i) = ±i.

Άρα εʆχουμε δυʆ ο υποψηʆφιους R−αυτομορφισμουʆ ς, τους

• σ1 : C −→ C με σ1(z) = z (ταυτοτικοʆ ς)
• σ2 : C −→ C με σ2(z) = z (συζυγηʆ ς).

Ο σ1 φανεραʆ ειʆναι R−αυτομορφισμοʆ ς. Ο σ2 ειʆναι R−αυτομορφισμοʆ ς λοʆγω των ιδιο‑
τηʆ των της συζυγιʆας των μιγαδικωʆ ν αριθμωʆ ν

z1z2 = z1 · z2 και z1 + z2 = z1 + z2.

Άρα
|Γ(C : R)| = 2

και συνεπωʆ ς
Γ(C : R) ∼= Z2.

2. Ποια η ομαʆ δα Galois της επεʆκτασηςQ( 3
√
2) : Q;

Έστω f : Q( 3
√
2) −→ Q( 3

√
2) να ειʆναι εʆναςQ−αυτομορφισμοʆ ς, τοʆ τε

f(
3
√
2)3 = f

(
(

3
√
2)3

)
= f(2) = 2 =⇒ f(

3
√
2) =

3
√
2

μιας και στοQ( 3
√
2) δεν υπαʆ ρχουν αʆ λλες ριʆζες της εξιʆσωσης x3 = 2. Άρα ο μοναδικοʆ ς

αυτομορφισμοʆ ς ειʆναι ο ταυτοτικοʆ ς και εʆτσι∣∣Γ(Q(
3
√
2) : Q

)∣∣ = 1.

Ο βαθμοʆ ς της επεʆκτασηςQ( 3
√
2) : Q ειʆναι 3. Μπορουʆ με να παρατηρηʆ σουμε οʆ τι∣∣Γ(Q(

3
√
2) : Q

)∣∣ ≤ [
Q(

3
√
2) : Q

]
.

ΛΗΜΜΑ 11.1. Αν L : K ειʆναι μια πεπερασμεʆνη και διαχωριʆσιμη επεʆκταση τοʆ τε

|Γ(L : K)| ≤ [L : K].
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Απόδειξη. Αποʆ το Θεωʆ ρημα 10.3, η επεʆκταση L : K ειʆναι απληʆ . Άρα υπαʆ ρχει α ∈ L ωʆ στε
L = K(α). Έστω λ ∈ Lωʆ στε

λ = g(α),

για καʆ ποιο g ∈ K[x] και σ ∈ Γ(L : K). Ο σ ειʆναιK αυτομορφισμοʆ ς συνεπωʆ ς

σ(λ) = σ
(
g(α)

)
= g

(
σ(α)

)
.

Άρα η εικοʆ να του λ μεʆσω του σ προσδιοριʆζεται μοναδικαʆ αποʆ το σ(α).
Έστω f το ελαʆ χιστο πολυωʆ νυμο του α επιʆ τουK . Τοʆ τε

f
(
σ(α)

)
= σ

(
f(α)

)
= 0,

αʆ ρα το σ(α) ειʆναι ριʆζα του f . Συνεπωʆ ς αν deg(f) = n, εʆχουμε το πολυʆ n διαφορετικουʆ ς
K−αυτομορφισμουʆ ς. Όμως n ειʆναι ο βαθμοʆ ς της επεʆκτασης L : K , αʆ ρα

|Γ(L : K)| ≤ [L : K].

�

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 11.1. Ας επισημαʆ νουμε καʆ τι πολυʆ σημαντικοʆ που ειπωʆ θηκε στην παρα‑
παʆ νω αποʆ δειξη.

• ΈστωK(α1, α2, . . . , αn) : K μιαπεπερασμεʆνηαλγεβρικηʆ επεʆκτασηκαιΓ
(
K(α1, α2, . . . , αn) :

K
)
η ομαʆ δα Galois της επεʆκτασης. Τοʆ τε εʆναςK‑αυτομορφισμοʆ ς σ της ομαʆ δας Galois

τηςK(α1, α2, . . . , αn) : K , καθοριʆζεται μοναδικαʆ αποʆ τις εικοʆ νες τωνστοιχειʆωνα1, α2, . . . , αn.

ΟΡΙΣΜΟς 11.2. Έστω L σωʆ μα και G η ομαʆ δα των αυτομορφισμωʆ ν του L. Το σταθεροʆ
σωʆ μα τηςG ειʆναι το υποʆσωμα του L,{

α ∈ L | σ(α) = α ∀σ ∈ G
}
.

ΠΡΟΤΑΣΗ 11.1. Έστω L σωʆ μα, G μια πεπερασμεʆνη υποομαʆ δα της ομαʆ δας αυτομορφι‑
σμωʆ ν της L καιK το σταθεροʆ σωʆ μα της G. Τοʆ τε καʆ θε στοιχειʆο α ∈ L ειʆναι αλγεβρικοʆ επιʆ
τουK και το ελαʆ χιστο πολυωʆ νυμο του α επιʆ τουK ειʆναι το

(x− α1)(x− α2) · · · (x− αr)

οʆπου αi διακριταʆ με
{α1, . . . , αr} = {σ(α) | ∀σ ∈ G}.

Απόδειξη. Θεωρουʆ με το πολυωʆ νυμο

f(x) = (x− α1)(x− α2) · · · (x− αr) = (x− σ1(α))(x− σ2(α)) . . . (x− σr(α)).

Παρατηρηʆστε οʆ τι τοα ∈ {α1, . . . , αr}. Το f ειʆναι αναλλοιʆωτοαποʆ ταστοιχειʆα τηςGδηλαδηʆ

σ(f) = f, ∀σ ∈ G (6)
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διοʆ τι καʆ θε σ θα μεταθεʆτει τους παραʆ γοντες του f . Επιπλεʆον, το f ∈ K[x]. Πραʆ γματι,

f(x) = xr + (σ1(α) + σ2(α) + . . .+ σr(α))x
r−1 + . . .+ σ1(α) . . . σr(α)

και ευʆ κολα βλεʆπω οʆ τι οι συντελεστεʆς του f ανηʆ κουν στο σταθεροʆ σωʆ μα K . Επιπλεʆον, ε‑
φοʆσον το α ειʆναι ριʆζα του f(x), το α ειʆναι αλγεβρικοʆ επιʆ τουK .

Τωʆ ρα για οποιαδηʆποτε ριʆζα αi του f υπαʆ ρχει σ ∈ G ωʆ στε σ(α) = αi. Θεωρουʆ με g ∈
K[x] με g(α) = 0. Τοʆ τε

g(αi) = g(σ(α)) = σ
(
g(α)

)
= σ(0) = 0

αʆ ρα το αi ειʆναι και ριʆζα του g για καʆ θε i. Συνεπωʆ ς το f διαιρειʆ το g, οποʆ τε το f ειʆναι το
ελαʆ χιστο πολυωʆ νυμο του α επιʆ τουK . �

ΟΡΙΣΜΟς 11.3. Μια επεʆκταση σωμαʆ των λεʆγεται επεʆκταση Galois αν ειʆναι πεπερασμεʆνη,
κανονικηʆ και διαχωριʆσιμη.

ΘΕΩΡΗΜΑ 11.1. Έστω L σωʆ μα, G μια πεπερασμεʆνη υποομαʆ δα της ομαʆ δας αυτομορφι‑
σμωʆ ν του L καιK το σταθεροʆ σωʆ μα τηςG. Τοʆ τε η L : K ειʆναι επεʆκταση Galois. Επιπλεʆον

G = Γ(L : K) και |G| = [L : K].

Απόδειξη. Αποʆ τη Προʆ ταση 11.1 αν α ∈ L τοʆ τε το ελαʆ χιστο πολυωʆ νυμο του α επιʆ του K
διασπαʆ ται στο L και δεν εʆχει πολλαπλεʆς ριʆζες. Άρα η επεʆκταση L : K ειʆναι διαχωριʆσιμη
και κανονικηʆ . ΈστωM να ειʆναι εʆνα σωʆ μα μεK ⊂M ⊂ Lωʆ στε η επεʆκτασηM : K να ειʆναι
πεπερασμεʆνη. Η επεʆκτασηM : K ειʆναι διαχωριʆσιμη, εφοʆσον η L : K ειʆναι διαχωριʆσιμη.
Άρα αποʆ το Θεωʆ ρημα 10.3 η επεʆκταση M : K ειʆναι απληʆ , δηλαδηʆ υπαʆ ρχει a ∈ L ωʆ στε
M = K(a). Ξεʆρουμε οʆ τι [M : K] = deg(f), οʆ που f ειʆναι το ελαʆ χιστο πολυωʆ νυμο του a
επιʆ τουK . Άρα αποʆ τη Προʆ ταση 11.1, για οποιοδηʆποτε ενδιαʆ μεση πεπερασμεʆνη επεʆκταση
M το [M : K] διαιρειʆ το |G|. Επιλεʆγουμε το ενδιαʆ μεσο σωʆ μα M ωʆ στε η πεπερασμεʆνη
επεʆκτασηM : K να ειʆναι η μεʆγιστη δυνατηʆ και αʆ ρα το [M : K] ειʆναι το μεʆγιστο δυνατοʆ .
Αν παʆ ρουμε εʆνα στοιχειʆο λ ∈ L, τοʆ τε το λ ειʆναι αλγεβρικοʆ επιʆ του K , αʆ ρα η επεʆκταση
M(λ) :M ειʆναι πεπερασμεʆνη. Άρα αποʆ τον tower law, ηM(λ) : K ειʆναι πεπερασμεʆνη και

[M(λ) : K] = [M(λ) :M ][M : K].

Μιας και τοM : K ειʆναι το μεʆγιστο δυνατοʆ [M(λ) : K] = [M : K] δηλαδηʆ [M(λ) : M ] = 1
και αʆ ρα λ ∈ M καιM = L. Άρα η επεʆκταση L : K ειʆναι πεπερασμεʆνη και [L : K] διαιρειʆ
το |G|. Επιπλεʆον η επεʆκταση L : K ειʆναι επεʆκταση Galois.

Τωʆ ρα επειδηʆ G ⊆ Γ(L : K), και |Γ(L : K)| ≤ [L : K] εʆχουμε οʆ τι

|Γ(L : K)| ≤ [L : K] ≤ |G| ≤ |Γ(L : K)|

(αποʆ το Ληʆ μμα 11.1). Άρα |G| = [L : K] και |Γ(L : K)| = |G|. �
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ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 11.2. Αποʆ το προηγουʆ μενο Θεωʆ ρημα βλεʆπουμε οʆ τι αν εʆχουμε μια υποο‑
μαʆ δα μιας ομαʆ δας Galois, τοʆ τε παιʆρνουμε μια νεʆα επεʆκταση Galois.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 11.2. Έστω το σωʆ μα L = Q(
√
2,
√
3) και G μια πεπερασμεʆνη υποομαʆ δα

της ομαʆ δας Galois Γ(L : Q). Να βρεθουʆ ν τα σταθεραʆ σωʆ ματα καʆ θε υποομαʆ δας της ομαʆ δας
Galois.
Απόδειξη. Έστω σ ∈ Γ(L : Q). Τοʆ τε(

σ(
√
2)
)2

= σ
(√

2
2)

= σ(2) = 2 =⇒ σ(
√
2) = ±

√
2 και(

σ(
√
3)
)2

= σ
(√

3
2)

= σ(3) = 3 =⇒ σ(
√
3) = ±

√
3.

Άρα
Γ(L : Q) =

{
σ1, σ2, σ3, σ4

}
,

με

σ1(
√
2) =

√
2 και σ1(

√
3) =

√
3,

σ2(
√
2) =

√
2 και σ2(

√
3) = −

√
3,

σ3(
√
2) = −

√
2 και σ3(

√
3) =

√
3,

σ4(
√
2) = −

√
2 και σ4(

√
3) = −

√
3.

Επειδηʆ καʆ θε μη τετριμμεʆνο στοιχειʆο της Γ(L : Q) εʆχει ταʆ ξη 2, εʆχουμε οʆ τι

Γ(L : Q) ∼= Z2 × Z2.

Οι υποομαʆ δες της Γ(L : Q) ειʆναι οι

1. G1 = {σ1, σ2}

2. G2 = {σ1, σ3}

3. G3 = {σ1, σ4}.

Ξεʆρουμε οʆ τι

L = Q
(√

2,
√
3
)
=

{
a0 + a1

√
2 + (a2 + a3

√
2)
√
3 | a0, a1, a2, a3 ∈ Q

}
=

{
a0 + a1

√
2 + a2

√
3 + a3

√
6 | a0, a1, a2, a3 ∈ Q

}
.

Άρα εʆνα στοιχειʆο x τουQ
(√

2,
√
3
)
θα ειʆναι της μορφηʆ ς

x = a0 + a1
√
2 + a2

√
3 + a3

√
6.
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Οποʆ τε

σ4(x) = σ4(a0+a1
√
2+a2

√
3+a3

√
6)

= σ4(a0) + σ4(a1)σ4(
√
2) + σ4(a2)σ4(

√
3) + σ4(a3)σ4(

√
6)

= a0 + a1σ4(
√
2) + a2σ4(

√
3) + a3σ4(

√
2
√
3)

= a0 − a1
√
2− a2

√
3 + a3(−

√
2)(−

√
3)

= a0 − a1
√
2− a2

√
3 + a3

√
6

αʆ ρα

σ(x) = x

⇐⇒a0 − a1
√
2− a2

√
3 + a3

√
6 = a0 + a1

√
2 + a2

√
3 + a3

√
6

⇐⇒a1 = a2 = 0

Άρα ο σ4 κραταʆ ει σταθεραʆ τα σημειʆα της μορφηʆ ς

x1 = a0 + a3
√
6

και συνεπωʆ ς το σταθεροʆ σωʆ μα τηςG3 ειʆναι τοQ(
√
6).

Επιπλεʆον, επειδηʆ

σ2(
√
6) = σ2(

√
2
√
3) = σ2(

√
2)σ2(

√
3) =

√
2(−

√
3) = −

√
6 και σ2(a0) = a0,

συμπεραιʆνουμε οʆ τι
σ2(x1) = σ2(a0 + a3

√
6) = a0 − a3

√
6.

Άρα σ2(x1) = x1 ⇐⇒ a3 = 0 δηλαδηʆ το x1 ειʆναι της μορφηʆ ς

x1 = a0 με a0 ∈ Q.

Οποʆ τε το σταθεροʆ σωʆ μα της Γ(L : Q) ∼= Z2 × Z2 ειʆναι τοQ.
Με τον ιʆδιο τροʆπο βλεʆπουμε οʆ τι το σταθεροʆ σωʆ μα της G1 ειʆναι το Q(

√
2) και οʆ τι το

σταθεροʆ σωʆ μα τηςG2 ειʆναι τοQ(
√
3).

ΘΕΩΡΗΜΑ 11.2. Έστω L : K μια πεπερασμεʆνη επεʆκταση και Γ(L : K) η ομαʆ δα Galois
της επεʆκτασης L : K . Τοʆ τε η ταʆ ξη της ομαʆ δας Galois Γ(L : K), διαιρειʆ τον βαθμοʆ της
επεʆκτασης L : K . Επιπλεʆον

∣∣Γ(L : K)
∣∣ = [L : K] αν και μοʆ νο αν η επεʆκταση L : K ειʆναι

επεʆκταση Galois. Στην περιʆπτωση αυτηʆ τοK ειʆναι το σταθεροʆ σωʆ μα της Γ(L : K).

Απόδειξη. Έστω M το σταθεροʆ σωʆ μα της Γ(L : K). Αποʆ το Θεωʆ ρημα 11.1 η επεʆκταση
L :M , ειʆναι επεʆκταση Galois και ∣∣Γ(L : K)

∣∣ = [L :M ].
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Τωʆ ρα αποʆ τον tower law εʆχουμε οʆ τι

[L : K] = [L :M ][M : K]

αʆ ρα η ταʆ ξη της Γ(L : K), διαιρειʆ το [L : K].
(=⇒) Αν

∣∣Γ(L : K)
∣∣ = [L : K], τοʆ τε

[L : K] = [L :M ][M : K] =⇒
∣∣Γ(L : K)

∣∣ = ∣∣Γ(L : K)
∣∣[M : K] =⇒ [M : K] = 1,

συνεπωʆ ςM = K . Άρα το σταθεροʆ σωʆ μα της Γ(L : K) ειʆναι τοK , οποʆ τε αποʆ το Θεωʆ ρημα
11.1 συμπεραιʆνουμε οʆ τι η L : K ειʆναι επεʆκταση Galois.
(⇐=) Υποθεʆτουμε οʆ τι η επεʆκταση L : K ειʆναι επεʆκταση Galois. Συνεπωʆ ς η L : K ειʆναι
πεπερασμεʆνη και διαχωριʆσιμη. Άρα υπαʆ ρχει a ∈ Lωʆ στε

L = K(a).

Έστω f το ελαʆ χιστο πολυωʆ νυμο του a επιʆ του K . Το f ειʆναι αναʆ γωγο στο K , διασπαʆ ται
στο L και η L : K ειʆναι κανονικηʆ επεʆκταση. Αν a = a1, a2, . . . , ar οι ριʆζες του f στο L, τοʆ τε
r = deg f . Έστω σ εʆναςK‑αυτομορφισμοʆ ς της Γ(L : K). Τοʆ τε

f
(
σ(aj)

)
= σ

(
f(aj)

)
= 0 =⇒ σ(aj) = ai για καʆ ποιο i = 1, . . . , r.

Δηλαδηʆ , καʆ θεK‑αυτομορφισμοʆ ς της Γ(L : K), μεταθεʆτει τις ριʆζες του πολυωνυʆ μου f . Θα
δειʆξουμε οʆ τι για καʆ θε aj ριʆζα του f , υπαʆ ρχειK‑αυτομορφισμοʆ ς σj ∈ Γ(L : K) με

σj(a) = aj.

Καʆ θε στοιχειʆο της επεʆκτασης K(a) = L ειʆναι της μορφηʆ ς p(a) για καʆ ποιο p ∈ K[x]. Οριʆ‑
ζουμε την συναʆ ρτηση σj : L −→ L με σj

(
p(a)

)
= p(aj) για καʆ θε p ∈ K[x]. Η σj ειʆναι καλαʆ

ορισμεʆνη. Πραʆ γματι αν g(x), h(x) ∈ K[x] ειʆναι πολυωʆ νυμα επιʆ τουK με g(a) = h(a), τοʆ τε
το πολυωʆ νυμο g − h εʆχει ριʆζα το a, αʆ ρα το g − h διαιρειʆται αποʆ το ελαʆ χιστο πολυωʆ νυμο f
του a, συνεπωʆ ς

g(aj)− h(aj) = 0 =⇒ σj
(
g(a)

)
= σj

(
h(a)

)
για καʆ θε j = 1, . . . , r,

αʆ ρα η σj ειʆναι καλαʆ ορισμεʆνη. Τωʆ ρα θα δειʆξουμε οʆ τι η σj ειʆναι ισομορφισμοʆ ς για καʆ θε
j = 1, 2, . . . , r. Έχουμε

σj
(
p1(a)+p2(a)

)
= σj

(
(p1+p2)(a)

)
= (p1+p2)(aj) = p1(aj)+p2(aj) = σj

(
p1(a)

)
+σj

(
p2(a)

)
και

σj
(
p1(a)p2(a)

)
= σj

(
(p1p2)(a)

)
= (p1p2)(aj) = p1(aj)p2(aj) = σj

(
p1(a)

)
σj
(
p2(a)

)
,

αʆ ρα σj ειʆναι ομομορφισμοʆ ς.
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Έστω x ∈ L. Υπαʆ ρχει p ∈ K[x] με p(aj) = x. Άρα σj(p(a)) = p(aj) = x αʆ ρα η σj ειʆναι
επιʆ. Επιπλεʆον, αν σj(p(a)) = σj(q(a)) για p, q ∈ K[x] τοʆ τε

σj(p(a)− q(a)) = 0 ⇒ σj((p− q)(a)) = 0 ⇒ (p− q)(aj) = 0.

Άρα το f διαιρειʆ το p− q συνεπωʆ ς p− q(a) = 0 δηλαδηʆ p(a) = q(a) και συνεπωʆ ς η σj ειʆναι
1− 1. Φανεραʆ η σj αφηʆ νει αναλλοιʆωτο τοK σημειʆο προς σημειʆο, δηλαδηʆ

σj(k) = k για καʆ θε k ∈ K.

Συνεπωʆ ς για καʆ θε j η σj ειʆναι εʆνας K‑αυτομορφισμοʆ ς η μοναδικοʆ τητα του οποιʆου συνε‑
παʆ γεται αποʆ τον ορισμοʆ και το γεγονοʆ ς οʆ τι οι aj ειʆναι διακριτεʆς.

Άρα η σj μεταθεʆτει τις ριʆζες του πολυωνυʆ μου f . Τωʆ ρα επειδηʆ η επεʆκταση L : K ειʆναι
διαχωριʆσιμη και οι ριʆζες του πολυωνυʆ μου f ειʆναι διακριτεʆς, συμπεραιʆνουμε οʆ τι το πληʆ θος
των ριζωʆ ν του f ισουʆ ται με το πληʆ θος τωνK‑αυτομορφισμωʆ ν σj εφοʆσον καʆ θε ριʆζα προσ‑
διοριʆζει μοναδικαʆ εʆνα στοιχειʆο της ομαʆ δας Galois. Άρα |Γ(L : K)| = deg f . Όμως το f ειʆναι
το ελαʆ χιστο πολυωʆ νυμο του a επιʆ τουK και L = K(a). Τελικαʆ ,

[L : K] = deg f = |Γ(L : K)|.

�

ΠΡΟΤΑΣΗ 11.2. Έστω K,L,M να ειʆναι σωʆ ματα με K ⊆ M ⊆ L. Αν η επεʆκταση L :
K ειʆναι επεʆκταση Galois, τοʆ τε η επεʆκταση L : M ειʆναι επεʆκταση Galois. Επιπλεʆον αν η
επεʆκτασηM : K ειʆναι κανονικηʆ τοʆ τε ηM : K ειʆναι επεʆκταση Galois.
Απόδειξη. Υποθεʆτουμε οʆ τι η επεʆκτασηL : K ειʆναι επεʆκτασηGalois, αʆ ρα ειʆναι πεπερασμεʆνη,
διαχωριʆσιμη και κανονικηʆ . Αποʆ την Προʆ ταση 4.1 εʆχουμε οʆ τι

[L : K] = [L :M ][M : L],

συνεπωʆ ς αφουʆ ηL : K ειʆναι πεπερασμεʆνη επεʆκταση και ηL :M ειʆναι πεπερασμεʆνη. Έστω
a ∈ L και fK , fM να ειʆναι τα ελαʆ χιστα πολυωʆ νυμα του a επιʆ των K και M αντιʆστοιχα.
Επειδηʆ η επεʆκταση L : K ειʆναι κανονικηʆ και διαχωριʆσιμη και το a ∈ L ειʆναι μια ριʆζα του
fK , το fK διασπαʆ ται επιʆ του L και οʆ λες του ριʆζες του fK στο L ειʆναι διακριτεʆς, δηλαδηʆ το
fK γραʆφεται στη μορφηʆ

fK(x) = (x− a1)(x− a2) · · · (x− ar),

με a1, a2, · · · , ar ∈ L. Τωʆ ρα εʆχουμε οʆ τι fK(a) = 0 και fM ειʆναι το ελαʆ χιστο πολυωʆ νυμο επιʆ
του M , αʆ ρα αποʆ το Ληʆ μμα 5.3 το fM διαιρειʆ το fK στο M , οποʆ τε για καʆ ποιο πολυωʆ νυμο
q ∈M [x]

fK = qfM .

Άρα το fM διασπαʆ ται επιʆ τουL και οι ριʆζες του ειʆναι διακριτεʆς, αʆ ρα η επεʆκτασηL :M ειʆναι
κανονικηʆ και διαχωριʆσιμη και συνεπωʆ ς η επεʆκταση L :M ειʆναι επεʆκταση Galois.

Τωʆ ρα αν η επεʆκτασηM : K ειʆναι κανονικηʆ και επειδηʆ η επεʆκταση L : K ειʆναι πεπερα‑
σμεʆνη και διαχωριʆσιμη και ηM : K θα ειʆναι και αυτηʆ πεπερασμεʆνη και διαχωριʆσιμη, αʆ ρα
ειʆναι επεʆκταση Galois.

�
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ΠΡΟΤΑΣΗ 11.3. Έστω L : K μια επεʆκταση Galois καιM σωʆ μα με K ⊆ M ⊆ L. Τοʆ τε η
επεʆκτασηM : K ειʆναι κανονικηʆ αν και μοʆ νο αν σ(M) =M , για καʆ θε σ ∈ Γ(L : K).

Απόδειξη. Έστω a ∈ M και f το ελαʆ χιστο πολυωʆ νυμο του a επιʆ τουK . Η επεʆκταση L : K
ειʆναι επεʆκτασηGalois, αʆ ρα τοσταθεροʆ σωʆ μα τηςΓ(L : K) ειʆναι τοK , αʆ ρααποʆ τηνΠροʆ ταση
11.1 το f διασπαʆ ται επιʆ τουL και οι ριʆζες του f ειʆναι ακριβωʆ ς οισ(a) για καʆ θεσ ∈ Γ(L : K).
Άρα το f διασπαʆ ται επιʆ τουM αν για καʆ θε σ ∈ Γ(L : K) εʆχουμε οʆ τι σ(a) ∈M . Άρα ηM : K
ειʆναι κανονικηʆ αν και μοʆ νο αν για καʆ θε σ ∈ Γ(L : K) το σ(M) ⊆ M. Αλλαʆ αν σ(M) ⊆ M
για καʆ θε σ ∈ Γ(L : K) τοʆ τε σ−1(M) ⊆M καιM = σ(σ−1(M)) ⊆ σ(M).

Άρα σ(M) = M για καʆ θε σ ∈ Γ(L : K). Συνεπωʆ ς η επεʆκτασηM : K ειʆναι κανονικηʆ αν
και μοʆ νο αν σ(M) =M για καʆ θε σ ∈ Γ(L : K). �

12 Αντιστοιχία Galois
ΘΕΩΡΗΜΑ 12.1 (Galois). Έστω L : K μια επεʆκταση Galois. Τοʆ τε υπαʆ ρχει μιʆα 1− 1 και
επιʆ αντιστοιχιʆα μεταξυʆ των σωμαʆ τωνM μεK ⊆ M ⊆ L και των υποομαʆ δων της ομαʆ δας
Galois. Πιο συγκεκριμεʆνα

1. ΑνM ειʆναι σωʆ μα μεK ⊆M ⊆ L τοʆ τε η υποομαʆ δα της Γ(L : K) που αντιστοιχειʆ στο
M ειʆναι η Γ(L :M).

2. ΑνG ειʆναι μια υποομαʆ δα της Γ(L : K) τοʆ τε το υποʆσωμα του L που αντιστοιχειʆ στην
G ειʆναι το σταθεροʆ σωʆ μα τηςG.

3. Η επεʆκτασηM : K ειʆναι κανονικηʆ αν και μοʆ νο αν η Γ(L : M) ειʆναι κανονικηʆ υποο‑
μαʆ δα της Γ(L : K). Τοʆ τε Γ(M : K) ∼= Γ(L : K)/Γ(L :M).

Απόδειξη.
Έστω Γ(L : K) ομαʆ δα Galois της επεʆκτασης L : K και G υποομαʆ δα της. Αν M το

σταθεροʆ σωʆ μα τηςG τοʆ τε αποʆ Θεωʆ ρημα 11.1 εʆχουμεG = Γ(L : M) καιK ⊆ M ⊆ L. Άρα
σε καʆ θε υποομαʆ δα της Γ(L : K) αντιστοιχειʆ εʆνα ενδιαʆ μεσο σωʆ μα.

Αποʆ την αʆ λλη, ανK ⊆M ⊆ L καιL : K πεπερασμεʆνη και Galois, αποʆ τηνΠροʆ ταση 11.2
η L : M ειʆναι επεʆκταση Galois και αʆ ρα αποʆ Θεωʆ ρημα 11.2 η Γ(L : M) εʆχει σταθεροʆ σωʆ μα
τοM και εφοʆσον τα στοιχειʆα της Γ(L : M) ειʆναιM ‑αυτομορφισμοιʆ καιK ⊆ M ειʆναι και
K−αυτομορφισμοιʆ. Άρα η Γ(L :M) ειʆναι υποομαʆ δα της Γ(L : K). Άρα σε καʆ θε ενδιαʆ μεσο
σωʆ μα αντιστοιχειʆ μια υποομαʆ δα της ομαʆ δας Galois.

Αν τωʆ ρα K ⊆ M ⊆ L, η επεʆκτασηM : K ειʆναι κανονικηʆ αν και μοʆ νο αν σ(M) = M
για καʆ θε σ ∈ Γ(L : K) αποʆ την προηγουʆ μενη Προʆ ταση. Όμως τοM και το σ(M) ειʆναι τα
σταθεραʆ σωʆ ματα του Γ(L : M) και του σΓ(L : M)σ−1. Άρα σ(M) = M αν και μοʆ νο αν
Γ(L :M) = σΓ(L :M)σ−1 και υπαʆ ρχει μια 1‑1 και επιʆ αντιστοιχιʆα μεταξυʆ των υποομαʆ δων
της Γ(L : K) και των σταθερωʆ ν σωμαʆ των τους. Άρα η επεʆκτασηM : K ειʆναι κανονικηʆ αν
και μοʆ νο αν η Γ(L :M) ειʆναι κανονικηʆ υποομαʆ δα της Γ(L : K).
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Τεʆλος, ας υποθεʆσουμε οʆ τι ηM : K ειʆναι κανονικηʆ επεʆκταση. Οριʆσουμε p : Γ(L : K) →
Γ(M : K) με p(σ) = σ|M ο περιορισμοʆ ς του σ στοM . Η p ειʆναι ομομορφισμοʆ ς (p(σ1σ2) =
(σ1σ2)|M = σ1|M(σ2|M) = p(σ1)p(σ2)) και ο

Kerp = {σ ∈ Γ(L : K) | p(σ) = σ|M = id}

οʆπου id η ταυτοτικηʆ απεικοʆ νιση. Άρα τα στοιχειʆα του πυρηʆ να ειʆναι τα στοιχειʆα της Γ(L :
K)πουσταθεροποιουʆ ν το σωʆ μαM δηλαδηʆ τα στοιχειʆα τηςΓ(L :M). Αλλαʆ αν εφαρμοʆσου‑
με το Θεωʆ ρημα 11.1 στην επεʆκτασηM : K παιʆρνουμε οʆ τι p(Γ(L : K)) = Γ(M : K) εφοʆσον
το σταθεροʆ σωʆ μα της p(Γ(L : K)) ειʆναι τοK . Άρα αποʆ το πρωʆ το θεωʆ ρημα ισομορφισμωʆ ν
εʆχουμε οʆ τι Γ(M : K) ∼= Γ(L : K)/Γ(L :M). �

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 12.1. Έστω f(x) = x4 − 2 ∈ Q[x] και εʆστω L το σωʆ μα διαʆ σπασηʆ ς του. Θα
προσπαθηʆσουμε να εφαρμοʆσουμε την αντιστοιχιʆα Galois στο σωʆ μα διαʆ σπασης του f(x)
και αʆ ρα να απαντηʆ σουμε στα παρακαʆ τω.

1. Ποιο ειʆναι το σωʆ μα διαʆ σπασης L και ποιος ο βαθμοʆ ς της επεʆκτασης L : Q;

2. Ποια ειʆναι η ομαʆ δα Galois της επεʆκτασης L : Q;

3. Ποιες ειʆναι οι υποομαʆ δες της ομαʆ δας Galois Γ(L : Q);

4. Να βρειʆτε το σταθεροʆ σωʆ μα για καʆ θε υποομαʆ δα της Γ(L : Q).

5. Να βρειʆτε ποια αποʆ τα παραπαʆ νω ενδιαʆ μεσα σωʆ ματα αντιστοιχουʆ ν σε κανονικεʆς ε‑
πεκταʆ σεις.

1. Το f διασπαʆ ται στο Cως εξηʆ ς:

f(x) = (x− 4
√
2)(x+

4
√
2)(x− i

4
√
2)(x+ i

4
√
2).

Άρα L = Q( 4
√
2, i). Η επεʆκτασηQ( 4

√
2, i) : Q ειʆναι κανονικηʆ , απληʆ και διαχωριʆσιμη. Αποʆ τη

Προʆ ταση 4.1 εʆχουμε οʆ τι[
Q(

4
√
2, i) : Q

]
=

[
Q(

4
√
2, i) : Q(

4
√
2)
][
Q(

4
√
2) : Q

]
,

οʆ μως η επεʆκταση Q( 4
√
2, i) : Q( 4

√
2) προκυʆ πτει με τη προσαʆ ρτηση του i στο Q( 4

√
2) και

επειδηʆ το ελαʆ χιστο πολυωʆ νυμο του i επιʆ του Q ειʆναι το x2 + 1, ο βαθμοʆ ς της επεʆκτασης
Q( 4

√
2, i) : Q( 4

√
2) ειʆναι 2. Όσον αφοραʆ την επεʆκταση Q( 4

√
2) : Q, προκυʆ πτει με την προ‑

σαʆ ρτηση της 4
√
2 στοQ και επειδηʆ το ελαʆ χιστο πολυωʆ νυμο της 4

√
2 επιʆ τουQ ειʆναι το x4−2,

ο βαθμοʆ ς της επεʆκτασηςQ( 4
√
2) : Q ειʆναι 4. Άρα[

Q(
4
√
2, i) : Q

]
= 2 · 4 = 8.

2. Έστω σ ∈ Γ(L : Q). Ειʆναι(
σ(i)

)2
= σ(i2) = σ(−1) = −1 =⇒ σ(i) = ±i
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(
σ(

4
√
2)
)4

= σ(
4
√
2
4
) = σ(2) = 2 =⇒ σ(

4
√
2) =

{
± 4
√
2

±i 4
√
2

Παρατηρηʆστε οʆ τι αυτοʆ το τελευταιʆο δεν ειʆναι απαραιʆτητο. Γνωριʆζω αποʆ την θεωριʆα οʆ τι
οιK‑αυτομορφισμοιʆ της ομαʆ δας Galois μεταθεʆτουν τις ριʆζες των ελαχιʆστων πολυωνυʆ μων.
Επομεʆνως ειʆναι αʆ μεσο οʆ τι εʆνας αυτομορφισμοʆ ς της ομαʆ δας Galois μεταθεʆτει τις ριʆζες του
x2 + 1 και τις ριʆζες του x4 − 2.

Διαλεʆγω δυο αυτομορφισμουʆ ς σ, τ ∈ Γ(L : Q), οʆ που ο εʆνας θα δρα στο 4
√
2 αφηʆ νοντας

αναλλοιʆωτο το i και ο αʆ λλος θα δρα στο i αφηʆ νοντας αναλλοιʆωτο το 4
√
2. Επιλεʆγω τους

σ, τ ∈ Γ(L : Q)ως εξηʆ ς
σ(

4
√
2) = i

4
√
2, σ(i) = i

και
τ(i) = −i, τ(

4
√
2) =

4
√
2.

Τοʆ τε

σ2(
4
√
2) = σ

(
σ(

4
√
2)
)
= σ(i

4
√
2) = σ(i)σ(

4
√
2) = i2

4
√
2 = − 4

√
2

σ3(
4
√
2) = σ(− 4

√
2) = σ(−1)σ(

4
√
2) = −i 4

√
2

σ4(
4
√
2) = σ(−i 4

√
2) = σ(−1)σ(i)σ(

4
√
2) = −i2 4

√
2 =

4
√
2.

Ας δουʆ με τις δραʆ σεις των αυτομορφισμωʆ ν επαʆ νω στα 4
√
2, i στο παρακαʆ τω πιʆνακα.

Αυτομορφισμοιʆ Δραʆ ση στο 4
√
2 Δραʆ ση στο i

σ i 4
√
2 i

σ2 − 4
√
2 i

σ3 −i 4
√
2 i

σ4 = 1 4
√
2 i

τ 4
√
2 −i

στ i 4
√
2 −i

σ2τ − 4
√
2 −i

σ3τ −i 4
√
2 −i

Παρατηρουʆ με επιʆσης οʆ τι
τσ = σ3τ

τσ2 = σ3τσ = σ6τ = σ2τ

τσ3 = σ3τσ2 = σ6τσ = σ9τσ = στ.

Άρα η ομαʆ δα Galois της επεʆκτασηςQ( 4
√
2, i) : Q ειʆναι η

Γ(Q(
4
√
2, i) : Q) = {σ, σ2, σ3, σ4 = 1, τ, στ, σ2τ, σ3τ} ∼= D4

οʆπουD4 η διεδρικηʆ ομαʆ δα με 8 στοιχειʆα.

3. Η υποομαʆ δες της Γ(Q( 4
√
2, i) : Q) ειʆναι οι εξηʆ ς.
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Υποομαʆ δες Ταʆ ξης 4 Υποομαʆ δες Ταʆ ξης 2
〈σ〉 = {σ, σ2, σ3, σ4 = 1} ∼= Z4 〈σ2〉 ∼= Z2

〈τ〉 ∼= Z2

{1, σ2, τ, σ2τ} ∼= Z2 × Z2 〈στ〉 ∼= Z2

〈σ2τ〉 ∼= Z2

{1, σ2, στ, σ3τ} ∼= Z2 × Z2 〈σ3τ〉 ∼= Z2

Ας δουʆ με το παρακαʆ τω διαʆ γραμμα των υποομαʆ δων τηςD4.

Γ(Q( 4
√
2, i) : Q) ∼= D4

TTTT
TTTT

TTTT
TTT

kkkk
kkkk

kkkk
kkk

{1, σ2, τ, σ2τ}

ppp
ppp

ppp
pp

TTTT
TTTT

TTTT
TTTT

TT
{σ, σ2, σ3, σ4 = 1} {1, σ2, στ, σ3τ}

〈σ2τ〉 〈τ〉 〈σ2〉

jjjjjjjjjjjjjjjjjj 〈στ〉 〈σ3τ〉
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4.
Θεʆτουμε ξ = 4

√
2 και εʆστω x ∈ Q( 4

√
2, i) τοʆ τε το x θα ειʆναι της μορφηʆ ς

x = a0 + a1ξ + a2ξ
2 + a3ξ

3 + a4i+ a5iξ + a6iξ
2 + a7iξ

3.

Αυτοʆ γιατιʆ μια βαʆ ση τουQ( 4
√
2, i) : Q(i)) ειʆναι η {1, ξ, ξ2, ξ3} και μια βαʆ ση τουQ(i) : Q ειʆναι

η {1, i}. Άρα μια βαʆ ση τηςQ( 4
√
2, i) : Q) ειʆναι το γινοʆ μενο των βαʆ σεων (βλεʆπε αποʆ δειξη του

short tower law) δηλαδηʆ η {1, ξ, ξ2, ξ3, i, iξ, iξ2, iξ3}.
Παρατηρουʆ με επιʆσης οʆ τι:

• το σταθεροʆ σωʆ μα της Γ(Q( 4
√
2, i) : Q) ειʆναι τοQ.

• το σταθεροʆ σωʆ μα της {1} ειʆναι τοQ(i, 4
√
2).

• το σταθεροʆ σωʆ μα της 〈σ〉 ειʆναι τοQ(i).
• Για το σταθεροʆ σωʆ μα της {1, σ2, τ, σ2τ}, βλεʆπουμε πως δρα ο Q‑αυτομορφισμοʆ ς σ2

στο x:
σ2(x) = σ2(a0) + σ2(a1ξ) + σ2(a2ξ

2) + σ2(a3ξ
3) + σ2(a4i) + σ2(a5iξ) + σ2(a6iξ

2) + σ2(a7iξ
3)

= a0 + σ2(a1)σ
2(ξ) + σ2(a2)

(
σ2(ξ)

)2
+ σ2(a3)

(
σ2(ξ)

)3
+ σ2(a4)σ

2(i)+

+ σ2(a5)σ
2(iξ) + σ2(a6)σ

2(i)
(
σ2(ξ)

)2
+ σ2(a7)σ

2(i)
(
σ2(ξ)

)3
= a0 − a1ξ + a2ξ

2 − a3ξ
3 + a4i− a5iξ + a6iξ

2 − a7iξ
3
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Άρα

σ2(x) = x

⇐⇒ a0 + a1ξ + a2ξ
2 + a3ξ

3 + a4i+ a5iξ + a6iξ
2 + a7iξ

3 =

= a0 − a1ξ + a2ξ
2 − a3ξ

3 + a4i− a5iξ + a6iξ
2 − a7iξ

3

⇐⇒ a1 = a3 = a5 = a7 = 0

Δηλαδηʆ ο σ2 σταθεροποιειʆ το

x0 = a0 + a2ξ
2 + a4i+ a6iξ

2.

Τωʆ ρα θα εφαρμοʆσουμε τον τ στο x0 (να επισημαʆ νουμε οʆ τι αναφεροʆ μαστε σε εʆνα ση‑
μειʆο x0 τουQ( 4

√
2, i) το οποιʆο σταθεροποιειʆται ηʆ δη αποʆ τον σ2) και εʆχουμε

τ(x0) = a0 + a2ξ
2 − a4i− a6iξ

2,

αʆ ρα
τ(x0) = x0 ⇐⇒ a4 = a6 = 0.

Δηλαδηʆ ο τ σταθεροποιειʆ το x1 = a0+a2ξ
2. Προφανωʆ ς και ο σ2τ αφηʆ νει αναλλοιʆωτο

το x1 = a0 + a2ξ
2, συνεπωʆ ς το σταθεροʆ σωʆ μα της {1, σ2, τ, σ2τ} ειʆναι το

{a0 + a2ξ
2 | a0, a2 ∈ Q} = Q(ξ2) = Q(

√
2).

• Για το σταθεροʆ σωʆ μα της {1, σ2, στ, σ3τ} θα εφαρμοʆσουμε παροʆ μοια διαδικασιʆα με
την παραπαʆ νω. Ήδη εʆχουμε δει οʆ τι ο σ2 αφηʆ νει αναλλοιʆωτο το x0 = a0+a2ξ

2+a4i+
a6iξ

2. Τωʆ ρα εφαρμοʆ ζοντας τον στ στο x0 = a0 + a2ξ
2 + a4i+ a6iξ

2 εʆχουμε οʆ τι

στ(x0) = στ(a0 + a2ξ
2 + a4i+ a6iξ

2)

= a0 + a2(iξ)
2 − a4i− a6i(iξ)

2

= a0 − a2ξ
2 − a4i+ a6iξ

2,

αʆ ρα
στ(x0) = x0 ⇐⇒ a2 = a4 = 0.

εʆτσι βλεʆπουμε οʆ τι ο στ αφηʆ νει αναλλοιʆωτο το x1 = a0 + a6iξ
2, το οποιʆο σταθερο‑

ποιειʆται και αποʆ τον σ3τ , αʆ ρα το σταθεροʆ σωʆ μα της {1, σ2, στ, σ3τ} ειʆναι το:

{a0 + a6iξ
2 | a0, a6 ∈ Q} = Q(iξ2) = Q(i

√
2).

• Για το σταθεροʆ σωʆ μα της 〈σ2〉:
Ειʆδαμε προηγουμεʆνως οʆ τι η σ2 αφηʆ νει αναλλοιʆωτο το x0 = a0 + a2ξ

2 + a4i + a6iξ
2,

συνεπωʆ ς το σταθεροʆ σωʆ μα της 〈σ2〉 ειʆναι το:

{a0 + a2ξ
2 + a4i+ a6iξ

2 | a0, a2, a4, a6 ∈ Q} = Q(ξ2, i, iξ2) = Q(ξ2, i) = Q(
√
2, i).
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• Για το σταθεροʆ σωʆ μα της 〈τ〉 Εφαρμοʆ ζουμε τον τ στο x = a0 + a1ξ + a2ξ
2 + a3ξ

3 +
a4i+ a5iξ + a6iξ

2 + a7iξ
3, και εʆχουμε

τ(x) = a0 + a1ξ + a2ξ
2 + a3ξ

3 − a4i+ a5iξ − a6iξ
2 − a7iξ

3,

συνεπωʆ ς
τ(x) = x⇐⇒ a4 = a5 = a6 = a7 = 0

αʆ ρα η τ αφηʆ νει αναλλοιʆωτο το

x0 = a0 + a1ξ + a2ξ
2 + a3ξ

3,

αʆ ρα το σταθεροʆ σωʆ μα της 〈τ〉 ειʆναι το:

{a0 + a1ξ + a2ξ
2 + a3ξ

3 | a0, a1, a2, a3 ∈ Q} = Q(ξ) = Q(
√
2).

• Για το σταθεροʆ σωʆ μα της 〈σ2τ〉 εφαρμοʆ ζουμε στο x = a0 + a1ξ + a2ξ
2 + a3ξ

3 + a4i+
a5iξ + a6iξ

2 + a7iξ
3 τον σ2τ και εʆχουμε

σ2τ(a0 + a1ξ + a2ξ
2 + a3ξ

3 + a4i+ a5iξ + a6iξ
2 + a7iξ

3) =

= a0 + a1(−ξ) + a2(−ξ)2 + a3(−ξ)3 + a4(−i) + a5(−i)(−ξ) + a6(−i)(−ξ)2 + a7(−i)(−ξ)3

= a0 − a1ξ + a2ξ
2 − a3ξ

3 − a4i+ a5iξ − a6iξ
2 + a7iξ

3.

αʆ ρα
σ2τ(x) = x⇐⇒ a1 = a3 = a4 = a6 = 0.

Συνεπωʆ ς ο σ2τ αφηʆ νει αναλλοιʆωτο το

x = a0 + a2ξ
2 + a5iξ + a7iξ

3

αʆ ρα το σταθεροʆ σωʆ μα της 〈σ2τ〉 ειʆναι το:

{a0+a2ξ2+a5iξ+a7iξ3 | a0, a2, a5, a7 ∈ Q} = Q(ξ2, iξ, iξ3) = Q(ξ2, iξ) = Q(
√
2, i

4
√
2).

Όμως, (iξ)2 = −ξ2 = −
√
2. Συνεπωʆ ς το ξ2 =

√
2 παραʆ γεται αποʆ το i 4

√
2 και αʆ ρα

Q(
√
2, i 4

√
2) = Q(i 4

√
2).

• Για το σταθεροʆ σωʆ μα της 〈στ〉 εφαρμοʆ ζουμε την στ στο x = a0 + a1ξ+ a2ξ
2 + a3ξ

3 +
a4i+ a5iξ + a6iξ

2 + a7iξ
3 τον σ2τ και εʆχουμε

στ(a0 + a1ξ + a2ξ
2 + a3ξ

3 + a4i+ a5iξ + a6iξ
2 + a7iξ

3) =

= a0 + a1iξ + a2(iξ)
2 + a3(iξ)

3 + a4(−i) + a5(−i)(iξ) + a6(−i)(iξ)2 + a7(−i)(iξ)3

= a0 + a1iξ − a2ξ
2 − a3iξ

3 − a4i+ a5ξ + a6iξ
2 − a7ξ

3.
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αʆ ρα

στ(x) = x⇐⇒ a0 + a1ξ + a2ξ
2 + a3ξ

3 + a4i+ a5iξ + a6iξ
2 + a7iξ

3 =

= a0 + a1iξ − a2ξ
2 − a3iξ

3 − a4i+ a5ξ + a6iξ
2 − a7ξ

3

⇐⇒


a1 = a5
a2 = a4 = 0
a3 = −a7

Άρα ο στ σταθεροποιειʆ το

x0 = a0 + a1ξ + a3ξ
3 + a1iξ + a6iξ

2 − a3iξ
3

= a0 + (1 + i)a1ξ + (1− i)a3ξ
3 + a6iξ

2

αʆ ρα το σταθεροʆ σωʆ μα της 〈στ〉 ειʆναι το

Q
(
(1 + i)ξ, (1− i)ξ3, iξ2

)
.

Όμως βλεʆπω οʆ τι ((1 + i)ξ)2 = (1 + i)2ξ2 = 2iξ2 και αʆ ρα το iξ2 παραʆ γεται αποʆ το
(1 + i)ξ. Όμοια,

((1+i)ξ)3 = (1+i)3ξ3 = (1+3i+3i2+i3)ξ3 = (1+3i−3−i)ξ3 = (2i−2)ξ3 = −2(1−i)ξ3

και αʆ ρα το (1− i)ξ3 παραʆ γεται αποʆ το (1 + i)ξ. Επομεʆνως

Q
(
(1 + i)ξ, (1− i)ξ3, iξ2

)
= Q((1 + i)ξ).

• Για το σταθεροʆ σωʆ μα της 〈σ3τ〉 εφαρμοʆ ζουμε τον σ3τ στο x = a0+a1ξ+a2ξ
2+a3ξ

3+
a4i+ a5iξ + a6iξ

2 + a7iξ
3 και εʆχουμε

σ3τ(a0 + a1ξ + a2ξ
2 + a3ξ

3 + a4i+ a5iξ + a6iξ
2 + a7iξ

3) =

= a0 − a1iξ + a2(−iξ)2 + a3(−iξ)3 + a4(−i) + a5(−i)(−iξ) + a6(−i)(−iξ)2 + a7(−i)(−iξ)3

= a0 − a1iξ − a2ξ
2 + a3iξ

3 − a4i− a5ξ + a6iξ
2 + a7ξ

3

αʆ ρα

σ3τ(x) = x⇐⇒ a0 + a1ξ + a2ξ
2 + a3ξ

3 + a4i+ a5iξ + a6iξ
2 + a7iξ

3 =

= a0 − a1iξ − a2ξ
2 + a3iξ

3 − a4i− a5ξ + a6iξ
2 + a7ξ

3

⇐⇒


a1 = −a5
a2 = a4 = 0
a3 = a7
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Άρα ο σ3τ σταθεροποιειʆ το

x0 = a0 + a1ξ + a3ξ
3 − a1iξ + a6iξ

2 + a3iξ
3

= a0 + (1− i)a1ξ + (1 + i)a3ξ
3 + a6iξ

2

αʆ ρα το σταθεροʆ σωʆ μα της 〈σ3τ〉 ειʆναι το

Q
(
(1− i)ξ, (1 + i)ξ3, iξ2

)
.

Ευʆ κολα βλεʆπουμε οʆ τι ((1−i)ξ)2 = −2iξ2 αʆ ρα το iξ2 παραʆ γεται αποʆ το (1−i)ξ. Όμοια,
((1− i)ξ)3 = (1− i)3ξ3 = (−2i− 2)ξ3 = −2(1 + i)ξ3 και αʆ ρα το (1 + i)ξ3 παραʆ γεται
αποʆ το (1− i)ξ. Τελικαʆ

Q
(
(1− i)ξ, (1 + i)ξ3, iξ2

)
= Q((1− i)ξ).

Τεʆλος ας φτιαʆ ξουμε και το διαʆ γραμμα των σταθερωʆ ν σωμαʆ των.

Q( 4
√
2, i)

WWWWW
WWWWW

WWWWW
WWWWW

WWWWW
W

iiii
iiii

iiii
iiii

iii

OOO
OOO

OOO
OO

ttt
ttt

ttt
t

Q(i 4
√
2) Q( 4

√
2) Q(i,

√
2) Q

(
(1 + i) 4

√
2
)

Q
(
(1− i) 4

√
2
)

Q(
√
2)

JJJJJJJJJ

tttttttttt

Q(i) Q(i
√
2)

mmmmmmmmmmmmm

OOOOOOOOOOO

Q

nnnnnnnnnnnnnn

LLLLLLLLLLL

5. Τωʆ ρα για να μελετηʆ σουμε τις κανονικεʆς επεκταʆ σεις παρατηρουʆ με οʆ τι οʆ λες οι υποο‑
μαʆ δες τηςD4 που εʆχουν ταʆ ξη 4 ειʆναι κανονικεʆς μιας και εʆχουν δειʆκτη 2 στηνD4. Επομεʆνως,
οι επεκταʆ σειςQ(i) : Q,Q(

√
2) : Q καιQ(i

√
2) : Q ειʆναι κανονικεʆς επεκταʆ σεις.

Επιʆσης, εʆχω τσ2τ−1 = τσ2τ = σ2 και αʆ ρα η 〈σ2〉 ειʆναι κανονικηʆ υποομαʆ δα τηςD4 συνε‑
πωʆ ς η επεʆκτασηQ(i,

√
2) : Q) ειʆναι κανονικηʆ . Αντιʆθετα, παρατηρωʆ οʆ τι

στσ−1 = σ2τ 6∈ 〈τ〉

σ(στ)σ−1 = σ2τσ−1 = σ3τ 6∈ 〈στ〉

σ(σ2τ)σ−1 = σ3τσ−1 = τ 6∈ 〈σ2τ〉

σ(σ3τ)σ−1 = τσ−1 = στ 6∈ 〈σ3τ〉

συνεπωʆ ς οι υποομαʆ δες 〈τ〉, 〈στ〉, 〈σ2τ〉 και 〈σ3τ〉 δεν ειʆναι κανονικεʆς υποομαʆ δες τηςD4 και
αʆ ρα οι επεκταʆ σεις Q( 4

√
2) : Q, Q(

√
2, i 4

√
2) : Q, Q((1 + i) 4

√
2) : Q και Q((1 − i) 4

√
2) : Q δεν

ειʆναι κανονικεʆς επεκταʆ σεις.
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13 Επιλυσιμότητα με ριζικά
Σε αυτοʆ το κεφαʆ λαιο θα προσπαθηʆσουμε να συνδεʆσουμε τις ριʆζες ενοʆ ς πολυωνυʆ μου με
τους συντελεστεʆς του.

13.1 Πολυώνυμα 2ου βαθμού.
Έστω p(x) = αx2+βx+γ εʆνα πολυωʆ νυμο παʆ νω στοR τοʆ τε ξεʆρουμε ηʆ δη αποʆ το γυμναʆ σιο
οʆ τι οι ριʆζες του πολυωνυʆ μου μπορουʆ ν να εκφραστουʆ ν με την βοηʆ θεια των συντελεστωʆ ν
του πολυωνυʆ μου σαν

x1,2 =
−β ± δ

2α

οʆπου
δ2 = β2 − 4αγ

Στην πραγματικοʆ τητα το παραπαʆ νω ισχυʆ ει για καʆ θε σωʆ μα K με χαρακτηριστικηʆ διαʆ ‑
φορη του 2. Με αʆ λλα λοʆγια, αν p(x) = αx2 + βx+ γ εʆνα πολυωʆ νυμο παʆ νω στο σωʆ μαK με
χαρακτηριστικηʆ διαʆ φορη του 2 αρκειʆ να επεκτειʆνουμε τοK στοK(δ) και τοʆ τε το πολυωʆ ‑
νυμο διασπαʆ ται στα (

x− −β + δ

2α

)(
x− −β − δ

2α

)
.

13.2 Πολυώνυμα 3ου βαθμού.
Έστω p(x) = y3 + ay2 + βy + γ εʆνα πολυωʆ νυμο παʆ νω σε εʆνα σωʆ μαK με χαρακτηριστικηʆ
διαʆ φορη του 3. Θεʆτουμε y = x− a/3 και εʆχουμε

p
(
x− a

3

)
=

(
x− a

3

)3

+ a
(
x− a

3

)2

+ β
(
x− a

3

)
+ γ

= x3 − 3
(a
3

)
x2 + 3

(a
3

)2

x−
(a
3

)3

+ ax2 − 2

3
a2x+

a3

9
+ βx− β

3
a+ γ

= x3 −
(a2
3

− β
)
x−

(βa
3

− γ − 2a3

27

)
= x3 − µx− λ

οʆπου

µ =
a2

3
− β και λ =

βa

3
− γ − 2a3

27

Αρκειʆ λοιποʆ ν να μελετηʆ σουμε το πολυωʆ νυμο x3 −µx−λ με µ, λ ∈ K . Έστω u, v ∈ K , τοʆ τε

p(u+ v) = (u+ v)3 − µ(u+ v)− λ

= u3 + 3u2v + 3uv2 + v3 − µ(u+ v)− λ

= u3 + v3 + (3uv − µ)(u+ v)− λ.
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Εαʆ ν υποθεʆσουμε οʆ τι
3uv − µ = 0 ⇐⇒ uv =

µ

3
,

τοʆ τε θα εʆχουμε οʆ τι

p(u+ v) = p
(
u+

µ

3u

)
= 0 ⇐⇒ u3 +

( µ

3u

)3

− λ = 0

θεʆτουμε x = u3 και εʆχουμε

x+
µ3

3x
− λ = 0 ⇐⇒ x2 − λx+

µ3

27
= 0

Οι ριʆζες αυτουʆ του πολυωνυʆ μου ειʆναι οι

λ

2
±

√
λ2

4
− µ3

27

και το γινοʆ μενο των ριζωʆ ν αυτωʆ ν ειʆναι µ3/27. Έτσι αν μια αποʆ τις ριʆζες αυτεʆς ειʆναι το u3
τοʆ τε η αʆ λλη ειʆναι το v3, με v = λ/(3u). Άρα οι ριʆζες του αρχικουʆ πολυωνυʆ μου ειʆναι οι

3

√
λ

2
+

√
λ2

4
− µ3

27
+

3

√
λ

2
−
√
λ2

4
− µ3

27

οʆπου οι δυο κυβικεʆς ριʆζες επιλεʆγονται εʆτσι ωʆ στε το γινοʆ μενοʆ τους να ειʆναι ιʆσο με 1
3
µ.

Άρα το πολυωʆ νυμο x3−λx−µ διασπαʆ ται στο σωʆ μαK(α1, α2, α3) οʆπουα2
1 =

1
4
µ2− 1

27
λ3

και a32 = 1
2
µ+ α1 και a33 = 1 με a3 6= 1. Στην επεʆκταση αυτηʆ οι ριʆζες του πολυωνυʆ μου ειʆναι

οι
α2 +

λ

3α2

, α2α3 + α2
3

λ

3α2

, α2
3α2 + a3

λ

3α2

.

13.3 Πολυώνυμα 4ου βαθμού.
Με μια παροʆ μοια αντιμετωʆ πιση, οι ριʆζες των πολυωνυʆ μων αναʆ γονται σε πολυωʆ νυμα τριʆ‑
του βαθμουʆ και λυʆ νονται οʆπως παραπαʆ νω.

Πραʆ γματι, αςπαʆ ρουμε εʆναπολυωʆ νυμο τεταʆ ρτουβαθμουʆ f(x) = x4+ax3+bx2+cx+dσε
εʆνασωʆ μαK χαρακτηριστικηʆ ς μηδεʆν. Μιααντικαταʆ στασητηςμορφηʆ ςx→ x−cμετατρεʆπει
το πολυωʆ νυμο στο f(x) = x4 − px2 − qx − r με p, q, r ∈ K . Αν α, β, γ, δ ειʆναι οι τεʆσσερις
ριʆζες του πολυωνυʆ μου τοʆ τε αυτεʆς ικανοποιουʆ ν την σχεʆση α + β + γ + δ = 0 εφοʆσον ο
συντελεστηʆ ς του x3 στο f(x) ειʆναι μηδεʆν. Οριʆζουμε

λ = (α + β)(γ + δ) = −(α + β)2

µ = (α + γ)(β + δ) = −(a+ γ)2
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ν = (a+ δ)(β + γ) = −(α + δ)2

Επιπλεʆον, (α+ β)(α+ γ)(α+ δ) = q. Άρα οι ριʆζες του f παιʆρνουν την μορφηʆ 1
2
(
√
−λ+√

−µ +
√
−ν ωʆ στε

√
−λ

√
−µ

√
−ν = q. Άρα μπορουʆ με να προσδιοριʆσουμε τις ριʆζες του f

αν εκφραʆ σουμε τις ποσοʆ τητες λ, µ, ν ως προς τους συντελεστεʆς του πολυωνυʆ μου.
Ας παʆ ρουμε τωʆ ρα το πολυωʆ νυμο g(x) = (x − λ)(x − µ)(x − ν). Το πολυωʆ νυμο αυτοʆ

αναφεʆρεταιως resolvent cubic τουαρχικουʆ . Οποιαδηʆποτεμεταʆ θεση τωνριζωʆ ν τουπολυω‑
νυʆ μου f θα μεταθεʆσει τις ποσοʆ τητες λ, µ, ν και αʆ ρα θα μεταθεʆσει τους παραʆ γοντες του g.
Απευθειʆας υπολογισμοιʆ δειʆχνουν οʆ τιλ+µ+ν = −2p, λµ+λν+µν = p2+4r καιλµν = −q2.
Άρα g(x) = x3 + 2px2 + (p2 + 4r)x+ q2. Χρησιμοποιωʆ ντας του τυʆ πους για τα πολυωʆ νυμα
τριʆτου βαθμουʆ μπορουʆ με να εκφραʆ σουμε τις ριʆζες λ, µ, ν του g ως προς τους συντελεστεʆς
του f , και αʆ ρα να προσδιοριʆσουμε τις ριʆζες α, β, γ, δ τους f ως προς τους συντελεστεʆς του
f .

14 Η ομάδα Galois ενός πολυωνύμου
ΟΡΙΣΜΟς 14.1. Έστω p πολυωʆ νυμο με συντελεστεʆς στο σωʆ μα K . Η ομαʆ δα Galois του
πολυωνυʆ μου p ειʆναι η Γ(L : K), οʆ που L ειʆναι το σωʆ μα διαʆ σπασης του πολυωνυʆ μου p επιʆ
τουK και τη συμβολιʆζουμε ΓK(p).

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 14.1. Με δεδομεʆνο οʆ τι οʆ λα τα σωʆ ματα διαʆ σπασης ενοʆ ς πολυωνυʆ μου επιʆ
ενοʆ ς σωʆ ματος K ειʆναι K−ισομορφικαʆ , οʆ λες οι Galois ομαʆ δες οʆ λων των διασπαστικωʆ ν ε‑
πεκταʆ σεων ειʆναι ισοʆ μορφες. Άρα η ομαʆ δα Galois ενοʆ ς πολυωνυʆ μου f επιʆ τουK ειʆναι καλαʆ
ορισμεʆνη.

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ14.2. Παρακαʆ τωθαεπισημαʆ νουμεμερικαʆ πραʆ γματαγια τηνομαʆ δαGalois
Γ(L : K) μιας επεʆκτασης L : K .

• ΈστωL τοσωʆ μαδιαʆ σπασης ενοʆ ς πολυωνυʆ μουp επιʆ τουK . Ανσ ειʆναι εʆναςK−αυτομορφισμοʆ ς
του L, τοʆ τε ο σ μεταθεʆτει τις ριʆζες του p.

• Αν σ, τ ειʆναι επιʆσηςK−αυτομορφισμοιʆ τουL και x1, x2, . . . , xn οι ριʆζες του p, τοʆ τε αν

σ(xi) = τ(xi) ∀i = 1, . . . , n =⇒ σ = τ,

αʆ ρα η Γ(L : K) ειʆναι ισοʆ μορφη με καʆ ποια υποομαʆ δα της ομαʆ δας μεταθεʆσεων Sn οʆπου n ο
βαθμοʆ ς του πολυωνυʆ μου p.

ΟΡΙΣΜΟς 14.2. Ένα πολυωʆ νυμο p επιʆ τουK λεʆγεται επιλυʆ σιμο με ριζικαʆ , αν οι ριʆζες του
p σε εʆνα σωʆ μα διαʆ σπασης μπορουʆ ν να κατασκευαστουʆ ν αποʆ τους συντελεστεʆς του p σε
πεπερασμεʆνα βηʆ ματα με:

1. Προʆσθεση

2. Αφαιʆρεση
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3. Πολλαπλασιασμοʆ

4. Διαιʆρεση

5. Εξαγωγηʆ n‑οστηʆ ς ριʆζας, για καʆ ποιο n ∈ N.

Δηλαδηʆ εʆνα πολυωʆ νυμο p ειʆναι επιλυʆ σιμο αν υπαʆ ρχουν σωʆ ματαK0, K1, . . . , Km ωʆ στε το p
να διασπαʆ ται στοKm και και τοKi να προεʆρχεται αποʆ τοKi−1 αν προσαρτηʆ σουμε καʆ ποιο
ai με την ιδιοʆ τητα

apii ∈ Ki−1 για καʆ ποιο pi ∈ N.

Μπορουʆ με να υποθεʆσουμε οʆ τι τα pi ειʆναι πρωʆ τοι.

ΛΗΜΜΑ 14.1. Έστω f ∈ K[x] μεK σωʆ μα καιM επεʆκταση τουK . Τοʆ τε το ΓM(f) ειʆναι
ισομορφικοʆ με μια υποομαʆ δα του ΓK(f).

Απόδειξη. ΈστωN το σωʆ μα διαʆ σπασης του f επιʆ τουM . Τοʆ τε τοN περιεʆχει και το σωʆ μα
διαʆ σπασης L του f επιʆ τουK . Αν σ ∈ Γ(N : M) τοʆ τε ο σ σταθεροποιειʆ και καʆ θε στοιχειʆο
τουK . Άρα οπεριορισμοʆ ς τουσ στοL, σ|L ειʆναι καιK αυτομορφισμοʆ ς τουL. Επιπλεʆον, για
καʆ θε σ, τ ∈ Γ(N : M) εʆχουμε οʆ τι (σ ◦ τ)|L = (σL) ◦ (τL). Συνεπωʆ ς υπαʆ ρχει ομομορφισμοʆ ς
ϕ : Γ(N :M) → Γ(L : K) με ϕ(σ) = σ|L. Έστω τωʆ ρα σ στοιχειʆο του πυρηʆ να της ϕ δηλαδηʆ
σ ∈ Γ(N : M) τεʆτοιο ωʆ στε ϕ(σ) = σ|L = idL. Όμως το f διασπαʆ ται επιʆ του L αʆ ρα οʆ λες
οι ριʆζες του f ανηʆ κουν στο L. Άρα σ(a) = a για καʆ θε ριʆζα a του f . Τοʆ τε οʆ μως το σταθεροʆ
σωʆ μα της σ ειʆναι ολοʆ κληρο το N , εφοʆσον τοM περιεʆχεται στο σταθεροʆ σωʆ μα του σ και
το N ειʆναι το σωʆ μα διαʆ σπασης του f επιʆ του M . Άρα η σ ειʆναι η ταυτοτικηʆ απεικοʆ νιση,
επομεʆνως η ϕ ειʆναι 1‑1 και αʆ ρα απεικονιʆζει την Γ(N : M) σε μια υποομαʆ δα της Γ(L : K).
�

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 14.3. Έχουμε αποδειʆξει οʆ τι καʆ θε αυτομορφισμοʆ ς στην ομαʆ δα Galois ενοʆ ς
πολυωνυʆ μου f ∈ K[x] ειʆναιK‑αυτομορφισμοʆ ς και αʆ ρα μεταθεʆτει τις ριʆζες του πολυωνυʆ ‑
μου. Έτσι, δυʆ ο τεʆτοιοι αυτομορφισμοιʆ ειʆναι ιʆδιοι αν επαʆ γουν την ιʆδια μεταʆ θεση στις ριʆζες
του f . Άρα η ομαʆ δα Galois ενοʆ ς πολυωνυʆ μου ειʆναι μια υποομαʆ δα της ομαʆ δας μεταθεʆσεων
των ριζωʆ ν του f . Επομεʆνως, αν ο βαθμοʆ ς του πολυωνυʆ μου ειʆναι n, εʆχουμε οʆ τι ΓK(f) ≤ Sn.

14.1 Επιλύσιμες Ομάδες
ΟΡΙΣΜΟς 14.3. Μια ομαʆ δα G λεʆγεται επιλυʆ σιμη αν εʆχει μια πεπερασμεʆνη ακολουθιʆα υ‑
ποομαʆ δων 1 = G0 ≤ G1 ≤ · · · ≤ Gn = Gωʆ στε για καʆ θε i:

1. Gi E Gi+1

2. Gi+1/Gi ειʆναι αβελιανηʆ .

Την ακολουθιʆα αυτωʆ ν των υποομαʆ δων {Gi}ni=0 την λεʆμε κανονικηʆ σειραʆ .

Παρατηρηʆστε οʆ τι το 1 παραπαʆ νω δεν συνεπαʆ γεται οʆ τιGi CG για καʆ θε i.
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ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 14.1. 1. Όλες οι αβελιανεʆς ομαʆ δες ειʆναι επιλυʆ σιμες με σειραʆ την 1 ≤ G.

2. Η συμμετρικηʆ ομαʆ δαS3, η ομαʆ δα οʆ λων των 1‑1 και επιʆ απεικονηʆ σεων αποʆ το {1, 2, 3}
στο {1, 2, 3}, ειʆναι επιλυʆ σιμη. Η σειραʆ της ειʆναι η 1 ≤ A3 ≤ S3. To S3/A3 εʆχει ταʆ ξη 2
αʆ ρα ειʆναι ισοʆ μορφη με το Z2.

3. Η συμμετρικηʆ ομαʆ δα S4 ειʆναι επιλυʆ σιμη με σειραʆ 1 ≤ V ≤ A4 ≤ S4 οʆπου V η ομαʆ δα
τουKlein V = {(12)(34), (13)(24), (14)(23), 1}(∼= Z2×Z2) μεS4/A4

∼= Z2,A4/V ∼= Z3

και V /1 ∼= Z2 × Z2.

Τα παρακαʆ τωΘεωρηʆ ματα ειʆναι γνωσταʆ σαν 2ο και 3οΘεωʆ ρημα Ισομορφισμωʆ ν και μας
βοηθουʆ ν να κατασκευαʆ ζουμε νεʆες επιλυʆ σιμες ομαʆ δες αποʆ υπαʆ ρχουσες. Τα παραθεʆτουμε
εδωʆ χωριʆς αποʆ δειξη.

ΘΕΩΡΗΜΑ 14.1 (2ο Θεωʆ ρημα Ισομορφισμωʆ ν). Έστω G ομαʆ δα, H υποομαʆ δα της
G καιK κανονικηʆ υποομαʆ δα τηςG. Τοʆ τε υπαʆ ρχει φυσικοʆ ς ισομορφισμοʆ ς

HK/K −→ H/(H ∩K) με hK 7→ h(H ∩K).

ΘΕΩΡΗΜΑ 14.2 (3ο Θεωʆ ρημα Ισομορφισμωʆ ν). Έστω G ομαʆ δα, K κανονικηʆ υπο‑
ομαʆ δα της G και N υποομαʆ δα της K η οποιʆα ειʆναι επιʆσης κανονικηʆ στην G. Τοʆ τε η K/N
ειʆναι κανονικηʆ υποομαʆ δα τηςG/N και υπαʆ ρχει φυσικοʆ ς ισομορφισμοʆ ς

(G/N)/(K/N) −→ G/K με gN · (K/N) 7→ gK.

ΛΗΜΜΑ 14.2. ΈστωG ομαʆ δα,H μια υποομαʆ δα τηςG καιN μια κανονικηʆ υποομαʆ δα της
G. Τοʆ τε

1. Αν ηG ειʆναι επιλυʆ σιμη=⇒ H ειʆναι επιλυʆ σιμη.

2. ΑνG ειʆναι επιλυʆ σιμη=⇒ G/N ειʆναι επιλυʆ σιμη.

3. Αν οιN,G/N ειʆναι επιλυʆ σιμες=⇒ G ειʆναι επιλυʆ σιμη.

Απόδειξη. 1. Η G ειʆναι επιλυʆ σιμη ομαʆ δα οποʆ τε υπαʆ ρχει μια κανονικηʆ σειραʆ {1} = G0 ≤
G1 ≤ · · · ≤ Gn ωʆ στε Gi+1/Gi αβελιανηʆ . ΘεʆτουμεHi = H ∩ Gi. Τοʆ τε και η ακολουθιʆα των
ομαʆ δων

1 = H0 ≤ H1 ≤ H2 ≤ . . . ≤ Hn = H

ειʆναι κανονικηʆ σειραʆ . Πραʆ γματι

Hi+1

Hi

=
Gi+1 ∩H
Gi ∩H

=
Gi+1 ∩H

Gi ∩ (Gi+1 ∩H)
∼=
Gi(Gi+1 ∩H)

Gi

≤ Gi+1

Gi

.

Στην παραπαʆ νω ο ισομορφισμοʆ ς προκυʆ πτει αποʆ το 2ο Θεωʆ ρημα Iσομορφισμωʆ ν 14.1. Άρα
ηHi+1/Hi αβελιανηʆ αʆ ρα ηH ειʆναι επιλυʆ σιμη.
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2. Η G ειʆναι επιλυʆ σιμη ομαʆ δα οποʆ τε υπαʆ ρχει μια κανονικηʆ σειραʆ {1} = G0 ≤ G1 ≤
· · · ≤ Gn. Άρα στηνG/N μπορωʆ να κατασκευαʆ σω την σειραʆ

1 =
N

N
=
G0N

N
≤ G1N

N
≤ G2N

N
≤ . . . ≤ GnN

N
=
G

N
.

Τα διαδοχικαʆ πηλιʆκα της παραπαʆ νω σειραʆ ς ειʆναι τα

Gi+1N/N

GiN/N

τα οποιʆα αποʆ το 3ο Θεωʆ ρημα Ισομορφισμωʆ ν 14.2 ειʆναι

Gi+1N/N

GiN/N
=
Gi+1N

GiN
=
Gi+1(GiN)

GiN
∼=

Gi+1

Gi+1 ∩GiN
∼=

Gi+1/Gi

Gi+1 ∩ (GiN))/Gi

το οποιʆο ειʆναι πηλιʆκο αβελιανηʆ ς ομαʆ δας αʆ ρα αβελιανηʆ ομαʆ δα.
3. Εφοʆσον οιN καιG/N επιλυʆ σιμες, υπαʆ ρχουν 2 κανονικεʆς σειρεʆς οι

1 = N0 CN1 C . . .CNr = N

και
1 = N/N = G0/N CG1/N C . . .CGs/N = G/N

με διαδοχικαʆ αβελιαναʆ πηλιʆκα. Θεωρουʆ με την σειραʆ

1 = N0 CN1 C . . .CNr = N = G0 CG1 C . . .CGs = G.

Τοʆ τε τα πηλιʆκα Ni+1/Ni ειʆναι αβελιαναʆ και τα πηλιʆκα Gi+1/Gi
∼= (Gi+1/N)/(Gi/N) ειʆναι

επιʆσης αβελιαναʆ . Άρα ηG ειʆναι επιλυʆ σιμη. �

ΠΟΡΙΣΜΑ 14.1. Έστω G ομαʆ δα και N μη τετριμμεʆνη κανονικηʆ υποομαʆ δα της G. Η G
ειʆναι επιλυʆ σιμη αν και μοʆ νο αν ηN και ηG/N ειʆναι επιλυʆ σιμες.

ΟΡΙΣΜΟς 14.4. Μια ομαʆ δα G λεʆμε οʆ τι ειʆναι μια επεʆκταση μιας ομαʆ δας A με τη ομαʆ δα B
αν ηG εʆχει μια κανονικηʆ υποομαʆ δαN ισοʆ μορφη με τηνAωʆ στεG/N ∼= B.

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 14.4. Το παραπαʆ νω ληʆ μμα μας λεʆει οʆ τι η κλαʆ ση των επιλυʆ σιμων ομαʆ δων
ειʆναι κλειστηʆ ως προς υποομαʆ δες, ομαʆ δες πηλιʆκα και επεκταʆ σεις. Με αʆ λλα λοʆγια μια ε‑
πεʆκταση μιας επιλυʆ σιμης ομαʆ δας ειʆναι επιλυʆ σιμη. Το παραπαʆ νω δεν ισχυʆ ει για αβελιανεʆς
ομαʆ δες.

ΟΡΙΣΜΟς 14.5. Μια ομαʆ δα λεʆγεται απληʆ αν οι μοναδικεʆς κανονικεʆς υποομαʆ δες της ειʆναι
η τετριμμεʆνη και ο εαυτοʆ ς της.

Οι απλεʆς ομαʆ δες ειʆναι οι δομικοιʆ λιʆθοι με τους οποιʆους κατασκευαʆ ζουμε με τις υποʆ λοι‑
πες πεπερασμεʆνες ομαʆ δες (Θεωʆ ρημα Jordan‑Holder).
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ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 14.2. Μια κυκλικηʆ ομαʆ δα με ταʆ ξη πρωʆ το αριθμοʆ ειʆναι απληʆ , εφοʆσον καʆ θε
μη τετριμμεʆνο στοιχειʆο παραʆ γει ολοʆ κληρη της ομαʆ δα. Μια τεʆτοια ομαʆ δα ειʆναι και επιλυʆ ‑
σιμη, με κανονικηʆ σειραʆ την 1 C Zp. Το παρακαʆ τω Θεωʆ ρημα μας δειʆχνει οʆ τι αυτεʆς ειʆναι οι
μοναδικεʆς απλεʆς και επιλυʆ σιμες ομαʆ δες.

ΘΕΩΡΗΜΑ 14.3. Μια επιλυʆ σιμη ομαʆ δα ειʆναι απληʆ αν και μοʆ νο αν ειʆναι κυκλικηʆ με ταʆ ξη
πρωʆ το αριθμοʆ .

Απόδειξη. Αν ηG ειʆναι επιλυʆ σιμη τοʆ τε εʆχει μια κανονικηʆ σειραʆ της μορφηʆ ς

1 = G0 CG1 C . . .CGn = G

με Gi 6= Gi−1 για καʆ θε i. Εφοʆσον η Gn−1 ειʆναι κανονικηʆ στην G η οποιʆα ειʆναι απληʆ , εʆ‑
χουμε οʆ τι Gn−1 = 1. Επιπλεʆον, η G/Gn−1 ειʆναι αβελιανηʆ συνεπωʆ ς η G αβελιανηʆ . Όμως
σε μια αβελιανηʆ ομαʆ δα καʆ θε υποομαʆ δα της ειʆναι κανονικηʆ , συνεπωʆ ς η G δεν εʆχει γνηʆ σιες
μη‑τετριμμεʆνες υποομαʆ δες, αʆ ρα καʆ θε μη‑τετριμμεʆνο στοιχειʆο τηςG παραʆ γει ολοʆ κληρη την
ομαʆ δα. Συνεπωʆ ς ηG ειʆναι κυκλικηʆ με ταʆ ξη πρωʆ το αριθμοʆ . �

ΘΕΩΡΗΜΑ 14.4. ΗAn ειʆναι απληʆ για καʆ θε n ≥ 5.

Απόδειξη. Η αποʆ δειξη του Θεωρηʆ ματος βασιʆζεται στην παρακαʆ τω τεχνικηʆ . Θα δειʆξουμε
αρχικαʆ οʆ τι αν μια κανονικηʆ υποομαʆ δα της An περιεʆχει εʆναν τριʆα κυʆ κλο τοʆ τε περιεʆχει οʆ ‑
λους τους τριʆα κυʆ κλους και αʆ ρα ειʆναι ολοʆ κληρη η An. Στην συνεʆχεια θα δειʆξουμε οʆ τι μια
κανονικηʆ υποομαʆ δα πρεʆπει να περιεʆχει οπωσδηʆποτε εʆναν τριʆα κυʆ κλο.

Θεωρουʆ μεN μη‑τετριμμεʆνη κανονικηʆ υποομαʆ δα τηςAn και υποθεʆτουμε οʆ τι ηN περιεʆ‑
χει τουλαʆ χιστον εʆναν τριʆα κυʆ κλο. Χωριʆς βλαʆ βη της γενικοʆ τητας μπορουʆ με να υποθεʆσουμε
οʆ τι ο κυʆ κλος αυτοʆ ς ειʆναι ο (123). Δεδομεʆνου οʆ τι τοAn περιεʆχει οʆ λους τους τριʆα κυʆ κλους, θα
περιεʆχει και τον (3k2) για καʆ θε δυνατοʆ k > 3 και εφοʆσον ηN κανονικηʆ εʆχουμε οʆ τι

(3k2)−1(123)(3k2) = (2k3)(123)(3k2) = (1k2) ∈ N.

Άρα ηN περιεʆχει και το (1k2)2 = (12k) για καʆ θε k ≥ 3. Θυμηθειʆτε οʆ τι η Sn παραʆ γεται αποʆ
οʆ λους του δυʆ ο κυʆ κλους της μορφηʆ ς (1i) με i = 2, . . . , n και αʆ ρα ηAn παραʆ γεται αποʆ οʆ λα τα
στοιχειʆα της μορφηʆ ς (1j)(1i) = (1ij). Αλλαʆ για i 6= 2 εʆχουμε

(1ij) = (12j)−1(12i)(12j)

και συνεπωʆ ς το An παραʆ γεται αποʆ τα (12k) ∈ N . Επομεʆνως An = N .
Θα δειʆξουμε στηνσυνεʆχεια οʆ τι καʆ θε μη‑τετριμμεʆνη κανονικηʆ υποομαʆ δα τουAn περιεʆχει

εʆνα τουλαʆ χιστον τριʆα κυʆ κλο. Εξεταʆ ζουμε τις εξηʆ ς περιπτωʆ σεις.

1. Αν η N περιεʆχει εʆνα στοιχειʆο της μορφηʆ ς x = abc . . . d οʆπου τα a, b, c, . . . , d ειʆναι κυʆ ‑
κλοι ξεʆνοι μεταξυʆ τους και ο d ειʆναι τουλαʆ χιστον εʆνας 4‑κυʆ κλος, d = (d1d2 . . . dm) με
m ≥ 4. Τοʆ τε ηN περιεʆχει το στοιχειʆο

(d1d2d3)x(d1d2d3)
−1 = (d1d2d3)abc . . . d(d1d2d3)

−1 = abc . . . (d1d2d3)d(d1d2d3)
−1 = z
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μιας και ξεʆνοι κυʆ κλοι μετατιʆθενται μεταξυʆ τους. Άρα τοN περιεʆχει και το στοιχειʆο

x−1z = d−1 . . . c−1b−1a−1·abc . . . (d1d2d3)d(d1d2d3)−1 = d−1(d1d2d3)d(d1d2d3)
−1 = (d1d3dm)

και αʆ ρα ηN περιεʆχει εʆνα 3‑κυʆ κλο.

2. Αν ηN περιεʆχει εʆνα στοιχειʆο με τουλαʆ χιστον δυʆ ο 3‑κυʆ κλους, δηλαδηʆ χωριʆς βλαʆ βη της
γενικοʆ τητας περιεʆχει το στοιχειʆο

x = (123)(456)y

οʆπου y εʆνα στοιχειʆο ξεʆνο με τα 1, 2, . . . , 6. Τοʆ τε ηN περιεʆχει το στοιχειʆο

x−1((234)x(234)−1) = (654)(321)(234)(123)(456)(432) = (12436)

οποʆ τε μπορουʆ με να εφαρμοʆσουμε την τεχνικηʆ της πρωʆ της περιʆπτωσης και να παʆ ‑
ρουμε και παʆ λι εʆναν 3‑κυʆ κλο.

3. Αν καʆ θε στοιχειʆο του N περιεʆχει μοʆ νο εʆνα 3‑κυʆ κλο. Τοʆ τε θεωρουʆ με το x = (123)p
οʆπου το p ειʆναι γινοʆ μενο 2‑κυʆ κλων. Τοʆ τε p2 = 1και τοx2 = (123)p(123)p = (132)p2 =
(132) και αʆ ρα τοN περιεʆχει εʆναν 3‑κυʆ κλο.

4. Αν καʆ θε στοιχειʆο τουN ειʆναι γινοʆ μενο 2‑κυʆ κλων ξεʆνων μεταξυʆ τους. Μιας και το n ≥
5, μπορουʆ με να υποθεʆσουμε οʆ τι τοN περιεʆχει εʆνα στοιχειʆο της μορφηʆ ς x = (12)(34)p
οʆπου το p ξεʆνο με τα 1, 2, 3, 4. Τοʆ τε τοN περιεʆχει το στοιχειʆο

x−1(234)x(234)−1 = (12)(34)(234)(12)(34)(432) = (14)(23)

αʆ ρα και το στοιχειʆο

(145)(x−1(234)x(234)−1)(145)−1 = (145)(14)(23)(541) = (45)(23).

Επομεʆνως τοN περιεʆχει και το γινοʆ μενοʆ τους

(14)(23)(45)(23) = (145)

αʆ τοπο.
Άρα σε καʆ θε περιʆπτωση η N περιεʆχει εʆνα 3‑κυʆ κλο και συνεπωʆ ς αποʆ τα προηγουʆ μενα

ειʆναι ολοʆ κληρη ηAn. Συνεπωʆ ς η An ειʆναι απληʆ . �

ΠΟΡΙΣΜΑ 14.2. Η Sn δεν ειʆναι επιλυʆ σιμη για n ≥ 5.
Απόδειξη. Αν υποθεʆσουμε οʆ τι για n ≥ 5 η Sn ειʆναι επιλυʆ σιμη, τοʆ τε αποʆ το Ληʆ μμα 14.2 και
η An θα ειʆναι επιλυʆ σιμη. Καταʆ συνεʆπεια, εφοʆσον η An ειʆναι απληʆ για καʆ θε n ≥ 5, αποʆ το
Θεωʆ ρημα 14.3, η An

∼= Zp, οʆ που p πρωʆ τος. Δηλαδηʆ η An εʆχει ταʆ ξη p. Όμως η ταʆ ξη της An

ξεʆρουμε οʆ τι ειʆναι (1/2)n!, η οποιʆα για n ≥ 5 δεν μπορειʆ να ειʆναι πρωʆ τος αριθμοʆ ς. Άρα η Sn

δεν ειʆναι επιλυʆ σιμη. �
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14.2 p‑ομάδες
ΟΡΙΣΜΟς 14.6. Τα στοιχειʆα a, b ∈ G μιας ομαʆ δας G λεʆγονται συζυγηʆ αν υπαʆ ρχει g ∈ G
ωʆ στε a = gbg−1.

Η συζυγιʆα ειʆναι σχεʆση ισοδυναμιʆας και συζυγηʆ στοιχειʆα οριʆζουν κλαʆ σεις ισοδυναμιʆ‑
ας οι οποιʆες ονομαʆ ζονται και κλαʆ σεις συζυγιʆας. Αν οι κλαʆ σεις συζυγιʆας του G ειʆναι οι
C1, C2, . . . , Cr τοʆ τε μια αποʆ αυτεʆς περιεʆχει το 1 και αʆ ρα |C1| = 1. Επιπλεʆον, εφοʆσον οι
κλαʆ σεις ισοδυναμιʆας αποτελουʆ ν διαμεʆριση τουG ισχυʆ ει η σχεʆση

|G| = 1 + |C2|+ . . .+ |Cr| (7)

Η εξιʆσωση 7 ειʆναι γνωστηʆ και σαν εξιʆσωση κλαʆ σης (class equation) τηςG.

ΟΡΙΣΜΟς 14.7. ΑνG ειʆναι μια ομαʆ δα και x ∈ G τοʆ τε η κεντροποιουʆ σα του x στηνG ειʆναι
η υποομαʆ δα

CG(x) = {g ∈ G | gx = xg}.

ΛΗΜΜΑ 14.3. Αν ηG ομαʆ δα και x ∈ G τοʆ τε ο αριθμοʆ ς των στοιχειʆων στην κλαʆ ση ισοδυ‑
ναμιʆας του x ειʆναι ο δειʆκτης της CG(x) στηνG.

Απόδειξη. Η εξιʆσωση gxg−1 = hxh−1 ισχυʆ ει αν και μοʆ νο αν hg−1x = xhg−1 δηλαδηʆ αν
και μοʆ νο αν hg−1 ∈ CG(x) δηλαδηʆ αν και μοʆ νο αν hCG(x) = gCG(x). Άρα ο αριθμοʆ ς των
διαφορετικωʆ ν στοιχειʆων ειʆναι ιʆδιος με τον αριθμοʆ των διαφορετικωʆ ν συμπλοʆ κων της κε‑
ντροποιουʆ σας. �

ΠΟΡΙΣΜΑ 14.3. Ο αριθμοʆ ς των στοιχειʆων σε οποιαδηʆποτε κλαʆ ση συζυγιʆας μιας πεπερα‑
σμεʆνης ομαʆ δαςG διαιρειʆ την ταʆ ξη τουG.

ΟΡΙΣΜΟς 14.8. Έστω p πρωʆ τος. Μια πεπερασμεʆνη ομαʆ δα G λεʆγεται p‑ομαʆ δα αν η ταʆ ξη
της ειʆναι μια δυʆ ναμη του p.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 14.3. Η ομαʆ δα συμμετριωʆ ν του τετραγωʆ νου, D4 ειʆναι μια 2‑ομαʆ δα. Αντιʆ‑
θετα, για καʆ θε n ≥ 3 η Sn δεν ειʆναι ποτεʆ p‑ομαʆ δα για οποιονδηʆποτε πρωʆ το p.

ΟΡΙΣΜΟς 14.9. Το κεʆντρο Z(G) μιας ομαʆ δας G ειʆναι το συʆ νολο των στοιχειʆων x ∈ G
ωʆ στε xg = gx για καʆ θε g ∈ G.

Αποʆ τον ορισμοʆ φαιʆνεται ευʆ κολα οʆ τι το κεʆντρο μιας ομαʆ δας ειʆναι κανονικηʆ υποομαʆ δα.
Πολλεʆς ομαʆ δες εʆχουν τετριμμεʆνο κεʆντρο, οʆ πως για παραʆ δειγμα η S3. Αποʆ την αʆ λλη οʆ λες οι
αβελιανεʆς ομαʆ δες εʆχουν κεʆντρο τον εαυτοʆ τους.

ΘΕΩΡΗΜΑ 14.5. ΑνG μια μη τετριμμεʆνη πεπερασμεʆνη p‑ομαʆ δα τοʆ τε ηG εʆχει μη τετριμ‑
μεʆνο κεʆντρο.

39



Απόδειξη. Η εξιʆσωση κλαʆ σης τηςG μας λεʆει οʆ τι

pn = 1 + |C2|+ . . .+ |Cn|.

Αποʆ το Ποʆ ρισμα 14.3 εʆχουμε οʆ τι |Ci| = pni για καʆ ποιο ni ≥ 0 και για καʆ θε i = 2, . . . , r.
Εφοʆσον το p διαιρειʆ την αριστερηʆ πλευραʆ της παραπαʆ νω εξιʆσωσης θα πρεʆπει να διαιρειʆ
και την δεξιαʆ . Άρα τουλαʆ χιστον p− 1 τιμεʆς του ni πρεʆπει να ειʆναι 1 διοʆ τι

pn − 1 = |C2|+ . . .+ |Cn| ⇔ (p− 1)(pn−1 + . . .+ 1) = |C2|+ . . .+ |Cn|.

Αλλαʆ αν το x ανηʆ κει σε μια κλαʆ ση συζυγιʆας με εʆνα στοιχειʆο τοʆ τε gxg−1 = x για καʆ θε g ∈ G
συνεπωʆ ς το x ανηʆ κει στο κεʆντρο τηςG και αʆ ρα Z(G) 6= 1. �

ΠΟΡΙΣΜΑ 14.4. Αν τοG ειʆναι μια πεπερασμεʆνη p‑ομαʆ δα ταʆ ξης pn τοʆ τε τοG εʆχει μια σειραʆ
αποʆ κανονικεʆς υποομαʆ δες

1 = G0 ≤ G1 ≤ G2 ≤ . . . ≤ Gn = G

εʆτσι ωʆ στε |Gi| = pi για καʆ θε i = 0, . . . , n.

Απόδειξη. Θα χρησιμοποιηʆ σουμε επαγωγηʆ στο n. Αν n = 0 δεν εʆχουμε τιʆποτε να δειʆξουμε.
Διαφορετικαʆ , εʆστω Z(G) 6= 1 το κεʆντρο της G. Εφοʆσον το Z(G) ειʆναι αβελιανηʆ ομαʆ δα
ταʆ ξης pm εʆχει στοιχειʆο g ταʆ ξης p. ΈστωK = 〈g〉. Τοʆ τεK C Z(G). Τοʆ τε οʆ μως τοG/K ειʆναι
επιʆσης p‑ομαʆ δα, ταʆ ξης pn−1 και αʆ ρα αποʆ επαγωγικηʆ υποʆ θεση υπαʆ ρχει σειραʆ αποʆ κανονικεʆς
υποομαʆ δες

K/K = G1/K C . . .CGn/K = G/K

οʆπου |Gi/K| = pi−1. Συνεπωʆ ς |Gi| = pi και Gi C G. Αν θεʆσουμε G0 = 1 εʆχουμε την
ζητουʆ μενη σειραʆ . �

ΠΟΡΙΣΜΑ 14.5. Καʆ θε πεπερασμεʆνη p‑ομαʆ δα ειʆναι επιλυʆ σιμη.

ΛΗΜΜΑ 14.4. Έστω A μια πεπερασμεʆνη αβελιανηʆ ομαʆ δα της οποιʆας η ταʆ ξη διαιρειʆται
αποʆ εʆναν πρωʆ το p. Τοʆ τε η A εʆχει εʆνα στοιχειʆο ταʆ ξης p.

Απόδειξη. Θα χρησιμοποιηʆ σουμε επαγωγηʆ στην ταʆ ξη του A. Αν |A| ειʆναι πρωʆ τος τοʆ τε η
A ειʆναι κυκλικηʆ και αʆ ρα εʆχουμε το ζητουʆ μενο. Διαφορετικαʆ , παιʆρνουμε μια γνηʆ σια υποο‑
μαʆ δαM της A με την μεʆγιστη δυνατηʆ ταʆ ξη, εʆστω m. Αν το p διαιρειʆ το m τοʆ τε εʆχουμε το
αποτεʆλεσμα αποʆ την επαγωγικηʆ υποʆ θεση. Αν το p δεν διαιρειʆ το m θεωρουʆ με t ∈ A \M
και T = 〈t〉. Τοʆ τε ηMT ειʆναι υποομαʆ δα του A, μεγαλυʆ τερη αποʆ τηνM αʆ ραMT = A αποʆ
την επιλογηʆ τηςM σαν μεʆγιστης υποομαʆ δας. Αποʆ Πρωʆ το Θεωʆ ρημα Ισομορφισμωʆ ν εʆχουμε
οʆ τι |MT | = |M | · |T |/|M ∩ T |, αʆ ρα το p διαιρειʆ την ταʆ ξη r του T . Εφοʆσον η T ειʆναι κυκλικηʆ
που παραʆ γεται αποʆ το t εʆχουμε οʆ τι το tr/p εʆχει ταʆ ξη p. �

ΘΕΩΡΗΜΑ 14.6 (Sylow). Έστω G μια πεπερασμεʆνη ομαʆ δα ταʆ ξης pαr οʆπου p πρωʆ τος
και p δεν διαιρειʆ το r. Τοʆ τε ηG περιεʆχει τουλαʆ χιστον μια υποομαʆ δα ταʆ ξης pα.
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Απόδειξη. Χρησιμοποιουʆ με επαγωγηʆ στην ταʆ ξη της G. Το θεωʆ ρημα ισχυʆ ει για |G| = 1 και
2. Έστω C1, . . . , Cs οι κλαʆ σεις συζυγιʆας τουG και ci = |Ci|. Η εξιʆσωση κλαʆ ση τηςG διʆνει

par = c1 + . . .+ cs (8)

Έστω Zi η κεντροποιουʆ σα στην G καʆ ποιου xi ∈ Ci και ni = |Zi|. Τοʆ τε αποʆ το Ληʆ μμα 14.3
εʆχουμε

ni =
pαr

ci
(9)

Ας υποθεʆσουμε αρχικαʆ οʆ τι ci > 1 και p δεν διαιρειʆ το ci. Τοʆ τε η εξιʆσωση 9 διʆνει ni < pαr και
ni διαιρειʆται αποʆ το pα. Άρα αποʆ επαγωγηʆ ηZi περιεʆχει υποομαʆ δα ταʆ ξης pα. Άρα μπορουʆ με
να υποθεʆσουμε οʆ τι για καʆ θε i = 1, . . . , s ειʆτε ci = 1 ειʆτε p διαιρειʆ το ci. Έστω z = |Z(G)|.
Όπως και πριν το z ειʆναι ο αριθμοʆ ς των τιμωʆ ν του i για τις οποιʆες ci = 1. Άρα pαr = z + kp
για καʆ ποιο ακεʆραιο k. Άρα το p διαιρειʆ το z και τοG εʆχει μη τετριμμεʆνο κεʆντρο Z(G)ωʆ στε
p διαιρειʆ το |Z(G)|. Άρα αποʆ το Ληʆ μμα 14.4 το Z(G) εʆχει στοιχειʆο ταʆ ξης p που παραʆ γει μια
υποομαʆ δα P του G ταʆ ξης p. Εφοʆσον P ≤ Z(G), η P ειʆναι κανονικηʆ υποομαʆ δα της G. Άρα
αποʆ επαγωγηʆ ηG/P περιεʆχει υποομαʆ δα S/P ταʆ ξης pα−1 και αʆ ρα η S ειʆναι υποομαʆ δα ταʆ ξης
pα. �

ΟΡΙΣΜΟς 14.10. Αν τοG ειʆναι μια ομαʆ δα με ταʆ ξη pαr οʆπου p πρωʆ τος και p δεν διαιρειʆ το
r τοʆ τε μια υποομαʆ δα τηςG ταʆ ξης pα λεʆγεται Sylow p‑υποομαʆ δα.

ΠΟΡΙΣΜΑ 14.6 (Θεωʆ ρημα Cauchy). Αν p πρωʆ τος και p διαιρειʆ την ταʆ ξη μιας πεπερα‑
σμεʆνης ομαʆ δαςG τοʆ τε ηG εʆχει εʆνα στοιχειʆο ταʆ ξης p.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 14.4. Έστω G = S4. Ξεʆρουμε οʆ τι |G| = 24. Το Θεωʆ ρημα Cauchy μας λεʆει
οʆ τι ηG πρεʆπει να εʆχει υποομαʆ δες ταʆ ξης 3 και 8. Υποομαʆ δες ταʆ ξης 3 ειʆναι ευʆ κολο να βρουʆ με.
Όλες οι κυκλικεʆς υποομαʆ δες που παραʆ γονται αποʆ 3‑κυʆ κλους, 〈(123) >, 〈(234)〉 κλπ.

Τι γιʆνεται οʆ μως με τις υποομαʆ δες ταʆ ξης 8; Έστω V = {1, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}
η ομαʆ δα του Klein που υπαʆ ρχει στην S4. Αυτηʆ εʆχει ταʆ ξη 4. Αν τωʆ ρα t εʆνας οποιοσδηʆποτε
2‑κυʆ κλος που παραʆ γει μια υποομαʆ δα ταʆ ξης 2, εʆστω T τοʆ τε V ∩ T = 1 και αʆ ρα η V T ειʆναι
μια υποομαʆ δα ταʆ ξης 8.

14.3 Πρωταρχικές Ρίζες
Παρακαʆ τω θα υπενθυμιʆσουμε μερικαʆ πραʆ γματα για τις πρωταρχικεʆς ριʆζες της μοναʆ δας.

ΈστωL σωʆ μα και p εʆνας πρωʆ τος αριθμοʆ ς, διαφορετικοʆ ς αποʆ τη χαρακτηριστικηʆ τουL.
Υποθεʆτουμε οʆ τι το πολυωʆ νυμο

f(x) = xp − 1

διασπαʆ ται στοL. Το f εʆχει διακριτεʆς ριʆζες, διοʆ τι η παραʆ γωγοʆ ς του, pxp−1 ειʆναι μη μηδενικηʆ .
Αν ω 6= 1 ειʆναι μια ριʆζα του f , τοʆ τε αυτηʆ ονομαʆ ζεται πρωταρχικηʆ ριʆζα της μοναʆ δας. Οι
πρωταρχικεʆς ριʆζες της μοναʆ δας ειʆναι οι ριʆζες του πολυωνυʆ μου

xp−1 + xp−2 + · · ·+ x+ 1
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μιας και
xp − 1 = (x− 1)(xp−1 + xp−2 + · · ·+ x+ 1).

Ευʆ κολα βλεʆπουμε οʆ τι η ριʆζα w 6= 1 λειτουργειʆ σαν γεννηʆ τορας για τις υποʆ λοιπες ριʆζες του
f . Πραʆ γματι, τοwk για k = 1, . . . , p−1 διατρεʆχει οʆ λες τις ριʆζες του f . Άρα οι ριʆζες της μοναʆ ‑
δας αποτελουʆ ν τα στοιχειʆα μιας κυκλικηʆ ς ομαʆ δα ταʆ ξης p που παραʆ γεται αποʆ οποιαδηʆποτε
πρωταρχικηʆ ριʆζα, δηλαδηʆ

〈ω〉 = {ωk | k = 1, 2, . . . , p− 1} ∼= Zp.

ΛΗΜΜΑ 14.5. Έστω K σωʆ μα, p πρωʆ τος διαφορετικοʆ ς αποʆ την χαρακτηριστικηʆ του K
και ω μια πρωταρχικηʆ p‑οστηʆ ριʆζα της μοναʆ δας. Τοʆ τε η ομαʆ δα Galois της K(ω) : K ειʆναι
αβελιανηʆ .

Απόδειξη. Έστω L = K(ω). Όπως ειʆδαμε παραπαʆ νω το ω ειʆναι γεννηʆ τορας οʆ λων των
ριζωʆ ν του πολυωνυʆ μου xp − 1, αʆ ρα το L ειʆναι το σωʆ μα διαʆ σπασης του πολυωνυʆ μου xp − 1.
Θεωρουʆ με τουςK‑αυτομορφισμουʆ ς σ, τ ∈ Γ

(
K(ω) : K

)
. Τοʆ τε τα σ(ω), τ(ω) ειʆναι ριʆζες του

xp − 1, αʆ ρα υπαʆ ρχουνm, r > 0ωʆ στε

σ(ω) = ωm και τ(ω) = ωr,

αʆ ρα
σ
(
τ(ω)

)
= σ(ωr) = ωmr = τ(ωm) = τ

(
σ(ω)

)
και σ ◦ τ, τ ◦ σ ∈ Γ

(
K(ω) : K

)
. Άρα σ ◦ τ = τ ◦ σ για καʆ θε σ, τ ∈ Γ

(
K(ω) : K

)
, συνεπωʆ ς η

Γ
(
K(ω) : K

)
ειʆναι αβελιανηʆ . �

ΛΗΜΜΑ 14.6. ΈστωK σωʆ μα χαρακτηριστικηʆ ς μηδεʆν, p πρωʆ τος καιM το σωʆ μα διαʆ σπα‑
σης του πολυωνυʆ μου f(x) = xp − c, οʆ που c ∈ K . Τοʆ τε ομαʆ δα Galois Γ(M : K) ειʆναι
επιλυʆ σιμη.

Απόδειξη. Αν c = 0, τοʆ τεM = K , αʆ ρα η ομαʆ δα Galois Γ(M : K) = {1} ειʆναι επιλυʆ σιμη. Αν
c 6= 0 τοʆ τε οι ριʆζες του f ειʆναι διακριτεʆς. Έστω ω να ειʆναι μια πρωταρχικηʆ p‑οστηʆ ριʆζα της
μοναʆ δας. Αν α ∈ M τεʆτοιο ωʆ στε αp = c, οι ριʆζες του xp − c ειʆναι οι αωk, k = 0, . . . , p − 1.
Επομεʆνως καʆ θε δυʆ ναμη του ω μπορειʆ να γραφειʆ σαν λοʆγος δυʆ ο διακριτωʆ ν ριζωʆ ν του xp− c.
Άρα τοM = K(α, ω) οʆπου αp = c και ω μια πρωταρχικηʆ ριʆζα της μοναʆ δας. Η K(ω) : K
ειʆναι κανονικηʆ επεʆκταση, διοʆ τι ειʆναι το σωʆ μα διαʆ σπασης του πολυωνυʆ μου xp − 1 επιʆ του
K , οποʆ τε αποʆ το θεωʆ ρημα της αντιστοιχιʆας Galois 12.1, εʆχουμε οʆ τι

1. Γ
(
M : K(ω)

)
E Γ(M : K) και

2. Γ(M : K)/Γ
(
M : K(ω)

) ∼= Γ
(
K(ω) : K

)
.

Αποʆ το Ληʆ μμα 14.5 η Γ
(
K(ω) : K

)
ειʆναι αβελιανηʆ .

Αποʆ την αʆ λλη, το M προκυʆ πτει αποʆ το K(ω) προσαρτωʆ ντας το α και αʆ ρα καʆ θε σ ∈
Γ(M : K(ω)) προσδιοριʆζεται μοναδικαʆ αποʆ την τιμηʆ του σ(α). Επιπλεʆον, το σ(α) = αωj

μιας και ειʆναι ριʆζα του xp − c. Άρα αν σ, τ ∈ Γ(M : K(ω)) τοʆ τε σ(α) = αωj , τ(α) = αωk και
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σ ◦ τ(α) = αωj+k = τ ◦ σ(α), εφοʆσον οι σ, τ ειʆναι K(ω)−αυτομορφισμοιʆ τουM και αʆ ρα
σ(ω) = w = τ(ω). Άρα η Γ(M : K(ω)) ειʆναι αβελιανηʆ και συνεπωʆ ς η σειραʆ

{1} ≤ Γ
(
M : K(ω)

)
≤ Γ(M : K)

ειʆναι κανονικηʆ και τα διαδοχικαʆ πηλιʆκα ειʆναι αβελιανεʆς ομαʆ δες. Άρα η Γ(M :K) ειʆναι επι‑
λυʆ σιμη. �

15 Επιλύσιμα πολυώνυμα
ΛΗΜΜΑ 15.1. Έστω f ∈ K[x] με K σωʆ μα χαρακτηριστικηʆ ς μηδεʆν, a ∈ K(a) = K ′ ωʆ ‑
στε ap ∈ K , οʆ που p πρωʆ τος. Τοʆ τε η ΓK(f) ειʆναι επιλυʆ σιμη αν και μοʆ νο αν η ΓK′(f) ειʆναι
επιλυʆ σιμη.
Απόδειξη. Θεωρουʆ με το πολυωʆ νυμο q(x) = f(x)(xp − c) οʆπου c = ap. Το q(x) ∈ K[x] και
εʆστωN ειʆναι το σωʆ μα διαʆ σπασης του q επιʆ τουK . ΤοN περιεʆχει το σωʆ μα διαʆ σπασης του
f επιʆ τουK , εʆστω L και το σωʆ μα διαʆ σπασης του xp − c επιʆ τουK , εʆστωM .

Οι επεκταʆ σεις N : K,M : K,L : K ειʆναι επεκταʆ σεις Galois και αποʆ το θεωʆ ρημα της
αντιστοιχιʆας Galois 12.1 εʆχουμε οʆ τι

1. Γ(N : L)C Γ(N : K),

2. Γ(N :M)C Γ(N : K)

3. Γ(N : K)/Γ(N : L) ∼= Γ(L : K) και

4. Γ(N : K)/Γ(N :M) ∼= Γ(M : K).
ΤαM,N ειʆναι τα σωʆ ματα διαʆ σπασης του xp − c επιʆ τωνK και L αντιʆστοιχα. Άρα αποʆ το
προηγουʆ μενο Ληʆ μμα, οι Γ(M : K) και Γ(N : L) ειʆναι επιλυʆ σιμες. Άρα αποʆ Ληʆ μμα 14.2 η
Γ(N : K) ειʆναι επιλυʆ σιμη αν και μοʆ νο αν η Γ(N : M) ειʆναι επιλυʆ σιμη. Όμοια η Γ(N : K)
ειʆναι επιλυʆ σιμη αν και μοʆ νο αν η Γ(L : K) ειʆναι επιλυʆ σιμη. Αλλαʆ η Γ(N : M) ∼= ΓM(f)
και Γ(L : K) ∼= ΓK(f) εφοʆσον τα L,N ειʆναι σωʆ ματα διαʆ σπασης του f επιʆ των K καιM
αντιʆστοιχα. Συνεπωʆ ς η ΓM(f) ειʆναι επιλυʆ σιμη αν και μοʆ νο αν η ΓK(f) ειʆναι επιλυʆ σιμη.

Το M ειʆναι σωʆ μα διαʆ σπασης του xp − c επιʆ του K ′. Άρα αποʆ το παραπαʆ νω, ΓM(f)
επιλυʆ σιμη αν και μοʆ νο αν ΓK′(f) επιλυʆ σιμη και συνεπωʆ ς Γ(f) επιλυʆ σιμη αν και μοʆ νο αν
ΓK′(f) επιλυʆ σιμη. �

ΘΕΩΡΗΜΑ 15.1. Έστω K σωʆ μα χαρακτηριστικηʆ ς μηδεʆν και f ∈ K[x]. Αν το f ειʆναι
επιλυʆ σιμο με ριζικαʆ , τοʆ τε η ομαʆ δα Galois ΓK(f) ειʆναι επιλυʆ σιμη.
Απόδειξη. Το f ειʆναι επιλυʆ σιμο με ριζικαʆ , αʆ ρα υπαʆ ρχει μια ακολουθιʆα σωμαʆ των K0 =
K,K1, . . . , Km ωʆ στε

Ki = Ki−1(ai), οʆπου apii ∈ Ki−1 και pi πρωʆ τος για καʆ θε i = 1, 2, . . . ,m.
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Έχουμε οʆ τι ΓKm(f) = {1}, η οποιʆα ειʆναι επιλυʆ σιμη. Όμως

Km = Km−1(am) με apmm ∈ Km−1,

αʆ ρα αποʆ το Ληʆ μμα 15.1 και η ΓKm−1(f) ειʆναι επιλυʆ σιμη. Επιʆσης

Km−1 = Km−2(am−1) με a
pm−1

m−1 ∈ Km−2,

αʆ ρα παʆ λι αποʆ το Ληʆ μμα 15.1 η ΓKm−2(f) ειʆναι επιλυʆ σιμη. Με μια απληʆ επαγωγηʆ βλεʆπουμε
οʆ τι και ΓK(f) ειʆναι επιλυʆ σιμη. �

ΛΗΜΜΑ 15.2. ΈστωK σωʆ μα, p πρωʆ τος διαφορετικοʆ ς αποʆ τη χαρακτηριστικηʆ τουK και
L : K μια επεʆκταση Galois βαθμουʆ p. Αν το πολυωʆ νυμο xp − 1 διασπαʆ ται επιʆ τουK , τοʆ τε
υπαʆ ρχει a ∈ Lωʆ στε L = K(a) και ap ∈ K .
Απόδειξη. ΗεπεʆκτασηL : K εʆχει βαθμοʆ p και ειʆναι επεʆκτασηGalois και συνεπωʆ ς ηΓ(L : K)
ειʆναι κυκλικηʆ ταʆ ξης p. Έστω σ εʆνας γεννηʆ τορας της Γ(L : K) και β ∈ L\K . Οριʆζουμε

aj = β0 + β1ω
j + β2ω

2j + · · ·+ βp−1ω
(p−1)j

οʆπου β0 = β, βi = σ(βi−1), i = 1, . . . , p− 1 και ω μια πρωταρχικηʆ p−οστηʆ ριʆζα της μοναʆ δας
που ανηʆ κει τοK . Τοʆ τε

σ(aj) = σ(β0) + σ(β1)ω
j + · · ·+ σ(βp−1)ω

(p−1)j

= β1 + β2ω
j + · · ·+ β0ω

(p−1)j

= β0ω
−pjω−j + β1 + β2ω

j + · · ·+ βp−1ω
(p−2)j

= β0ω
−j + β1 + β2ω

j + · · ·+ βp−1ω
(p−2)j

= ω−j(β0 + β1ω
j + β2ω

2j + · · ·+ βp−1ω
(p−1)j)

= ω−jaj,

αʆ ρα
σ
(
apj
)
= (ω−jaj)

p = apj

και αʆ ρα apj ∈ K για j = 0, . . . , p− 1. Όμως,

a0 + . . .+ ap−1 =

p−1∑
j=0

β0 + wjβ1 + . . .+ wj(p−1)βp−1

= pβ0 + (1 + w + w2 + . . .+ wp−1)β1 + . . .+ (1 + wp−1 + w2(p−1) + . . .+ w(p−1)(p−1))βp−1

= pβ0 = pβ

εφοʆσον τοw ειʆναι ριʆζα του πολυωνυʆ μου 1+x2+ . . .+xp−1. Το pβ ∈ L\K εφοʆσον β ∈ L\K
και p ∈ K . Άρα εʆνα τουλαʆ χιστον αποʆ τα aj , εʆστω το a1 ανηʆ κει στο ∈ L \K . Αποʆ τον tower
law εʆχουμε οʆ τι το [K(a1) : K] διαιρειʆ το [L : K] = p. Συνεπωʆ ς L : K = K(a1) : K και
ap1 ∈ K . �
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ΘΕΩΡΗΜΑ15.2. ΈστωK εʆνα σωʆ μα χαρακτηριστικηʆ ς μηδεʆν και f ∈ K[x]. ΑνΓK(f) ειʆναι
επιλυʆ σιμη τοʆ τε το f ειʆναι επιλυʆ σιμο με ριζικαʆ .

Απόδειξη. Έστω ω ειʆναι μια p−οστηʆ πρωταρχικηʆ ριʆζα της μοναʆ δας. Η ΓK(w)(f) ειʆναι ισο‑
μορφικηʆ με μια υποομαʆ δα της ΓK(f) (Ληʆ μμα 14.1) και αʆ ρα ειʆναι επιλυʆ σιμη. Όμως το f
ειʆναι επιλυʆ σιμο με ριζικαʆ επιʆ του K αν και μοʆ νο αν το f ειʆναι επιλυʆ σιμο με ριζικαʆ επιʆ του
K(w) μιας και τοK(w) προκυʆ πτει αποʆ τοK με την προθηʆ κη ενοʆ ς στοιχειʆου, του οποιʆου η
p‑οστηʆ δυʆ ναμη ανηʆ κει στοK . Άρα χωριʆς βλαʆ βη της γενικοʆ τητας μπορουʆ με να θεωρηʆσουμε
οʆ τι τοK περιεʆχει μια πρωταρχικηʆ p‑οστηʆ ριʆζα της μοναʆ δας για καʆ θε πρωʆ το p που διαιρειʆ
την |ΓK(f)|.

Θα αποδειʆξουμε το αποτεʆλεσμα με επαγωγηʆ στην ταʆ ξη της ΓK(f). Το αποτεʆλεσμα ι‑
σχυʆ ει αν |Γ(f)| = 1 εφοʆσον στην περιʆπτωση αυτηʆ το f διασπαʆ ται. Ας υποθεʆσουμε οʆ τι το
αποτεʆλεσμα ισχυʆ ει οʆ ταν η ταʆ ξη της ομαʆ δας Galois ειʆναι μικροʆ τερη αποʆ |ΓK(f)| και εʆστω L
το σωʆ μα διαʆ σπασης του f επιʆ τουK . Φυσικαʆ , L : K επεʆκταση Galois με ομαʆ δα Galois την
Γ(L : K) ∼= ΓK(f). Επιπλεʆον, η Γ(L : K) ειʆναι επιλυʆ σιμη και περιεʆχει μια κανονικηʆ υποο‑
μαʆ δαH για την οποιʆα η ομαʆ δα πηλιʆκοΓ(L : K)/H ειʆναι κυκλικηʆ ταʆ ξης p για καʆ ποιο πρωʆ το
p που διαιρειʆ την ταʆ ξη της ΓK(f). ΈστωM το σταθεροʆ σωʆ μα της H . Τοʆ τε Γ(L : M) = H
και Γ(M : K) ∼= Γ(L : K)/H . Άρα [M : K] = |Γ(L : K)/H| = p. Συνεπωʆ ς, αποʆ το προη‑
γουʆ μενο Ληʆ μμα εʆχουμε οʆ τιM = K(α) για καʆ ποιο α ∈ M με αp ∈ K . Επιʆσης, ΓM(f) ∼= H
και ηH ειʆναι επιλυʆ σιμη μιας και ειʆναι υποομαʆ δα μιας επιλυʆ σιμη ομαʆ δας. Άρα αποʆ επαγωγηʆ
το f ειʆναι επιλυʆ σιμο με ριζικαʆ αν θεωρηθειʆ σαν πολυωʆ νυμο επιʆ τουM και αʆ ρα οι ριʆζες του
ανηʆ κουν σε μια επεʆκταση τουM που προκυʆ πτει προσθεʆτοντας διαδοχικαʆ ριζικαʆ . Αλλαʆ και
το M προκυʆ πτει αποʆ το K προσθεʆτοντας την ριʆζα α. Επομεʆνως το f ειʆναι επιλυʆ σιμο με
ριζικαʆ και σαν πολυωʆ νυμο επιʆ τουK . �

ΘΕΩΡΗΜΑ 15.3. ΈστωK σωʆ μα χαρακτηριστικηʆ ς μηδεʆν και f ∈ K[x]. Το f ειʆναι επιλυʆ ‑
σιμο με ριζικαʆ επιʆ τουK αν και μοʆ νο αν η ομαʆ δα Galois ΓK(f) επιʆ τουK ειʆναι επιλυʆ σιμη.

Απόδειξη. Άμεση συνεʆπεια των Θεωρημαʆ των 15.1 και 15.2. �

ΠΟΡΙΣΜΑ 15.1. Έστω p πρωʆ τος και f πολυωʆ νυμο ταʆ ξης p με συντελεστεʆς στο Q. Υπο‑
θεʆτουμε οʆ τι το f εʆχει ακριβωʆ ς p − 2 πραγματικεʆς ριʆζες και ειʆναι αναʆ γωγο επιʆ του Q. Τοʆ τε
η ομαʆ δα Galois του f επιʆ του Q ειʆναι η Sp. Ειδικοʆ τερα, αν p ≥ 5 οι ριʆζες του f δεν ειʆναι
επιλυʆ σιμες με ριζικαʆ .

Απόδειξη. Αν το α ειʆναι ριʆζα του f τοʆ τε [Q(α) : Q] = p εφοʆσον το f ειʆναι αναʆ γωγο και
deg f = p. Άρα αν το L ειʆναι το σωʆ μα διαʆ σπασης του f επιʆ του Q τοʆ τε [L : Q] = [L :
Q(α)][Q(α) : Q] και αʆ ρα το [L : Q] διαιρειʆται αποʆ το p. Αλλαʆ το [L : Q] ειʆναι η ταʆ ξη
της ομαʆ δας Galois, εʆστω G, του f αʆ ρα η |G| διαιρειʆται αποʆ το p. Αποʆ το Θεωʆ ρημα Cauchy
εʆχουμε οʆ τι ηG εʆχει εʆνα στοιχειʆο ταʆ ξης p. Επιπλεʆον, τα στοιχειʆα τηςG καθοριʆζονται αποʆ την
δραʆ ση του στις ριʆζες του f . Άρα εʆνα στοιχειʆο του G εʆχει ταʆ ξη p αν και μοʆ νο αν μεταθεʆτει
κυκλικαʆ τις ριʆζες του f . Εφοʆσον το f ειʆναι αναʆ γωγο εʆχει διακριτεʆς ριʆζες . Αν α1, α2 οι δυʆ ο
ριʆζες του f που δεν ειʆναι πραγματικεʆς. Τοʆ τε οι α1, α2 ειʆναι μιγαδικεʆς. Εφοʆσον ηG περιεʆχει
στοιχειʆο ταʆ ξης p που μεταθεʆτει τις ριʆζες, υπαʆ ρχει καταʆ λληλη δυʆ ναμη του στοιχειʆου αυτουʆ
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που στεʆλνει την α1 στην α2. Έστω α3, α4, . . . , αp οι πραγματικεʆς ριʆζες του f ωʆ στε αj =
σ(αj−1) για j = 2, 3, . . . , p. Τοʆ τε σ(αp) = α1. Επειδηʆ εʆχω ακριβωʆ ς δυο μιγαδικεʆς συζυγειʆς
ριʆζες υπαʆ ρχει Q αυτομορφισμοʆ ς τ του L ωʆ στε τ(α1) = α2, τ(a2) = α1 και τ(ai) = ai για
i ≥ 3. Τοʆ τε 〈σ, τ〉 ∼= Sp. ΆραG ∼= Sp. �

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 15.1. Έστω f(x) = x5 − 6x + 3 επιʆ του Q. Το πολυωʆ νυμο αυτοʆ ειʆναι
αναʆ γωγο αποʆ το κριτηʆ ριο του Eisenstein. Όμως, f(−2) = −17, f(−1) = 8, f(1) = −2
και f(2) = 23. Το Θεωʆ ρημα ενδιαμεʆσων τιμωʆ ν μας εγγυαʆ ται οʆ τι το f εʆχει τουλαʆ χιστον 3
διακριτεʆς πραγματικεʆς ριʆζες. Αν τωʆ ρα εʆχω 4 πραγματικεʆς ριʆζες τοʆ τε αποʆ το Θεωʆ ρημα Rolle
οι διακριτεʆς ριʆζες του f ′ και f ′′ θα ηʆ ταν τουλαʆ χιστον 3 και 2αντιʆστοιχα. Όμως f ′′(x) = 20x3

το οποιʆο εʆχει μοναδικηʆ πραγματικηʆ ριʆζα το 0. Άρα το f εʆχει ακριβωʆ ς 3 πραγματικεʆς ριʆζες
και 2 μιγαδικεʆς και επομεʆνως η ομαʆ δα Galois ειʆναι η S5. Συνεπωʆ ς το f δεν ειʆναι επιλυʆ σιμο
με ριζικαʆ .
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 15.1. Ένα αποʆ τα αʆ λυτα προβληʆ ματα της Θεωριʆας Galois ειʆναι το περιʆ‑
φημο Inverse Galois Problem: Αποτελειʆ καʆ θε πεπερασμεʆνη ομαʆ δα μια ομαʆ δα Galois μιας
πεπερασμεʆνης επεʆκτασης τουQ; Το προʆ βλημα αυτοʆ ειʆναι αʆ λυτο στην γενικοʆ τηταʆ του, πα‑
ροʆ λα αυταʆ ξεʆρουμε τι γιʆνεται για πολλεʆς οικογεʆνειες ομαʆ δων. Για παραʆ δειγμα γνωριʆζουμε
οʆ τι το αποτεʆλεσμα ισχυʆ ει για τις An και Sn (Hilbert), για τις p‑ομαʆ δες (A. Scholz and H.
Reichardt, 1937) και για τις επιλυʆ σιμες ομαʆ δες (Shafarevich). Επιπλεʆον, εʆχει αποδειχθειʆ
(????? 1978) οʆ τι αν δεν απαιτηʆ σουμε η επεʆκταση να ειʆναι Galois τοʆ τε καʆ θε πεπερασμεʆνη
ομαʆ δα μπορειʆ να υλοποιηθειʆ σαν ομαʆ δα αυτομορφισμωʆ ν μια πεπερασμεʆνης επεʆκτασης.

16 Κυκλοτομικές επεκτάσεις
Το σωʆ μα διαʆ σπασης L του xn − 1 επιʆ τουK λεʆγεται κυκλοτομικηʆ επεʆκταση ταʆ ξης n. Αν η
χαρακτηριστικηʆ τουK ειʆναι p διαφορετικηʆ αποʆ το μηδεʆν και n = mpt οʆπου (p,m) = 1 τοʆ τε
xn − 1 = (xm − 1)p

t αʆ ρα η κυκλοτομικηʆ επεʆκταση ταʆ ξης n ταυτιʆζεται με την κυκλοτομικηʆ
επεʆκταση ταʆ ξηςm. Άρα γενικαʆ μπορουʆ με να θεωρουʆ με οʆ τι η χαρακτηριστικηʆ ειʆναι σχετικαʆ
πρωʆ τη με το n.

Η βαθμοʆ ς μιας κυκλοτομικηʆ ς επεʆκτασης ταʆ ξης n σχετιʆζεται με την συναʆ ρτηση ϕ του
Euler.
ΘΕΩΡΗΜΑ 16.1. Έστω n θετικοʆ ς ακεʆραιος,K σωʆ μα χαρακτηριστικηʆ ς p με (p, n) = 1 και
L η κυκλοτομικηʆ επεʆκταση τουK ταʆ ξης n. Τοʆ τε

1. L = K(ζ) οʆπου ζ μια πρωταρχικηʆ n‑οστηʆ ριʆζα της μοναʆ δας.
2. η ομαʆ δα Galois της επεʆκτασης ειʆναι αβελιανηʆ με ταʆ ξη d οʆπου d διαιρειʆ το ϕ(n).

Απόδειξη.

1. Αποʆ υποʆ θεση εʆχουμε οʆ τι nxn−1 6= 0 αʆ ρα xn−1 ειʆναι σχετικαʆ πρωʆ το με την παραʆ γωγοʆ
του. Άρα τοxn−1 εʆχειnδιακριτεʆς ριʆζες στοσωʆ μα διαʆ σπασηςL. Άραηκυκλικηʆ ομαʆ δα
των n‑οστωʆ ν ριζωʆ ν της μοναʆ δας στοL εʆχει ταʆ ξη n αʆ ρα τοL περιεʆχει μια πρωταρχικηʆ
ριʆζα ζ ∈ L. Συνεπωʆ ς 1, ζ, ζ2, . . . , ζn−1 ∈ K(ζ) δηλαδηʆ L = K(ζ).
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2. Αν σ ∈ Γ(L : K) τοʆ τε η σ προσδιοριʆζεται μοναδικαʆ αποʆ το σ(ζ). Όμως σ(ζ) = ζ i

για καʆ ποιο 1 ≤ i ≤ n − 1. Όμοια σ−1(ζ) = ζj . Αλλαʆ ζ = σ−1(σ(ζ)) = ζ ij δηλαδηʆ
ij ≡ 1 (mod n). Άρα η συναʆ ρτηση σ 7→ i οριʆζει μονομορφισμοʆ Γ(L : K) → A οʆπου
A η πολλαπλασιαστικηʆ ομαʆ δα των μοναʆ δων της Zn. Όμως |A| = ϕ(n). Συνεπωʆ ς
Γ(L : K) ∼= Imf ≤ A αβελιαʆ νη. Άρα εʆχει ταʆ ξη d που διαιρειʆ το ϕ(n). �

Αν τωʆ ραK σωʆ μα, n φυσικοʆ ς πρωʆ τος με την χαρακτηριστικηʆ του σωʆ ματος και F η κυ‑
κλοτομικηʆ επεʆκταση ταʆ ξης n του K . Το n‑οστοʆ κυκλοτομικοʆ πολυωʆ νυμο του K ειʆναι το
μονικοʆ πολυωʆ νυμο

gn(x) = (x− ζ1)(x− ζ2) . . . (x− ζr)

οʆπου ζ1, . . . , ζr ειʆναι οι διακριτεʆς πρωταρχικές n‑οστεʆς ριʆζες της μοναʆ δας στο F .

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 16.1.
g1(x) = x− 1.

g2(x) = (x− (−1)) = x+ 1.

ΑνK = Q τοʆ τε g3(x) = (x−ζ1)(x−ζ2) οʆπου ζ1, ζ2 = −1±i
√
3

2
, g4(x) = (x− i)(x+ i) = x2+1.

ΠΡΟΤΑΣΗ 16.1. Έστω n > 0 ακεʆραιος,K σωʆ μα χαρακτηριστικηʆ p με (p, n) = 1 και gn(x)
το n‑οστοʆ κυκλοτομικοʆ πολυωʆ νυμο επιʆ τουK . Τοʆ τε

1. xn − 1 =
∏
d|n
gd(x).

2. Οι συντελεστεʆς του gn(x) ανηʆ κουν στο πρωʆ το υποʆσωμα P του K . Επιπλεʆον, αν η
χαρακτηριστικηʆ τουK ειʆναι 0 τοʆ τε οι συντελεστεʆς του gn(x) ειʆναι ακεʆραιοι.

3. deg(gn(x)) = ϕ(n).

Απόδειξη.

1. Έστω F η κυκλοτομικηʆ επεʆκταση τουK ταʆ ξης n και ζ ∈ F μια πρωταρχικηʆ n‑οστηʆ
ριʆζα της μοναʆ δας. Τοʆ τε η 〈ζ〉 = G περιεʆχει οʆ λες τις n‑οστεʆς ριʆζες της μοναʆ δας και
οʆ λες τις d‑οστεʆς ριʆζες της μοναʆ δας για καʆ θε διαιρεʆτη d του n. Τωʆ ρα η η ∈ 〈ζ〉 = G
ειʆναι πρωταρχικηʆ d‑οστηʆ ριʆζα της μοναʆ δας (d|n) αν και μοʆ νο αν η ταʆ ξη της ειʆναι d.
Άρα για καʆ θε διαιρεʆτη d του n

gd(x) =
∏
η∈G

|η|=d

(x− η).

Άρα
xn − 1 =

∏
η∈G

(x− η) =
∏
d

d|n

(∏
η∈G

|η|=d

(x− η)
)
=

∏
d

d|n

gd(x).
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2. Θα χρησιμοποιηʆ σουμε επαγωγηʆ στο n. Προφανωʆ ς g1(x) = x−1 ∈ P [x]. Υποθεʆτουμε
οʆ τι το αποτεʆλεσμα ισχυʆ ει για καʆ θε k < n και εʆστω

f(x) =
∏
d|n
d<n

gd(x).

Αποʆ επαγωγικηʆ υποʆ θεση το f(x) ∈ P [x] και xn − 1 = f(x)gn(x). Όμως το xn − 1 ∈
P [x]και το f ειʆναι μονικαʆ . Άρααποʆ αλγοʆ ριθμο διαιʆρεσηςπολυωνυʆ μωνστοP [x] εʆχου‑
με xn−1 = f ·h+r για h, r ∈ P [x] ⊂ F [x]. Άρα, αποʆ μοναδικοʆ τητα υπολοιʆπου, r = 0
και gn(x) = h ∈ P [x]. Παρατηρηʆ στε οʆ τι αν P = Q τοʆ τε εφαρμοʆ ζω τον αλγοʆ ριθμο της
διαιʆρεσης πολυωνυʆ μων στο Z[x] καιQ[x].

3. Ο αριθμοʆ ς των πρωταρχικωʆ ν n‑οστωʆ ν ριζωʆ ν της μοναʆ δας ειʆναι ιʆσος με deg gn. Αν ζ
ειʆναι μια τεʆτοια ριʆζα τοʆ τε καʆ θε αʆ λλη ριʆζα (και αʆ ρα και οι πρωταρχικεʆς) ειʆναι δυναʆ μεις
του ζ . Άρα το ζ i ειʆναι πρωταρχικηʆ ριʆζα αν και μοʆ νο αν (i, n) = 1 και αʆ ρα το πληʆ θος
των πρωταρχικωʆ ν ριζωʆ ν ειʆναι ιʆσο με ϕ(n). �

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 16.1. Το παραπαʆ νω θεωʆ ρημα μας διʆνει εʆνα τροʆπο να προσδιοριʆσουμε α‑
ναδρομικαʆ το gn(x) εφοʆσον

gn(x) =
xn − 1∏

d|n
d<n

gd(x)
.

Για παραʆ δειγμα, αν p πρωʆ τος τοʆ τε

gp(x) =
xp − 1

g1(x)
= xp − 1x− 1 = xp−1 + . . .+ x+ 1.

ΑνK = Q τοʆ τε

g6(x) =
x6 − 1

g1(x)g2(x)g3(x)
=

x6 − 1

(x− 1)(x+ 1)(x2 + x+ 1)
= x2 − x+ 1.

Όμοια,

g12(x) =
x12 − 1

g1(x) . . . g6(x)
=

x12 − 1

(x− 1)(x+ 1)(x2 + x+ 1)(x2 + 1)(x2 − x+ 1)
= x4 − x2 + 1.

Το παραπαʆ νω γενικευʆ εται γιαK = Q.

ΠΡΟΤΑΣΗ 16.2. Έστω F κυκλοτομικηʆ επεʆκταση ταʆ ξης n επιʆ του Q και gn(x) το n‑οστοʆ
κυκλοτομικοʆ πολυωʆ νυμο επιʆ τουQ. Τοʆ τε

1. το gn(x) ειʆναι αναʆ γωγο στοQ[x].

2. [F : Q] = ϕ(n).
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3. Γ(F : Q) ειʆναι η πολλαπλασιαστικηʆ ομαʆ δα των μοναʆ δων στο Zn.

Απόδειξη.

1. Αρκειʆ να δειʆξω οʆ τι το gn(x) ειʆναι αναʆ γωγο στο Z[x]. Έστω h εʆνας αναʆ γωγος παραʆ ‑
γοντας του gn(x) στο Z[x] με degh ≥ 1. Τοʆ τε gn(x) = f(x)h(x) με f, h ∈ Z[x] μονικαʆ
πολυωʆ νυμα. Αν ζ μια ριʆζα του h και p πρωʆ τος ωʆ στε (p, n) = 1 τοʆ τε το ζ ειʆναι και
ριʆζα του gn(x) και αʆ ρα η ζ ειʆναι πρωταρχικηʆ n‑οστηʆ ριʆζα της μοναʆ δας. Όμως τοʆ τε
και η ζp ειʆναι πρωταρχικηʆ n‑οστηʆ ριʆζα της μοναʆ δας και αʆ ρα ειʆτε ριʆζα του f ειʆτε του
h. Αν η ζp δεν ειʆναι ριʆζα του h αλλαʆ του f(x) =

∑r
i=0 aix

i και αʆ ρα το ζ ειʆναι ριʆζα
του f(xp) =

∑r
i=0 aix

ip. Εφοʆσον το h ειʆναι αναʆ γωγο στο Q[x] και το ζ ριʆζα, το h
πρεʆπει να διαιρειʆ το f(xp) και αʆ ρα f(xp) = h(x)k(x) με k(x) ∈ Q[x]. Αποʆ τον αλ‑
γοʆ ριθμο της διαιʆρεσης των πολυωνυʆ μων στο Z[x] εʆχουμε f(xp) = h(x)k1(x)− r1(x)
με k1, r1 ∈ Z[x]. Λοʆγω της μοναδικοʆ τητας του του αλγοριʆθμου διαιʆρεσης εʆχουμε
k(x) = k1(x). Δεδομεʆνου οʆ τι η κανονικηʆ προβοληʆ Z → Zp επαʆ γει ομομορφισμοʆ
δακτυλιʆων Z[x] → Zp[x], εʆχουμε f(xp) = h(x)k(x) στο Zp[x]. Αλλαʆ στο Zp[x] εʆχουμε
f(xp) = (f(x))p και αʆ ρα (f(x))p = h(x)k(x) ∈ Zp[x]. Συνεπωʆ ς καʆ ποιος αναʆ γωγος πα‑
ραʆ γοντας τους h με θετικοʆ βαθμοʆ πρεʆπει να διαιρειʆ το (f(x))p και αʆ ρα f(x) ∈ Zp[x].
Αποʆ την αʆ λλη, εφοʆσον το gn(x) διαιρειʆ το xn − 1 εʆχουμε

xn − 1 = gn(x)r(x) = f(x)h(x)r(x)

για καʆ ποιο r(x) ∈ Z[x]. Άρα στο Z[x] εʆχουμε

xn − 1 = f(x)h(x)r(x).

Εφοʆσον f και h εʆχουν κοινοʆ παραʆ γοντα το xn − 1 ∈ Zp[x] εʆχει πολλαπληʆ ριʆζα. Αυτοʆ
εʆρχεται σε αντιʆθεση με το γεγονοʆ ς οʆ τι οι ριʆζες του xn − 1 στο Zp[x] ειʆναι διακριτεʆς
μιας και (p, n) = 1. Άρα το ζp ειʆναι ριʆζα του h(x).
Αν r ∈ Z με 1 ≤ r ≤ n και (r, n) = 1 τοʆ τε r = pk11 . . . pkss με ki > 0 και καʆ θε pi πρωʆ το
με (pi, n) = 1. Αν εφαρμοʆσουμε πολλεʆς φορεʆς το γεγονοʆ ς οʆ τι το ζp ειʆναι ριʆζα του h
παιʆρνουμε οʆ τι και το ζ ειʆναι ριʆζα του h και τεʆλος οʆ τι το ζr ειʆναι ριʆζα του h. Αλλαʆ τα ζr
για 1 ≤ r ≤ n και (r, n) = 1 ειʆναι ακριβωʆ ς οι πρωταρχικεʆς ριʆζες της μοναʆ δας. Άρα το
h(x) διαιρειʆται αποʆ το ∏

1≤r<n

(r,n)=1

(x− ζr) = gn(x) και αʆ ρα g(x) = h(x). Άρα το g(x) ειʆναι

αναʆ γωγο.

2. Αποʆ γνωσταʆ εʆχουμε οʆ τι F = Q(ζ) αʆ ρα

[F : Q] = [Q(ζ) : Q] = deg gn = ϕ(n).

3. Άμεσα αποʆ το 2.

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 16.2. Ένα σπουδαιʆο θεωʆ ρημα του Kronecker μας λεʆει οʆ τι καʆ θε αβελιανηʆ
επεʆκταση τουQ περιεʆχεται σε μια κυκλοτομικηʆ επεʆκταση.
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17 Θεμελιώδες Θεώρημα της Άλγεβρας
ΟΡΙΣΜΟς 17.1. Ένα διατεταγμεʆνο σωʆ μα ειʆναι εʆνα σωʆ μαK με μια σχεʆση ≤ τεʆτοια ωʆ στε

1. k ≤ k για καʆ θε k ∈ K .

2. αν k ≤ l και l ≤ m τοʆ τε k ≤ m για καʆ θε k, l,m ∈ K .

3. αν k ≤ l και l ≤ k τοʆ τε k = l για καʆ θε k, l ∈ K .

4. αν k, l ∈ K τοʆ τε ειʆτε k ≤ l ειʆτε l ≤ k.

5. αν k, l,m ∈ K και k ≤ l τοʆ τε k +m ≤ l +m.

6. αν k, l,m ∈ K και k ≤ l και 0 ≤ m τοʆ τε km ≤ lm.

Η σχεʆση ≤ ειʆναι μια διαʆ ταξη στοK .

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 17.1. Τα σωʆ ματαQ,R ειʆναι προφανωʆ ς διατεταγμεʆνα σωʆ ματα.

ΛΗΜΜΑ 17.1. Έστω K εʆνα διατεταγμεʆνο σωʆ μα. Για καʆ θε k ∈ K εʆχουμε οʆ τι k2 ≥ 0.
Επομεʆνως η χαρακτηριστικηʆ τουK ειʆναι μηδεʆν.

Απόδειξη. Αν k ≥ 0 τοʆ τε k2 ≥ 0 λοʆγω του 6 του ορισμουʆ . Άρα μπορουʆ με να υποθεʆσουμε
οʆ τι k < 0. Αν και το −k < 0 τοʆ τε 0 = k + (−k) < k + 0 = k, αʆ τοπο. Άρα −k ≥ 0 και
k2 = (−k)2 ≥ 0.

Επομεʆνως 1 = 12 > 0και συνεπωʆ ς για καʆ θεπεπερασμεʆνοnοαριθμοʆ ςn·1 = 1+. . .+1 >
0 αʆ ρα n · 1 6= 0. Δηλαδηʆ τοK εʆχει χαρακτηριστικηʆ 0. �

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 17.1. Θυμηθειʆτε οʆ τι το R εʆχει τις παρακαʆ τω ιδιοʆ τητες.

• Το R ειʆναι διατεταγμεʆνο σωʆ μα.

• Καʆ θε θετικοʆ στοιχειʆο του R εʆχει τετραγωνικηʆ ριʆζα στο R.

• Καʆ θε πολυωʆ νυμο περιττουʆ βαθμουʆ στο R εʆχει μια ριʆζα στο R.

ΛΗΜΜΑ 17.2. Έστω K σωʆ μα χαρακτηριστικηʆ ς μηδεʆν τεʆτοιο ωʆ στε για καʆ ποιο πρωʆ το p
καʆ θε πεπερασμεʆνη επεʆκτασηM του K μεM 6= K εʆχει βαθμοʆ [M : K] διαιρετοʆ με το p.
Άρα καʆ θε πεπερασμεʆνη επεʆκταση τουK εʆχει βαθμοʆ μια δυʆ ναμη του p.

Απόδειξη. ΈστωN μια επεʆκτασητουK . Εφοʆσονη χαρακτηριστικηʆ ειʆναι μηδεʆν, η επεʆκταση
ειʆναι διαχωριʆσιμη. Αν χρειαʆ ζεται, μπορουʆ με να περαʆ σουμε σε μια μεγαλυʆ τερη επεʆκταση,
οποʆ τε χωριʆς βλαʆ βη της γενικοʆ τητας μπορουʆ με να θεωρηʆσουμε οʆ τι ηN : K ειʆναι κανονικηʆ
και αʆ ρα να ισχυʆ ει η αντιστοιχιʆα Galois. ΈστωG η ομαʆ δαGalois τηςN : K καιP μια Sylow p‑
υποομαʆ δα τηςG για καʆ ποιο πρωʆ το p. Το σταθεροʆ σωʆ μα τηςP , εʆστωP ∗, εʆχει βαθμοʆ [P ∗ : K]
ιʆσο με τον δειʆκτη της P στην G. Αυτοʆ ς ειʆναι πρωʆ τος με το p. Όμως αποʆ υποʆ θεση P ∗ = K
αʆ ρα P = G. Συνεπωʆ ς [N : K] = |G| = pn για καʆ ποιο n. �
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ΘΕΩΡΗΜΑ 17.1. Έστω K εʆνα διατεταγμεʆνο σωʆ μα στο οποιʆο καʆ θε θετικοʆ στοιχειʆο εʆχει
τετραγωνικηʆ ριʆζα και καʆ θε πολυωʆ νυμο περιττουʆ βαθμουʆ εʆχει ριʆζα στο K . Τοʆ τε το K(i)
ειʆναι αλγεβρικαʆ κλειστοʆ , δηλαδηʆ καʆ θε μη σταθεροʆ πολυωʆ νυμο του K(i)[x] εʆχει ριʆζα στο
K(i)[x], οʆ που i2 = −1.

Απόδειξη. Θα δειʆξουμε αρχικαʆ οʆ τι το K δεν μπορειʆ να εʆχει πεπερασμεʆνες επεκταʆ σεις πε‑
ριττουʆ βαθμουʆ . Υποθεʆτουμε οʆ τιM πεπερασμεʆνη επεʆκταση τουK με [M : K] = r > 1 με r
περιττοʆ . Έστω a ∈M \K με ελαʆ χιστο πολυωʆ νυμοm. Τοʆ τε ο βαθμοʆ ς τουςm, degm, διαιρειʆ
το r αʆ ρα ειʆναι περιττοʆ ς. Αποʆ την υποʆ θεση, τοm εʆχει μια ριʆζα στοK αʆ ρα ειʆναι παραγοντο‑
ποιηʆ σιμο, αʆ τοπο διοʆ τι τοm ειʆναι ελαʆ χιστο πολυωʆ νυμο και αʆ ρα αναʆ γωγο.

Άρα καʆ θε πεπερασμεʆνη επεʆκταση του K εʆχει αʆ ρτιο βαθμοʆ . Επιπλεʆον, αποʆ το Ληʆ μμα
17.1 η χαρακτηριστικηʆ του K ειʆναι μηδεʆν και αʆ ρα αποʆ το Ληʆ μμα 17.2 καʆ θε πεπερασμεʆνη
επεʆκταση τουK εʆχει βαθμοʆ μια δυʆ ναμη του 2.

ΈστωM 6= K(i) μια πεπερασμεʆνη επεʆκταση τουK(i). Πηγαιʆνοντας σε μια μεγαλυʆ τερη
επεʆκταση αν χρειαʆ ζεται μπορουʆ με να υποθεʆσουμε οʆ τι ηM : K(i) κανονικηʆ , αʆ ρα η ομαʆ δα
Galois ειʆναι μια 2‑ομαʆ δα. Αποʆ την αντιστοιχιʆα Galois, υπαʆ ρχει επεʆκταση N τουK(i) βαθ‑
μουʆ [N : K(i)] = 2. Προφανωʆ ς, N = K(i)(ζ) οʆπου ζ ριʆζα πολυωνυʆ μου δευτεʆρου βαθμουʆ
με ζ2 ∈ K(i). Αλλαʆ , αν a, b ∈ K με ζ2 = a+ bi τοʆ τε

√
a+ bi =

√
a+

√
a2 + b2

2
+ i

√
−a+

√
a2 + b2

2

οʆπου
√
a2 + b2 θετικοʆ ς. Επιπλεʆον οι ποσοʆ τητες καʆ τω αποʆ τις ριʆζες ειʆναι θετικεʆς αʆ ρα ανηʆ ‑

κουν στοK . Άρα το z ∈ K δηλαδηʆ N = K(i) αʆ τοπο. ΆραM = K(i) και συνεπωʆ ς τοK(i)
δεν εʆχει επεκταʆ σεις βαθμουʆ μεγαλυʆ τερου του 1. Άρα το μοʆ να αναʆ γωγα πολυωʆ νυμα στο
K(i) ειʆναι πολυωʆ νυμα βαθμουʆ 1 και συνεπωʆ ς τοK(i) ειʆναι αλγεβρικαʆ κλειστοʆ . �

ΠΟΡΙΣΜΑ17.1 (Θεμελιωʆ δεςΘεωʆ ρημα τηςΆλγεβρας). Τοσωʆ μαC ειʆναι αλγεβρικαʆ
κλειστοʆ .

Απόδειξη. Αποʆ το προηγουʆ μενο θεωʆ ρημα γιαK = R. �

Αʹ Η Διεδρική Ομάδα

Αʹ.1 Η πεπερασμένη Διεδρική Ομάδα
Ας θεωρηʆσουμε εʆνα κανονικοʆ (ισοʆπλευρο) τριʆγωνο. Ποʆσες συμμετριʆες εʆχει; Με τον οʆ ρο
συμμετριʆες εννοουʆ με περιστροφικεʆς συμμετριʆες, δηλαδηʆ με ποʆ σους τροʆπους μπορουʆ με να
στριʆψουμε το τριʆγωνο ωʆ στε να παραμειʆνει ιʆδιο (οʆχι σημειʆο προς σημειʆο).

Οι συμμετριʆες που εʆχουμε για το κανονικοʆ τριʆγωνο ειʆναι οι εξηʆ ς: στροφεʆς ως προς καʆ ‑
θετο αʆ ξονα που περναʆ αποʆ το κεʆντρο του τριγωʆ νου καταʆ 2π/3 και ανακλαʆ σεις (στροφεʆς
καταʆ π) ως προς αʆ ξονα που περναʆ αποʆ μια κορυφηʆ και το μεʆσο της απεʆναντι πλευραʆ ς.
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s
	 π

2

3

1

Αν ονομαʆ σουμε r την στροφηʆ καταʆ 2π/3 βλεʆπουμε οʆ τι μπορουʆ με να παʆ ρουμε τις συμ‑
μετριʆες 1, r, r2 μιας και r3 = 1.

Επιʆσης βλεʆπουμε οʆ τι υπαʆ ρχουνσυνολικαʆ τρεις ανακλαʆ σεις s1, s2, s3ωςπροςαʆ ξονεςπου
περνουʆ ν αποʆ τις τρεις κορυφεʆς του τριγωʆ νου και τα μεʆσα των απεʆναντι πλευρωʆ ν. Ευʆ κολα
οʆ μως διαπιστωʆ νουμε οʆ τι s2 = rs1 και s3 = r2s1. Επιʆσης s21 = 1. Αν θεʆσουμε s1 = s τελικαʆ
εʆχουμε οʆ τι υπαʆ ρχουν 6 συμμετριʆες του κανονικουʆ τριγωʆ νου οι

1, r, r2, s, rs, r2s

οι οποιʆες οριʆζουν ομαʆ δα με πραʆ ξη την συʆ νθεση, την ομαʆ δα συμμετριωʆ ν του κανονικουʆ τρι‑
γωʆ νου. Την ομαʆ δα αυτηʆ την συμβολιʆζουμε μεD3.

Τα παραπαʆ νω μπορειʆ να τα δει κανειʆς χρησιμοποιωʆ ντας και τις ομαʆ δες μεταθεʆσεων.
Ας ονομαʆ σουμε τις κορυφεʆς του κανονικουʆ τριγωʆ νου με 1, 2, 3 αντιʆστοιχα. Βλεʆπουμε οʆ τι η
r αντιστοιχειʆ στην μεταʆ θεση (123) και η s στην μεταʆ θεση (13). Επιπλεʆον, οʆ λες οι δυνατεʆς
συμμετριʆες του τριγωʆ νου θα ειʆναι οʆ λες οι δυνατεʆς μεταθεʆσεις σε τριʆα στοιχειʆα, δηλαδηʆ οʆ λα
τα στοιχειʆα της S3 = {1, (12), (13), (23), (123), (132)}.

Παρατηρηʆστε γεωμετρικαʆ οʆ τι sr = r2s (ηʆ αλγεβρικαʆ οʆ τι ((13)(123) = (132)(13)). Αυτοʆ
μαζιʆ με το γεγονοʆ ς οʆ τι r3 = 1 = s2 μας επιτρεʆπει να υπολογιʆσουμε οποιοδηʆποτε αʆ λλο
στοιχειʆο της ομαʆ δας συμμετριωʆ ν και να δειʆξουμε οʆ τι αυταʆ ειʆναι ακριβωʆ ς τα 6 στοιχειʆα της
D3. Για παραʆ δειγμα

(r2s)(rs) = r2(s(rs)) = r2((sr)s) = r2((r2s)s) = r2(r2s2) = r4s2 = r.

Χρησιμοποιωʆ ντας κανειʆς τους τρεις παραπαʆ νω κανοʆ νες μπορειʆ ευʆ κολα να υπολογιʆσει
τα 6 στοιχειʆα τηςD3 και να κατασκευαʆ σει τον πιʆνακα πολλαπλασιασμουʆ της ομαʆ δας.
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Η διαδικασιʆα αυτηʆ μπορειʆ να γενικευτειʆ. Οριʆζουμε Dn να ειʆναι η ομαʆ δα συμμετριωʆ ν
του κανονικουʆ n‑γωʆ νου. Η ομαʆ δα αυτηʆ μπορειʆ να περιγραφειʆ με τον ιʆδιο τροʆπο με την
D3. Πραʆ γματι, εʆστω r η στροφηʆ του n‑γωʆ νου καταʆ γωνιʆα 2π/n ως προς αʆ ξονα καʆ θετο
στο κεʆντρο του n‑γωʆ νου και s αναʆ κλαση (στροφηʆ καταʆ π) ως προʆ ς αʆ ξονα συμμετριʆας που
βριʆσκεται παʆ νω στο επιʆπεδο του n‑γωʆ νου. Ένας τεʆτοιος αʆ ξονας μπορειʆ να περναʆ αποʆ δυʆ ο
κορυφεʆς του n‑γωʆ νου ηʆ αποʆ τα μεʆσα δυʆ ο απεʆναντι πλευρωʆ ν (αν το n ειʆναι αʆ ρτιος) ηʆ αποʆ
μια κορυφηʆ και το μεʆσο της απεʆναντι πλευραʆ ς (αν το n περιττοʆ ς). Τοʆ τε τα στοιχειʆα τηςDn

ειʆναι τα
1, r, r2, . . . , rn−1, s, rs, r2s, . . . , rn−1s.

Προφανωʆ ς rn = 1, s2 = 1 και μπορουʆ με γεωμετρικαʆ να επαληθευʆ σουμε οʆ τι sr = rn−1s. Η
τελευταιʆα αυτηʆ σχεʆση συνηʆ θως γραʆφεται sr = r−1s εφοʆσον rn = 1 και αʆ ρα rn−1 = r−1.
Όπως και πριν, οʆ λα τα υποʆ λοιπα γινοʆ μενα υπολογιʆζονται με τον παραπαʆ νω τροʆπο. Άρα
καʆ θε στοιχειʆο τηςDn ειʆναι της μορφηʆ ς ra ηʆ ras με 0 ≤ a ≤ 1. Ευʆ κολα βλεʆπουμε οʆ τι

rarb = rk, k ≡ a+ b (mod n)

ra(rbs) = rks, k ≡ a+ b (mod n)
(ras)rb = rcs, c = a+ (n− b) (mod n)

(ras)(rbs) = rc, c = a+ (n− b) (mod n).
Λεʆμε οʆ τι τα r, s παραʆ γουν την Dn και οι rn = s2 = 1 και sr = r−1s ειʆναι εʆνα πληʆ ρες

συʆ νολο σχεʆσεων στηνDn. Επιπλεʆον η

Dn = 〈r, s | rn = 1, s2 = 1, sr = r−1s〉

ειʆναι μια παραʆ σταση τηςDn. Επιπλεʆον, η ταʆ ξη τηςDn ειʆναι 2n.

Αʹ.2 Η άπειρη Διεδρική Ομάδα
Ας παʆ ρουμε τωʆ ρα την ευθειʆα των πραγματικωʆ ν αριθμωʆ ν παʆ νω στην οποιʆα σημειωʆ νουμε
τους ακεραιʆους. Ας ονομαʆ σουμεG το συʆ νολο οʆ λων των συναρτηʆ σεων αποʆ την ευθειʆα στον
εαυτοʆ της που διατηρουʆ ν την αποʆσταση και στεʆλνουν τους ακεραιʆους σε ακεραιʆους. ΤοG
ειʆναι ομαʆ δα με πραʆ ξη την συʆ νθεση των συναρτηʆ σεων και καʆ θε στοιχειʆο της G ειʆναι ειʆτε
μεταφοραʆ καταʆ ακεʆραια αποʆσταση ειʆτε αναʆ κλαση με αʆ ξονα καʆ θετο στην ευθειʆα πουπερναʆ
αποʆ ακεʆραιο, ειʆτε αναʆ κλαση ως προς αʆ ξονα καʆ θετο στην ευθειʆα που περναʆ αποʆ το μεʆσο
μεταξυʆ δυʆ ο διαδοχικωʆ ν ακεραιʆων. Ας ονομαʆ σουμε t την μεταφοραʆ καταʆ 1. Τοʆ τε t(x) = x+1
και αν ονομαʆ σουμε s την αναʆ κλαση ως προς αʆ ξονα καʆ θετο στην ευθειʆα, που περναʆ αποʆ το
0 εʆχουμε s(x) = −x. Τοʆ τε τα στοιχειʆα τηςG ειʆναι τα

. . . , t−2, t−1, 1, t, t2, . . .
. . . , t−2s, t−1s, s, ts, t2s, . . .

(∗)
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Για παραʆ δειγμα η αναʆ κλαση ως προς 1/2 ειʆναι η ts(x) = t(−x) = −x + 1. Τα t, s
παραʆ γουν τηνG. Παρατηρηʆ στε οʆ τι

st(x) = s(x+ 1) = −x− 1

t−1s(x) = t−1(−x) = −x− 1

και αʆ ρα st = t−1s. Γνωριʆζοντας οʆ τι s2 = 1 και st = t−1s μας επιτρεʆπει να πολλαπλασιαʆ ‑
σουμε δυʆ ο οποιαδηʆποτε στοιχειʆα της λιʆστας (∗) και να δειʆξουμε οʆ τι το αποτεʆλεσμα εξακο‑
λουθειʆ να ανηʆ κει στην (∗). Η παραπαʆ νω ομαʆ δα αποτελειʆ γενιʆκευση τηςDn οʆπου η στροφηʆ
r πεπερασμεʆνης ταʆ ξης εʆχει αντικατασταθειʆ με την μεταφοραʆ t που εʆχει αʆ πειρη ταʆ ξη. Η G
λεʆγεται αʆ πειρη διεδρικηʆ ομαʆ δα και συμβολιʆζεται μεD∞.
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